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Esercizi foglio n.7

Esercizio 1. Dimostrare che per ogni numero naturale n ⩾ 1 valgono le seguenti formule:

(i) 1 + 2 + 3 + ⋅ ⋅ ⋅ + n =
n(n + 1)

2

(ii) 12 + 22 + 32 + ⋅ ⋅ ⋅ + n2
=
n(n + 1)(2n + 1)

6

(iii) 13 + 23 + 33 + ⋅ ⋅ ⋅ + n3
=
n2(n + 1)2

4

(iv) 14 + 24 + 34 + ⋅ ⋅ ⋅ + n4
=
n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n − 1)

30

Esercizio 2. Provare che per ogni numero naturale n ⩾ 1 si ha che

n

∑
k=1

1
√
k

⩾
√
n.

Esercizio 3. Dimostrare che per ogni numero naturale n risulta che

1

20
+

1

21
+

1

22
+ ⋅ ⋅ ⋅ +

1

2n
= 2 −

1

2n
.

Esercizio 4. Dimostrare che per ogni n ⩾ 2 si ha

n

∑
k=1

1

n + k
⩾

7

12

Esercizio 5. Dimostrare che per ogni n ⩾ 1 si ha

n

∑
k=1

k2k = 2n+1(n − 1) + 2.

Esercizio 6. Data una funzione f ∶X →X, si indica con fn la composizione di f fatta n volte con
sé stessa. Consideriamo la funzione f ∶ Z → Z tale che f(x) = 3x + 2, per ogni x ∈ Z. Trovare una
formula (e dimostrarla per induzione) per il calcolo di fn(x), per ogni n ⩾ 1.

Esercizio 7. Sia n ⩾ 1. Provare che
n

∑
k=1

(−1)k−1
1

k
⩾ 0.

Esercizio 8. Sia data la successione F (n) definita ricorsivamente come segue:

F (0) = 1 F (1) = 1 F (n) = F (n − 1) + F (n − 2).

Dimostrare che si ha:

(i) F (n) < 2n, con n ⩾ 1;

(ii) F (n) < (
7

4
)

n

, con n ⩾ 1;

(iii) F (n) ⩾ (
1 +

√
5

2
)

n−1

, con n ⩾ 1;

(iv) F (n) =
1

√
5
[(

1 +
√

5

2
)

n

− (
1 −

√
5

2
)

n

], con n ⩾ 1.
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