TEOREMA DEI MINORI PRINCIPALI

Sia
F:VxV =R
una forma bilineare simmetrica Su uno sEazio vettoriale reale V' di
dimensione n. Siano poi b = {by, ..., b,} una base di V e B =

(F(bi, bj))1<ij<n la matrice di F rispetto a b. Vale allora il seguente:

Teorema 1. F' ¢ un prodotto scalare se e solo se © minori principalt di
B sono tutti > 0.

Dimostrazione. Per induzione su n > 1. Pern =1 B = (by;) ed ¢
immediato che F' e un prodotto scalare se e solo se by; > 0.

Sian > 1 e sia A la sottomatrice di B formata dalla intersezione
delle prime n — 1 righe con le prime n—1 colonne. Sia inoltre W C V il

sottospazio generato dai vettori by, ..., b,_; della base b. Osserviamo
allora che la forma bilineare simmetrica F|yxw : W x W — R E] ha
come matrice associata rispetto alla base {b, ..., b,_1} di W proprio

la matrice A. Infatti abbiamo A = (F(b;,b;)), 1 <i,j <n— 1.

I minori principali di A sono i minori principali di B diversi da det B.
Quindi sono strettamente positivi. Poiché dim W = n — 1 segue allora
per induzione che F|yxw € un prodotto scalare su W. Si consideri
ora il sottospazio W+ ortogonale a W. E facile osservare che, essendo
dim W = n — 1, la dimensione di W+ & > 1. Esiste allora un vettore
non nullo w € W+. Tale vettore non appartiene a W: in caso contrario
avremmo u € W+ NW. Quindi avremmo F (%, %) = 0 e U sarebbe un
vettore isotropo di F|wxw: impossibile perché F|y «w € un prodotto
scalare. Ne segue quindi che w ¢ W e che F(u,u) = ¢ # 0.

Siccome @ ¢ W, i vettori by, ..., b,_1, @ formano una base di V.
La matrice di F' rispetto a tale base e

A0
°=(52),
poiché F(u,by) = --- = F(@,b,_;) = 0. Abbiamo allora C' = *PBP,

d9ve P_ ¢ la matrice del cambiamento di base dalla base b alla base
{b1...b,_1 w}. Sviluppando det C' rispetto all’ultima riga si ha

det C' = c(det A) = (det P)*(det B).

1F\wa indica la restrizione a W x W della funzione F : V x V — R
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Quindi ¢ > 0, essendo det A, det B minori principali di B ed essendo
(det P)* > 0. Possiamo concludere che F' & un prodotto scalare: sia
infatti ¥ € V. Si noti che W = {u}* e che % & non isotropo per cui

V=Wo<u>.
Allora possiamo scrivere v = w + tu, dove w € W e t € R. Calcolando
infine F'(v,v) abbiamo
F(v,7) = F(w,w) + t*F(u,1) = F(w,w) + ct*.
La precedente espressione &€ > 0 poiché F(w,w) > 0 e ¢ > 0. Inoltre
¢ uguale a 0 se e solo se t =0 e F(w,w) = 0. Equivalentemente: se e
solose w =0 et =0 eciot se e solo se 7 = 0. Quindi F & un prodotto

scalare.
Il viceversa del caso n > 1 ¢ lasciato al lettore. O



