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CAPITOLO 1

Introduzione

PREREQUISITI: GE3
obiettivi idea di rivestimento (esp.), omologia ecc.






CAPITOLO 2

Teoria dei Rivestimenti

1. Rivestimenti e gruppo fondamentale
1.1. Definizione e prime proprieta.

DEFINIZIONE 1.1. Siano R ed X due spazi topologici. Un’applicazione p : R — X st dice
un rivestimento se p é continua suriettiva e per ogni x € X esiste un aperto U di X tale
che v € U ed esiste una famiglia {V;};c; di aperti di R tali che

(i) p™(U) =11V e
jeJ
(ii) pyv, : V; — U ¢ un omeomorfismo per ogni j € J.
L’aperto U si dice aperto ben ricoperto da p.

EsEmPI 1.2.
(a) L'identita Idy : X — X & un rivestimento per ogni spazio topologico X.
(b) Un omeomorfismo f :Y — X tra due spazi topologici ¢ un rivestimento.
(c) Sia S = {2 € C : |z| = 1} la circonferenza con la topologia Euclidea. L’applicazione
esponenziale exp : R — S definita da exp(t) = €™, dove R ha la topologia Euclidea, ¢ un
rivestimento (come visto nel corso di GE3).
(d) Per ogni n € N lapplicazione p,, : ST — S! definita da p,(z) = 2" & un rivestimento.
(e) Sia S? = {(x,y,2) € R? : 22 + y*> + 2% = 1} la sfera con la topologia Euclidea. Sia p la
relazione di equivalenza antipodale, cioe, se v, w € S?, poniamo v p w <= v =w 0 v = —w,.
Come & noto il quoziente S?/p & omeomorfo al piano proiettivo RP?. L’applicazione quoziente
p: S? — RP? ¢ un rivestimento.
(f) Dato un rivestimento, molti esempi di rivestimento si ottengono usando il Lemma 1.3(i).

Un ruolo importante, nella topologia di un rivestimento p : R — X, & giocato dalle sue
fibre p~!(z). Un primo saggio di cio ¢ fornito del seguente

LEMMA 1.3. Sia p: R — X un rivestimento. Allora
(i) SeY é un sottospazio di X, allora py-1(yy:p~'(Y) — Y & ancora un rivestimento.
(ii) Per ogni x € X la topologia di R induce la topologia discreta sulla fibra p~'(x).
(iii) Se X ¢ connesso tutte le fibre p~'(x) hanno la stessa cardinalita.
(iv) p é aperta ed X ha la topologia quoziente rispetto a p.

Dim. (i) La dimostrazione ¢ lasciata al lettore per esercizio.

Prima di dimostrare le (ii) ed (iii) osserviamo che se z € X,U ¢ un aperto ben ricoperto
contenente x e v € p~'(z) allora p~'(z) C p~'(U) =[], V;. Quindi esiste un unico j, € J
tale che r € Vj,.

(ii) Siano z € X ed r € p~!(x). Allora V;, Np~'(x) = {r}: se v’ € V;, Np~*(z) allora
py, (') = p(r') = = p(r) = py, (r) e I'iniettivita di p;y, implica che 7 = r. Allora per
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8 2. TEORIA DEI RIVESTIMENTI

ogni r € p~!(x) si ha che {r} ¢ aperto in p~!(z), quindi la topologia di R induce la topologia
discreta su p~!(z).
(iii) Fissato zp € X sia

Y = {x € X : p~!(2) ha la stessa cardinalita di p~'(x)}.

Ovviamente o € Y, quindi Y # (. Mostreremo che Y & aperto e chiuso. Dato che X &
connesso cio implichera che Y = X cioe la (iii). Sia U un aperto ben ricoperto e sia x € U.
Allora p~'(U) = [],c,V; ed asseriamo che c’¢ una biiezione ¢ : p~*(z) — J: definendo
¢(r) = j, come sopra si ha che, preso j € J ed r = pﬁ% (x) € Vj, ne segue che ¢(r) = j, cloe
¢ & suriettiva. Se r,r" € p~!(x) sono tali che ¢(r) = ¢(r') = j, allorar’ € V;, Np~*(z) = {r},
quindi 7' =7 e ¢ ¢ iniettiva. Quindi, per ogni x € U, si ha che p~!(z) ha la stessa cardinalita
di J.

Ora mostriamo che Y ¢ aperto: sia x € Y e sia U un aperto ben ricoperto contenente x.
Dato che x € Y si ha che p~!(xg) ha la stessa cardinalita di p~!(z) che, per la biiezione ¢,
ha la stessa cardinalita di J, dato che x € U. Ma allora U C Y: se u € U ¢ evidente che
pi(u) = {pf‘% (u),j € J} ha la stessa cardinalita di J e quindi v € Y. Ma U ¢ aperto e
x € U CY; dato che cio vale per ogni x € Y ne segue che Y ¢ aperto. Inoltre Y & chiuso: se
r €Y e U & un aperto ben ricoperto contenente x, abbiamo ancora che p~!(z) ha la stessa
cardinalitd di J. Inoltre UNY # (. Preso u € UNY allora p~!(u) ha la stessa cardinalita
di J eu €Y, quindi p~'(u) ha la stessa cardinalita di p~'(xg). Allora p~!(z) ha la stessa
cardinalita di p~*(zg), ciot x € Y. Allora Y & chiuso.

(iv) Sia A C R un aperto e sia € p(A). Sia U un aperto ben ricoperto contenente = e sia
r € A tale che z = p(r). Come sopra esiste un unico j, € J tale che r € V; . Allorar € ANV,
da cui x = p(r) € pyy, (ANV;) Cp(A) epy, (ANV;) ¢ aperto in U (e quindi in X)) dato
che pyy;, ¢ un omeomorfismo. Allora p(A) ¢ intorno di ogni suo punto, dunque aperto. Infine
mostriamo che A’ C X ¢ aperto se e solo se p~(A4’) ¢ aperto in R. Dato che p ¢ continua
ne segue chiaramente che p~!(A4’) & aperto in R se A’ C X & aperto. Viceversa se p~1(A’) &
aperto in R allora A’ = p(p~'(A’)) (p ¢ suriettival) ¢ aperto in X dato che p ¢ aperta. m

ESERcIZIO 1.4.
Un rivestimento iniettivo € un omeomorfismo.

1.2. Sollevamento di applicazioni continue.

DEFINIZIONE 1.5. Siano p : R — X un rivestimento, Y uno spazio topologico ed f :
Y — X un’applicazione continua. Un sollevamento di f ad R ¢ un’applicazione continua

f:Y — R tale che f =po f.

Come vedremo in seguito, non e in generale detto che un sollevamento esista. D’altro
canto, se Y e connesso e fissiamo I'immagine di un punto, allora, il sollevamento, se esiste, e
unico.

TEOREMA 1.6 (Teorema di unicita del sollevamento). Sianop : R — X un rivestimento, Y
uno spazio topologico connesso ed f : Y — X un’applicazione continua. Siano xg € X,y € Y

ery € R tali che f(yo) = o = p(ro). Se f:Y — Reg:Y — R sono due sollevamenti di f
tali che f(yo) = g(yo), allora f = g.
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Dim. Sia A={y €Y : f(y) = g(y)}, quindi yo € A. Mostreremo che A ¢ aperto e chiuso.
Dato che Y & connesso cio implichera che A =Y, cioe f = g.
Per mostrare che A & aperto sia y € A e sia U un aperto ben ricoperto contenente f(y).

Allora p(f(y)) = f(y) € U quindi f(y) = g(y) € p~'(U) = [1,.,V;j ed esiste jo € J tale che
f(y) = gly) € Vi,. Posto V =V, sihay € f(V)Ng (V). Dato che f e g sono continue, ne
segue che f_l(V) Ng~1(V) ¢ aperto in Y. Allora, per far vedere che A & aperto sara sufficente
mostrare cheNjil(V) Ng (V) C A, in quanto A sara intorno di ogni suo punto, quindi aperto.
Sia ora 2 € [-1(V) 1 g7 (V), quindi F(2) € V,g(2) € V. Ma p(F(2)) = £(2) = pp(9(2))
quindi f(z) = g(z) per l'iniettivita di py, e dunque z € A.

Per mostrare che A e chiuso sia y € Y — A e sia U un aperto ben ricoperto contenente f(y).
Come prima esiste jo € J tale che f(y) € Vi, e j1 € J tale che g(y) € V},. Inoltre jy # ji,
altrimenti Vi, = Vj, da cui piy, (f(y)) = f(y) = pp;, (9(2)) = pp;, (9(2)) da cui f(y) = g(y),
contraddicendo il fatto che y € Y — A. Come sopra y € f_l(VjO) N g ' (V},) che & aperto in
Y e quindi sard sufficente mostrare che f~1(V;,) Ng~'(V;,) €Y — A, in quanto ciod dara che
Y — A ¢ aperto. Se z € f1(V;,)Ng ' (V;,) si ha f(2) € Vj,9(2) € V;, quindi certamente

f(z) # g(z) dato che V;, NV;, =0. Alloraz€Y — A =
Ricordiamo ora le definizioni di arco ed omotopia.

DEFINIZIONE 1.7. Siano I = [0,1] ed I x I con la topologia FEuclidea e sia X uno spazio
topologico. Un arco in X ¢ un’applicazione continua « : I — X. I punti «(0), (1) € X si
dicono rispettivamente punto iniziale e finale dell’arco. Due archi o : I — X, (3 :1 — X si
dicono equivalenti se esiste un’applicazione continua (detta omotopia relativa a {0,1} tra
aef)F:IxI— X tale che F(s,0) = a(s), F(s,1) = ((s) per ogni s € I e F(0,t), F(1,t)
sono indipendenti da t € I. Denoteremo tale equivalenza con a ~ [3.

Per archi ed omotopie esistono i sollevamenti.

TEOREMA 1.8. Siano p: R — X un rivestimento, xg € X ed rq € R tali che xo = p(ry).
Sia a : I — X un arco tale che a(0) = xy. Allora esiste un unico arco &, : I — R che ¢
sollevamento di « tale che a,,(0) = 79.

Dim. L’unicita segue dal Teorema di unicita del sollevamento (Teorema 1.6). L’esistenza si
dimostra esattamente come nel caso del rivestimento exp : R — S! (vedasi [S, Lemmal6.1] o
K, Teoremal6.4]) ed ¢ lasciata al lettore per esercizio. m

TEOREMA 1.9. Siano p: R — X un rivestimento, xg € X ed ro € R tali che xy = p(r9).
Siano « : I — X un arco tale che a(0) = xg ed F : I x I — X un’applicazione continua
tale che F(s,0) = a(s). Allora esiste un’unica applicazione continua F:IxI— R tale che
F(s,0) = @y, (s) per ogni s € 1.

Dim. L’unicita segue dal Teorema di unicita del sollevamento (Teorema 1.6). L’esistenza si
dimostra esattamente come nel caso del rivestimento exp : R — S' (vedasi [S, Lemmal6.2] o

K, Lemmal6.5]) ed ¢ lasciata al lettore per esercizio. m

COROLLARIO 1.10 (Teorema di Monodromia). Siano p : R — X un rivestimento, o € X
edro € R tali che xg = p(ro). Siano a: I — X e f:1 — X due archi tali che a(0) = 5(0) =
xg ed o ~ (. Allora &y ~ By, ed in particolare a,, (1) = [, (1).
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Dim. Sia F un’omotopia relativa a {0, 1} tra o e 3. Per il Teorema 1.9 esiste un’applicazione
continua F': I x I — R tale che F(s,0) = a,,(s) per ogni s € I. Per ogni ¢t € I si ha, usando
il fatto che F'(0,t) ¢ indipendente da ¢,

p(F(0,1)) = F(0,t) = F(0,0) = a(0) = z
da cui 'arco definito da F (0,t) & un sollevamento del cappio costante ¢,, cosi come lo ¢ ¢;,.
Inoltre F'(0,0) = a,,(0) = ry da cui, per l'unicita del sollevamento di archi (Teorema 1.8), si

ha che F(0,t) = ¢ ed ¢ quindi indipendente da t. Posto r; = a,,(1) analogamente si ha

p(F(1,t)) = F(1,t) = F(1,0) = a(1)
da cui F(1,t) & un sollevamento di Ca(1y cosi come lo e ¢,,. Inoltre F(1,0) = a,,(1) = r
quindi, ancora per 'unicita del sollevamento di archi, si ha che F'(1,¢) = r; ed & indipendente
da t. Infine, per ogni s € I,

p(F(S, 1)) = F(S7 1) = 6(8>
il che mostra che F(s,1) ¢ un sollevamento di 3. Dato che F(0,1) = oy = f,,(0), Punicita
del sollevamento implica che F(s, 1) = 3,,(s). Abbiamo allora mostrato che F' & un’omotopia
relativa a {0,1} tra a,, e B,,- Archi equivalenti hanno lo stesso punto finale, da cui ay, (1) =

Bry(1). m

Una conseguenza interessante e la seguente

COROLLARIO 1.11. Siano p : R — X wun rwestimento, ro € X ed ro € R tali che
xo = p(ro). Allora l'omomorfismo p, : m (R, o) — m1 (X, zo) € iniettivo.

Dim. Sia [y] € m(R,ro) tale che p.([y]) = [cz], clo€ [p o] = [cy] € quindi p oy ~ ¢,,. Per

P

I'unicita del sollevamento (Teorema 1.8) si ha che v = (po7),, (¢z,),, = Cr, € per il Teorema

——~—— e~

di Monodromia (Corollario 1.10), (p o), ~ (Cz),,- Quindi [y] = [c, ] € p. ¢ iniettivo. m
1.3. Azione del gruppo fondamentale sulle fibre di un rivestimento.

La relazione tra il gruppo fondamentale e le fibre di un rivestimento ha una natura
topologico-algebrica. Per evidenziare cio ricordiamo prima la seguente

DEFINIZIONE 1.12. Siano Y wun insieme e G un gruppo moltiplicativo. Un’azione (de-
stra) di G su Y e un’applicazione ¢ : Y x G — Y tale che, posto ¢(y,q) = y.g, si
ha

(i) ylg =y per ogniy € Y e

(i) (y.g).h=y.(gh) per ogniy € Y e per ogni g,h € G (associativita,).
Lo stabilizzatore di un elementoy €'Y é il sottogruppo Stab, = {g € G : y.g = y}. L’azione
di G su'Y si dice transitiva se per ogni y,y' € Y esiste g € G tale che y' = y.g.

PrROPOSIZIONE 1.13. Sia p : R — X un rwestimento e xo € X. Posto, per ogni r €
p~\(w0) € per ogni [o] € m(X, z0),
rla] = a,(1)
si ottiene un’azione destra di (X, zo) sulla fibra p~*(zo). Lo stabilizzatore di v € p~'(zq) &
p«(m(R,7)). L’azione é transitiva se R € connesso per archi.
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Dim. L’azione ¢ ben definita per il Teorema di Monodromia (Corollario 1.10). Per I'unicita
del sollevamento si ha che r.[c,,] = (¢s,),(1) = ¢.(1) = r. Dati [o], [5] € 71 (X, z9) poniamo

r1 = (1) in modo che (a * 3), = @, * B,,. Ora

(r[a])-[8] = & (1).[8) = r1.[8] = 5, (1)

r([oJ[f]) = rlax f] = (ax 8),(1) = (a * 5,,)(1) = B, (1)
coincidono, mostrando che abbiamo definito un’azione destra di (X, xg) su p~!(zo).
Se [a] € Stab, si ha r.Ja] = r, allora a,(1) = r, da cui @, ¢ un cappio in R di base r e
la] = [poa,] = p[a,]), quindi [o] € pu(mi(R,7)). Viceversa sia [a] € p.(m(R,r)), cosi
che esiste [y] € m(R,r) tale che [a] = p.([7]) = [po~]| e quindi & ~ po~. Il Teorema di

)
Monodromia (Corollario 1.10) implica che a,.(1) = (po~),.(1) = v(1) = r, da cui r.[a] =7,
cioe [a] € Stab,. Questo mostra che Stab, = p.(m (R, r)).
Se R ¢ connesso per archi e 7,7" € p~'(xy) sia v : I — R un arco tale che y(0) = r,y(1) =1'.

Allora p o~ € un cappio in X di base z, e, al solito, (po ), = 7. Ne segue che r.[po~y] =

(po7),(1) =~(1) =7, mostrando che I'azione & transitiva. m

COROLLARIO 1.14. Sia p: R — X un rivestimento con R connesso per archi, xo € X ed
ro € R tali che xy = p(rg). Allora c¢’¢ una corrispondenza biunivoca tra p~*(zo) e l'insieme
delle classi laterali destre di p.(mi (R, 10)) in m (X, zo).

Dim. Sia H = p.(m(R,19)) ed o] € m(X,z0). Associando alla classe laterale destra H|[q/]
I'elemento della fibra rg.[a] si definisce un’applicazione ¢ tra l'insieme delle classi laterali
destre di H in m(X, z9) e p~!(xp). L’applicazione ¢ infatti ben definita dato che, se H[a] =
H[p] allora [3][a]~! € H = Stab,, per la Proposizione 1.13 e quindi [3] = [y][a] per qualche
[v] € Stab,,. Allora, usando 'associativita dell’azione, ro.[3] = ro.[7][a] = ro.[a].

Se [a], [] € 71 (X, xo) sono tali che ry.[a] = rq.[5] allora ro.[a][3] ' = ro.[0][B] ' = ro-[ca] =
ro. Quindi [o][3]7! € Stab,, = H, da cui H|[a] = H[f], cioe 1 & iniettiva.

Dato che R connesso per archi, la Proposizione 1.13 garantisce che I'azione di m (X, zg) su
p~1(xg) & transitiva, quindi ogni elemento r € p~*(zg) si pud scrivere come 7g.[a] per qualche
la] € m (X, zo), mostrando che ¢ ¢ suriettiva. m

COROLLARIO 1.15. 1l gruppo fondamentale del piano proiettivo é Z./27.

Dim. Come sappiamo (Esempio 1.2(e)) c¢’¢ un rivestimento p : S — RIP? le cui fibre hanno
due elementi. Per il Corollario 1.14, usando il fatto che m(S?) = {1}, si ottiene che ¢’¢ una
corrispondenza biunivoca tra p~!(zg) e m (RP?). Allora 7 (RP?) ¢ un gruppo di due elementi,
cioe w1 (RP?) X Z/27. w

1.4. Esistenza di sollevamenti di applicazioni continue.

Per mostrare l'esistenza di sollevamenti, ed in generale per molti risultati successivi,
occorrera introdurre una nuova condizione topologica.

DEFINIZIONE 1.16. Uno spazio topologico X si dice localmente connesso per archi se
ha una base di aperti connessi per archa.
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Tale nozione ¢ in generale distinta dalla connessione per archi, come si puo vedere dagli
esempi seguenti, la cui dimostrazione e lasciata al lettore per esercizio.

EsEmpr 1.17.
(a) Uno spazio topologico discreto X con almeno due elementi ¢ localmente connesso per archi
ma non connesso per archi.
(b) Siano A = {(z,y) e R* : 2> +¢y* = 1,y > 0}, B={(z,y) e R? : -1 <2 < 0,y = 0},
C={(z,y) eR*: 0<z <1,y=3sen(X)} esia X = AUBUC con la topologia Euclidea.
X e detto il cerchio polacco. Allora X e connesso per archi ma non localmente connesso per
archi.

La connessione locale per archi ha altre formulazioni equivalenti

EsERrciIzI 1.18.
(a) Per uno spazio topologico X le seguenti condizioni sono equivalenti:

(al) X e localmente connesso per archi.

(a2) Ogni punto x € X ha un sistema fondamentale di intorni aperti connessi per archi.
(a3) Ogni punto x € X ha un sistema fondamentale di intorni connessi per archi.

(a4) Le componenti connesse per archi degli aperti di X sono aperte.

(b) Sia p: R — X un rivestimento. Allora R ¢ localmente connesso per archi se e solo se X
lo e.

Ora mostriamo il risultato che caratterizza, in termini topologico-algebrici, I'esistenza di
sollevamenti.

TEOREMA 1.19 (Esistenza del sollevamento di applicazioni continue). Siano p : R — X
un riwestimento, Y uno spazio topologico ed f :' Y — X wun’applicazione continua e siano
xg € X,yo €Y edrg € R tali che f(yo) = xg = p(ro). Se esiste un sollevamento f di f ad
R tale che f(yo) = 19, allora f.(m1(Y,%0)) C pu(m(R,70)). Viceversa se Y ¢ connesso per
archi e localmente connesso per archi e f.(m1(Y,y0)) C pu(mi(R,70)), allora esiste un unico
sollevamento f di f ad R tale che f(yo) =7y.

Dim. Se esiste un sollevamento f di f ad R tale che f(yo) = 1, allora f.(m(Y,4)) =
(po [u(m(Y.y0)) = pe o fu(mi(Yi90)) C pu(mi(R,19))-

Viceversa sia y € Y esia a : I — Y un arco tale che a(0) = yp, (1) = y. Allora
foaeéun arco in X di punto iniziale f(a(0)) = f(yo) = o, dunque possiamo considerare il

—_——

sollevamento (f o a), e definire

fly) = (foa),(1).
Verifichiamo che f & ben definita: se 3 : I — Y & un altro arco tale che 3(0) = yo, (1) =
y allora « % 3° & un cappio in Y di base yo. Dunque [f o (a * 3°)] = fi(lao x 3°]) €

Je(m(Y,90)) C pu(mi(R,70)) = Stab,, per la Proposizione 1.13. Quindi (f o/(gjﬁo))m(l) =
ro. Sia ora rp = (foa), (1). Al solito (fo(ax*f3)), = (?;E)T0 * (f/o\ﬁ’)r1 e quindi

ro = (f o (axp°), (1) = (f o), (1). Maallora (fo ), (1) =r = (foa), (1) ed f & ben

definita. N N o
E ovvio che f & un sollevamento di f: p(f(y)) = p((f o @), (1)) = fla(1)) = f(y).
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Infine mostriamo che fvé continua. Siay € Y esia A C R un aperto tale che f(y) € A. Allora,

intersecando con A, possiamo trovare un aperto V' C A tale che f(y) € Vepy : V —p(V) e

un omeomorfismo. Ora U = p(V) & un aperto di X e f(y) = p(f(y)) € U quindi y € f~1(U).
fier ipotesi esiste un aperto W connesso per archi tale chf y € W C f~Y(U). Mostreremo che

f(W) C V. Cio implichera che f(IW) C A e quindi che f & continua in y. Sia allora z € W e
sia f: I — W un arco tale che 5(0) =y, 5(1) = z, cosi che possiamo usare « * (3 per calcolare

f(z). Siha f(z) = (fo(ax 8)),,(1) = (m)”(l). Per ogni s € I si ha #(s) € W, da cui

p((f e P),,(s)) = f(B(s)) € U e quindi (f o), (s) € p'(U) = [ e, Vi Ma (fe0),,(0) =

r1 = f(y) € V, quindi, per connessione ed usando il fatto che V' =V} per qualche j € J, si ha

che tutto l'arco (f o 3),, € contenuto in V' e percio f(z) = (f o 3),, (1) € V. Questo mostra

che f(W) C V. Infine I'unicita segue dal Teorema di unicita del sollevamento (Teorema 1.6).
]

Una conseguenza importante del teorema precedente & che un rivestimento (puntato) &
caratterizzato dal sottogruppo che definisce.

COROLLARIO 1.20. Sianop: R — X eq: T — X due rivestimenti e siano rog € R,tg € T
e g € X tali che p(rg) = xg = q(ty). Se esiste un omeomorfismo ¢ : R — T tale che qo¢p =p
e ¢(ro) = to allora p(mi1(R,10)) = qu(mi(T,t0)). Viceversa se pi(mi(R,70)) = qu(mi (T, 1))
ed R e T sono connessi per archi e localmente connessi per archi allora esiste un unico
omeomorfismo ¢ : R — T tale che go ¢ =p e ¢(ro) = to.

Dim. Se esiste un omeomorfismo ¢ : R — T tale che go ¢ = p e ¢(rg) = to allora
¢u(mi(R,10)) = m(T' o), quindi p.(mi (R, 7)) = (q© @)«(m(R,710)) = ¢u 0 ¢(m(R,70)) =
¢ (1 (T o))

Viceversa supponiamo che p.(m(R,70)) = q.(m(T,to)). Per il Teorema di esistenza del
sollevamento (Teorema 1.19) c¢’¢ un sollevamento p di p a T' (cioe gop = p) tale che p(ro) = tg
(unico per il Teorema di unicita del sollevamento (Teorema 1.6)) ed un sollevamento ¢ di ¢
ad R (cioe p o g = q) tale che q(tg) = ro. Ora

qo(poq)=poqg=gq
e quindi p o g ed ovviamente Idr sono due sollevamenti di ¢ a T. Inoltre po ¢(to) = p(ro) =

to = Idr(to). Il Teorema di unicita del sollevamento (Teorema 1.6) implica che po q = Idy.
Analogamente si dimostra che ¢ o p = Idg e non resta che porre ¢ =p. =

2. Il rivestimento universale

Nel caso di S! l'esistenza del rivestimento exp : R — S! & stata decisiva nel calcolo
del gruppo fondamentale. Uno dei punti chiave e stato che il gruppo fondamentale di R e
banale. E pertanto evidente che, dato uno spazio topologico X, la conoscenza di un rivesti-
mento con gruppo fondamentale banale, potra permettere, in molti casi, di calcolare il gruppo
fondamentale di X. Introduciamo pertanto la seguente

DEFINIZIONE 2.1. Uno spazio topologico Y si dice semplicemente connesso se Y ¢
connesso per archi em (Y') = {1}. Sia X uno spazio topologico connesso per archi e localmente
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connesso per archi. Un rivestimento p : R — X si dice universale se R ¢ semplicemente
conmesso.

EsSEmPT 2.2.
(a) Tl rivestimento exp : R — S! nell’Esempio 1.2(c) ¢ universale.
(b) Tl rivestimento S? — RP? nell’ Esempio 1.2(e) ¢ universale.

OSSERVAZIONE 2.3.

Sep: R— X ¢ un riwestimento universale allora R é localmente connesso per archi.

Infatti X lo e per definizione di rivestimento universale e quindi anche R lo ¢ (Esercizio
1.18(b)).

2.1. Unicita del rivestimento universale.

Il rivestimento universale & unico a meno di omeomorfismi (puntati):

COROLLARIO 2.4. (i) Siap: R — X un rivestimento, sia Y uno spazio topologico sempli-
cemente connesso e localmente connesso per archi, sia f :'Y — X un’applicazione continua
e siano x9g € X,yo € Y ed ro € R tali che f(yo) = xo = p(ro). Allora esiste un unico
sollevamento f di f ad R tale che f(yo) = 10.

(ii) Sianop: R — X e q: T — X due rivestimenti universali e siano ro € Rty € T e
xo € X tali che p(ro) = xo = q(ty). Allora esiste un unico omeomorfismo ¢ : R — T tale che
go ¢ =p e d(ry) =to.

Dim. La (i) segue immediatamente dal Teorema di esistenza del sollevamento (Teorema 1.19)
dato che f.(m1(Y,v0)) = {[czo]} C pu(m1(R,10)). La (ii) segue immediatamente dal Corollario
1.20. m

Un’altra proprieta del rivestimento universale di uno spazio topologico X, che ne giustifica
il nome, e che riveste ogni rivestimento di X. Per vedere questo introdurremo un lemma che
mette in luce le proprieta delle trasformazioni di rivestimento.

LEMmMA 2.5. Sia X uno spazio topologico localmente connesso per archi, siano p: R — X
eq: T — X due rivestimenti con T connesso per archi e sia ¢ : R — T un’applicazione
continua tale che qo ¢ = p. Allora ¢ €& un rivestimento.

Dim. Mostriamo prima che ¢ ¢ suriettiva. Siat € T e siano r¢ € R, tg = ¢(r¢) e xg = p(ro) =
q(to). Siay : I — T un arco tale che v(0) = to,v(1) = ¢, in modo che &« = go~y & un arco in X
che ha per punto iniziale zy. Consideriamo il sollevamento «;,, di a ad R e I'arco ¢ o . Si
ha go(¢poa,,) =pod,, =ae (poda,)(0) = ¢(ro) = ty, da cui, per 'unicita del sollevamento
di archi (Teorema 1.8) otteniamo che ¢ o &,y = v e quindi ¢(a,, (1)) = v(1) = ¢, che da la
suriettivita di ¢.

Siano ora t € T,z = ¢(t) € X e siano U, un aperto ben ricoperto da p contenente z ed
U, un aperto ben ricoperto da ¢ contenente x. Sia V' un aperto connesso per archi tale che
r €V CU,NU,. Sia {Ap}rex la famiglia di aperti di T tali che ¢~ '(Uy) = [lcx Ak €
qa, : Ar — Uz ¢ un omeomorfismo per ogni k € K. Posto By, = q (V) N Ay osserviamo
intanto che ¢, : By — V & un omeomorfismo: per definizione si ha ¢(By) C V esev e V
allora v € U, q‘;llk (v)eq (V)NA,=Brev= q(q|_Alk(v)) € q(By); allora anche V' C ¢(By)
e quindi V' = ¢(By). Ora ¢, non ¢ altro che la restrizione a B}, dell’omeomorfismo g4, €
quindi anche g, ¢ un omeomorfismo per ogni k € K.
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Dato che ¢(t) =z € Vsihat € ¢'(V) C ¢ (U,) = [11cx Ak, quindi esiste un unico ky € K
tale che t € Ag,. Sia U = By, = ¢ (V)N Ay,. Allora t € U e mostreremo che U & ben
ricoperto da ¢.
Se {W;}jes ¢ la famiglia di aperti di R tali che p~'(U,) = [[;c, Wi e pw, : W; — U, ¢
un omeomorfismo per ogni j € J allora, come sopra, posto V; = p~1(V) N W;, si ha che
pv, © V; = V & un omeomorfismo. Sia J' = {j € J: V; N ¢~ (U) # 0}. Facciamo vedere ora
che

o) =11V

jeJ

Se r € ¢~ 1(U) allora ¢(r) € U e quindi p(r) = q(é(r)) € q(U) =V, da cui r € p~1(V). Ma
(V) € Uy) = ey Wy, da cui p (V) = (e, W) Op (V) = L, (W; 0p (V) =
[l,c;Vj. Pertanto esiste j € J tale che r € Vj. Mar € ¢~'(U), da cuir € ¢~ (U)NYVj
e quindi j € J'. Allora r € [, V; e questo mostra che ¢~'(U) C [[,c,V;. Invece se
r e V;=p (V)N W; per qualche j € J' allora q(¢(r)) = p(r) € V e quindi ¢(r) € ¢ (V).
Dato che j € J' esiste ry € V; N ¢ 1(U), da cui p(ry) € V e ¢(ro) € U. Dato che V; &
omeomorfo a V' si ha che V; ¢ connesso per archi e quindi possiamo trovare un arco 3 : I — V;
tale che 5(0) = 1o, 3(1) = r. Siay = ¢ o 3. Per ogni s € I abbiamo §(s) € V;, quindi
qa(v(s)) = a(#(B(s))) = p(B(s)) € V. Allora y(s) € ¢*(V) € ¢~ (Uy) = [1;cx Ar per ogni
s € I. Cio mostra che y(I) C [[,cx Ar. Ma y(I) & connesso e v(0) = ¢(3(0)) = ¢(ro) €
U C Ay, pertanto v(I) C Ay,. Ne segue che v(I) C ¢ (V)N A, = U ed in particolare
o(r) = ¢(B(1)) = +(1) € U, cioe r € ¢ '(U). Questo mostra che [[;,,V; € ¢~'(U) e da
percio 'uguaglianza ¢~ (U) = [ [, V.
Per concludere resta da mostrare che ¢y, : V; — U ¢ un omeomorfismo per ogni j € J' e
per questo ¢ sufficente mostrare che ¢, = ql_U1 o ppv;- Infine tale uguaglianza ¢ conseguenza
immediata di quanto visto prima: se r € V; e j € J', allora sappiamo che ¢(r) € U e

qu(#(r)) = p(r) € V quindi ¢(r) = ¢,/ (p(r)) = g/ (pv; (7). =

COROLLARIO 2.6 (Proprieta universale del rivestimento universale). Sia X uno spazio
topologico che possiede il rivestimento universale p: R — X. Sia q : T — X un rivestimento
con T connesso per archi e siano rg € Rty € T e xy € X tali che p(ro) = xo = q(to). Allora
esiste un unico riwestimento ¢ : R — T tale che go p =p e p(rg) = 1.

Dim. Sappiamo che R ¢ localmente connesso per archi (Osservazione 2.3). Per il Corollario
2.4(i) esiste un unico sollevamento p di p a T tale che p(rg) = to. Posto ¢ = p ne segue
immediatamente dal Lemma 2.5 che ¢ € un rivestimento. m

COROLLARIO 2.7. Sita X uno spazio topologico semplicemente connesso e localmente con-
nesso per archi. Se p: R — X & un rivestimento con R connesso per archi, allora p e un
omeomorfismo.

Dim. Ovviamente 'identita Idx : X — X & un rivestimento universale, quindi scelto ry € R
e posto g = p(ro), per il Corollario 2.6, esiste un rivestimento ¢ : X — R tale che ¢(x) = rg
e poy = Idx. Peril Corollario 1.11 si ha m; (R, 79) = p.(m1(R,70)) C m (X, 20) = {1} e quindi
anche m (R, 79) = {1}. Per il Corollario 1.14 si ha che ¢ ¢ iniettiva, quindi un omeomorfismo
(Esercizio 1.4) e quindi anche p lo ¢. m
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2.2. Esistenza del rivestimento universale.

Sia X uno spazio topologico connesso per archi e localmente connesso per archi. E semplice
trarre una condizione topologica necessaria affinche esista un rivestimento universale p : R —
X. Sia infatti x € X e sia U un aperto ben ricoperto contenente z. Scegliamo un r € p~!(x),
cosi che c¢’¢ un aperto V tale che r € V.C Re py : V — U ¢ un omeomorfismo. Siano
7:V—=Rei:U— X leinclusioni. Allora c¢’e¢ un diagramma commutativo di applicazioni

velop

lpv lp

Uc_i> X
che da luogo al seguente diagramma commutativo di gruppi fondamentali

™ (V> T) L ™ (R> T)

l(pv)* lp*

7T1(U7 ZE) L 7T1(X7 ZE)

Ora m (R, 1) = {1} ¢ (py). & un isomorfismo, da cui, per ogni [a] € m(U,a), posto [3] =
(pv): " ([a]), si ha

ix([a]) = ix 0 (pp)«([8]) = pe 0 Ju([B]) = p:([er]) = [ea] =1

il che dimostra che i, € banale. In altre parole, I'esistenza del rivestimento universale implica
che ogni punto x € X ha un aperto U contenente = tale che ogni cappio in U di base x ¢
equivalente, in X, al cappio costante. Tale proprieta merita un nome.

DEFINIZIONE 2.8. Sia X uno spazio topologico connesso per archi e localmente connesso
per archi. X si dice localmente semplicemente connesso se per ogni x € X esiste un
aperto U tale che x € U C X e, sei: U — X ¢ linclusione, allora i, : m(U,z) — m (X, )
¢ banale.

ESEMPI 2.9.
(a) Ogni spazio topologico semplicemente connesso € localmente semplicemente connesso.
Piti in generale ogni spazio topologico in cui ogni punto ha un intorno aperto semplicemente
connesso e localmente semplicemente connesso.
(b) S & localmente semplicemente connesso.
(c) Per ogni n € N sia C, = {(z,y) € R? : 2 + 3> — 22 = 0} e sia X = [,y Cy con la
topologia Euclidea. X e connesso per archi, localmente connesso per archi ma non localmente
semplicemente connesso (la dimostrazione di cio e lasciata al lettore per esercizio).
(d) Sia Y C R3 il cono sull'insieme X dell’esempio (c) con vertice in un punto V € R? — R?,
Y con la topologia Euclidea. Allora Y & semplicemente connesso ed inoltre ogni punto y € Y
ha un sistema fondamentale di intorni non semplicemente connessi ma con 7, banale.

Un fatto sorprendente e che la condizione necessaria per 'esistenza del rivestimento uni-
versale ¢ anche sufficente. In realta, come vedremo piu avanti, tale condizione da luogo a
molto di piu.
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TEOREMA 2.10 (Esistenza del rivestimento universale). Sia X wuno spazio topologico con-
nesso per archi e localmente connesso per archi. Allora X ha un rivestimento universale se e
solo se X ¢ localmente semplicemente connesso.

Dim. Se X ha un rivestimento universale abbiamo gia visto, nella discussione precedente la
Definizione 2.8, che X ¢ localmente semplicemente connesso.
Supporremo d’ora in poi che X e localmente semplicemente connesso e ne costruiremo un
rivestimento universale.
Sia g € X e sia A(X,z9) = {a : I — X arco tale che a(0) = z¢}. Consideriamo in
A(X, zo) la relazione di equivalenza a ~ [ data dall’omotopia relativa a {0,1} e sia R =
A(X, z0)/~ l'insieme quoziente. Denotando con [a] la classe di equivalenza di a@ € A(X, x),
¢’e un’applicazione

p: R — X definita da p([a]) = a(1)
(p & ben definita per il Teorema di Monodromia (Corollario 1.10)). Notiamo anche che p &
suriettiva dato che X & connesso per archi.
Per dare una topologia ad R siano ora [a] € R e sia V' un aperto di X tale che a(1) € V.
Definiamo

o, V] ={laxp] € R:3:1—V ¢&un arco tale che 5(0) = a(1)}.

Un primo obiettivo sara dimostrare che la famiglia di tali sottoinsiemi di R forma una base
di una topologia su R. Per vedere cio osserviamo che,

V [a] € R si ha [a] € [a, V]

dato che c,(1) € un arco in V' di punto iniziale (1) e quindi [a] = [a * co1y] € [a, V]. Allora

R = U [a, V.
[o]eR
Ora se 3] € [a1, V1] N [ag, V5] allora esistono due archi vy : I — Vi, v : I — V; tali che
(8] = [aq * 1] = g *92). Quindi § ~ a3 x 71 e percio B(1) = (a1 x71)(1) = (1) € V1.
Analogamente 5(1) € V3, da cui 5(1) € V1NV; ed & definito [3, ViNV3]. Allora [8] € [3, ViNV53)
e mostriamo che [3, V1 NV3] C [ag, Vi] N, Va]. Se [Bxv] € [B,ViNVs] alloray : I — ViNV;
e un arco tale che v(0) = B(1), quindi 3%y ~ ay *y; *7y. Ora 7, *y ¢ un arco in V; di punto
iniziale iy (1), percio [B*7] = [ay *y1%7] € [an, V] e questo dimostra che [3, ViNV,] C [ay, V4]
Analogamente si avra [3, V) NV,] C [ag, V3] e dunque [, Vi N V5] C [aq, V1] N [ag, Va).
Allora, come € noto, ¢’¢ un’unica topologia su R che ha per base la famiglia degli aperti [«, V],
al variare di [a] € R e V aperto di X contenente a(1).
E facile vedere che p & aperta: infatti per ogni o % 8] € [o, V] si ha p(jo % 8]) = B(1) e
quindi p([er, V]) € la componente connessa per archi di a(1) in V' e pertanto p([«, V) € aperto
in X (Esercizio 1.18(a4)). Allora p manda aperti della base in aperti ed & quindi aperta.
Ora facciamo vedere che p & continua. Sia V' C X un aperto e sia [a] € p~!(V), cosi che
a(l) = p(ja]) € V ed ¢ definito 'aperto [a, V]. Se [a * ] € [a, V] allora § ¢ un arco in V,
quindi p([a * B8]) = (1) € V, da cui [a* 8] € p~(V). Cid mostra che [a, V] C p~*(V) e ne
segue che
= U v
[alep= (V)
mostrando che p~1(V') & aperto e dunque che p & continua.
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Sia ora x € X. Per ipotesi possiamo trovare in X un aperto U contenente x, connesso per
archi e tale che i, e banale, dove ¢ : U — X e l'inclusione. Sappiamo gia, per quanto visto
sopra, che p 1 (U) = |J [a, U] ed asseriamo che esiste un sottoinsieme J C p~(U) tale
folen 1 (U)
che
pil(U) = H [Oé, U]
[a]ed
Infatti se [, [/] € p~(U) sono tali che [a, U]N[’, U] # 0 allora esistono due archi 3 : [ — U,
v : 1 — U tali che [a* ] = [0 *xv] € [o,U]N[e/,U] e quindi a x f ~ o x~. Allora
a ~ ' x7%[3°e per ogniarco d : I — U tale che 0(0) = (1) si ha axd ~ o/ * v (3°% 4, cioe
[ax 0] = [ *vx* (7% ] € [o,U]. Questo dimostra che [a, U] C [/, U] ed analogamente vale
l'altra inclusione, mostrando che [, U] = [/, U]. Questa proprieta implica 'esistenza di J.
Per dimostrare che p ¢ un rivestimento resta da far vedere che pjau) : [, U] — U € un
omeomorfismo. Notiamo che pj,) ¢ certamente continua ed aperta, in quanto restrizione
ad un aperto di un’applicazione continua ed aperta. Inoltre p,,u) ¢ suriettiva dato che U
¢ connesso per archi ed infine pjp) € iniettiva: se pj.ui([a * B]) = pja,v(fa * 7]), allora
B(1) = (1) e quindi B xv° & un cappio in U di base «(1) e pertanto, dato che i, & banale,
si ha che 3% 7% ~ cq(1). Ne segue che 3 ~ v e quindi a* 3 ~ o x v, da cui [o * §] = [a * 7]
Abbiamo allora dimostrato che pjjq,] € un omeomorfismo.
Resta allora da vedere che R e connesso per archi ed ha gruppo fondamentale banale. Per
mostrare entrambe introdurremo degli archi opportuni in R. Sia [a] € R e per ogni s € [
definiamo l'arco a; : I — X con a4(t) = a(st) per ogni t € I (cioe 'arco che percorre «
tra 2o = a(0) e «a(s)). Osserviamo che ag = ¢, € @3 = . Sia ora ¢, : I — R definita da
Pa(s) = [a]. Allora ¢4 (0) = [ao] = [cz] € @a(1) = o] = [0].
Mostreremo ora che ¢, € continua, percid ¢, € un arco che congiunge un qualsiasi [o] € R
con il punto [c,,] € R, il che dara la connessione per archi di R. Sia s € I e sia W un
aperto di R tale che ¢,(s) = [as] € W. Allora esiste un aperto della base [y, U] tale che
las] € [v,U] € W. Pertanto v : I — X ¢ un arco tale che y(0) = g, 7(1) € U ed esiste un
arco 3 : I — U tale che 5(0) = v(1) e ag ~ v * 3. Allora a(s) = as(1) = (1) € U e, per la
continuita di «, esiste un € > 0 tale che a((s —e,s+¢)) C U. Ora per ogniv € (s —¢&,s+¢)
si ha a(v) € U e ¢4(v) = [ay]. Ma chiaramente o, ~ ay * ¢ per qualche arco ¢ in U (d non e
altro che l'arco «a tra a(s) ed a(v) se v > s o arco a° tra a(v) ed a(s) se v < s). Ne segue
che ¢o(v) = (o] = [as % 0] = [y * B 0] € [y,U] C W. Questo dimostra la continuita di ¢, e
quindi la connessione per archi di R.
Infine facciamo vedere che, posto ry = [cz,] € R, si ha m(R,ry) = {[c,]}. Sia ¢ : I — R un
cappio di base 1 e sia & = p o ¢. L’unicita del sollevamento di archi (Teorema 1.8) implica
che ¢ = ¢ per ogni 5 € I 5i ha p(ga(5)) = p(las]) = as(1) = a(s) ¢ Ga(0) = [a0] = [czy] =
ro = ¢(0). Allora

[ero] = 70 = ¢(1) = ¢a(1) = [en] = [a] = [po ¢] = p.([¢])

e l'iniettivita di p, implica che [¢] = [c,,]. ®

3. Teoria di Galois dei rivestimenti

Come abbiamo visto nella sezione precedente, la condizione necessaria e sufficente affinche,
dato uno spazio topologico connesso per archi e localmente connesso per archi X, esista un
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rivestimento p : R — X tale che p,(m(R,ro)) = {1}, & che X & localmente semplicemente
connesso. Ma, come vedremo in questa sezione, questa condizione da molto di piu: da un lato
mostra che ogni sottogruppo di m (X, zg) proviene da qualche rivestimento di X (Teorema
3.1) e dall’altro permette di completare la caratterizzazione topologico-algebrica della teoria
dei rivestimenti (Teorema 3.3). Tale caratterizzazione assomiglia alla teoria di Galois dei
campi ed e pertanto chiamata Teoria di Galois dei rivestimenti.

3.1. Esistenza del rivestimento universale con dato sottogruppo immagine.

TEOREMA 3.1 (Esistenza del rivestimento universale con dato sottogruppo immagine).
Sia X uno spazio topologico localmente semplicemente connesso e sia xg € X. Per ogni
sottogruppo H C (X, xg) esiste un rivestimento py : Ry — X con Ry connesso per archi
ed un punto ry € Ry tale che (py)«(m(Ru,rH)) = H.

Dim. Con la stessa notazione della dimostrazione del Teorema di esistenza del rivesti-
mento universale (Teorema 2.10) consideriamo il rivestimento universale ivi costruito R =
A(X,x)/~. Dati [a], [3] € R definiamo una relazione di equivalenza al modo seguente

[a] ~g (0] se e solo se a(l) = (1) e [a*x 3°] € H.

Verifichiamo che ~p ¢ una relazione di equivalenza. Per ogni [a] € R si ha [a] ~p [a] dato
che [a*x a®] = [cz] € H. Se [a] ~p [f] allora a(l) = B(1) e [a* 5°] € H, quindi anche
[Bxa’] = [ax*3°]7! € H e cid mostra che [3] ~gz [a]. Se [a] ~z [B] e [8] ~& [y] allora a(1) =
B(1) =~(1) e [ax3°], [B%7°] € H, quindi anche [ax7°] = [ax 3% Bx7°] = [a*°][Bx7°] € H
e cio mostra che [a] ~g [7].

Ora possiamo definire Ry = R/, con la topologia quoziente. Abbiamo allora due appli-
cazioni m : R — Ry l'applicazione quoziente e py : Ry — X l'applicazione definita in
modo che commuti con p: se z € Ry allora esiste [a] € R tale che z = 7([a]) e definiamo
pu(z) = a(l). In effetti py € ben definita dato che se z = 7([a]) = 7([5]) allora [o] ~g [f]
e quindi «(1) = B(1). Notiamo inoltre che, essendo 7 suriettiva ed R connesso per archi, ne
segue che anche Ry lo e.

Prima di dimostrare che pgy : Ry — X ha le proprieta che vogliamo, studiamo il comporta-
mento di 7 sugli aperti della base di R.

Intanto asseriamo che 7 ([y, V]) N7 ([y1,V]) # 0 se e solo se w([y,V]) = 7([1,V]). Infatti
se ([, V]) N 7([y1,V]) # 0 allora esistono due archi § : I — V, #y : I — V tali che
[y * B] ~g [y1 % (1] e quindi B(1) = (1(1) e [y * B % 87 *+¢] € H. Ma questo implica che
[y 3465] ~ogr []: infatti (743553) (1) = G2(1) = (0) = 31(1) e, appunto, [yx3x3¢x7¢] € H.
Ora, per ogni arco 0 : I — V tale che 6(0) = 1(1) si ha [y * 8% 37 % 0] ~g [71 * d] in quanto
(Y* BBy x6)(1) = 6(1) = (v +0)(1) e [y* B* B % 0% 0%~ = [yx3xp7x~7] € H.
Ne segue che 7([y1,V]) C 7([y,V]). Ma analogamente si dimostra ’altra inclusione e quindi
77-([77 V]) = W([ryb V])

Ora facciamo vedere che ogni 7([y,V]) e aperto in Ry, cioe, per definizione di topologia
quoziente, 7 (m([y,V])) € aperto in R. Sia [a] € 7 (7([y,V])) cosi che 7([a]) € 7([y,V])
e quindi esiste [y x §] € [y, V] tale che [a] ~y [y *d]. In particolare (1) = 6(1) € V ed &
percio definito [a, V]. Dato che [a] € [, V] abbiamo 7([a]) € 7([a, V]) N 7([y, V]). Allora,
per la proprieta dimostrata sopra, si ha 7([o, V]) = 7 ([, V]) e quindi [o, V] C 7= (7 ([y, V])).
Questo dimostra che 7= (7 ([y, V])) = Ulajen—1(x(mvyples V] & aperto in R.
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Per vedere che py ¢ continua ricordiamo che, per ogni aperto V' C X, si ha p~}(V) =
Upjep-10n [ V] Asseriamo che questo implica che

reV)= U =V

[Ylep=1(V)

Infatti se z € p5 (V) ed [a] € R tale che z = 7([a]) allora p([a]) = a(1) = H( ) €V, da
cui [a] € p~H(V) = Upep-10n[7: V], pertanto [a] € [y, V] per qualche [7] € p~ (V) e dunque
z = w(la]) € 7([y,V]). Viceversa se z € 7([y,V]) per qualche [y] € p~'(V), allora esiste
[a] € [7,V] tale che z = 7([a]). Ne segue che py(z) = a(l) € V e dunque z € p; (V).
Abbiamo allora dimostrato 'uguaglianza py' (V) = Up, e (v y7([7, V]) e, dato che sappiamo

che 1 7([y,V]) sono aperti in Ry, ne segue che anche py (V) ¢ aperto in Ry e dunque pg
e continua. Inoltre, dato che 7([vy,V]) N 7([n,V]) # 0 se e solo se n([y,V]) = 7([1, V),
possiamo trovare un sottoinsieme J C p~ (V) tale che

=8 | (A%

[v]eJ

Tale uguaglianza vale per ogni aperto V. Ora faremo vedere pero che se x € X e U ¢ un
aperto contenente x, connesso per archi e tale che i, e banale, dove i : U — X & l'inclusione,
allora (pg)ix (o)) ©([7,U]) = U ¢ un omeomorfismo. Ovviamente cio mostrera che py ¢ un
rivestimento.

Ricordando che pjp,u1 : [v,U] — U € un omeomorfismo, osserviamo che (pg)x(y,0)) € certa-
mente continua e suriettiva, dato che se u € U allora esiste [a] € [y, U] tale che p([a]) =u e
quindi 7([a]) € 7 ([, U]) ed ovviamente (pg)=(r,0n) (7([])) = p([a]) = w. Inoltre (py)ir(y,v)) €
iniettiva, dato che se per z, 2’ € w([y,U]) si ha pgy(z) = pu(z') allora esistono [a], [@'] € [, U]
tali che = = m([a]),# = r({a/)). Ma allora p;(al) = pu(r(fa))) = pu(=) = pul=') =
pa(m([e])) = py,u([']) da cui [a] = [¢] e quindi z = 7([a]) = 7([¢/]) = 2’. Ora mostriamo
che (pa)ix(y,u)) € aperta. Sia A C ([, U]) un aperto, cosi che, usando il fatto che 7 ([, U]) e
aperto in Ry, si ha che anche A e aperto in Ry e quindi, per definizione di topologia quoziente,
7 (A)N[y, U] & aperto in R e quindi anche in [y, U]. Ovviamente si ha w(7~*(A)N[y,U]) = A
e dundue pir(A) = pir o 7(w~(A) 1 [1,U]) = p(r(4) N [, U)) = pan(e (4) 1 [3,0]) &
certamente aperto in U.

Resta allora da vedere che esiste un punto rg € Ry tale che (py)«(m(Rg,rH)) = H.

Siano ro = [¢y,] € R ed 1y = w(ry) € Ry. Iniziamo col mostrare che per ogni [y] € m (X, x¢)
si ha che 7,,(1) = [v]. Infatti posto ¢ = 7,, ricordiamo che, nella dimostrazione del Teorema di
esistenza del rivestimento universale (Teorema 2.10), abbiamo visto che ¢ = ¢, dove o« = po¢.
Quindi, in questo caso, ¥,, = ¢ = ¢», da cui ¥,,(1) = ¢,(1) = [y]. Ora osserviamo che 7 o7,
e un cappio in Ry se e solo se m(rg) = 7([cs,]) = 7([7]), cloe se e solo se [cz,] ~m [V], ovvero
se esolose [y] € H

Sia [y] € H, cosi che 7o 7,, ¢ un cappio in Ry di base ry e quindi (pg)«([7 0 Yy]) =
[promo,] = [po7r,] =[], mostrando che [y] € (pg)«(m1(Ry,7m)). Cosi abbiamo ottenuto
linclusione H C (py).«(m1(Ru,rH)).

Viceversa sia [y] € (pm)«(mi(Ru,rH)) cosi che esiste un cappio « in Ry di base ry tale

che [7] = (pm).([a])

pgomof, =pof, =p0e(mof,)0) =mn(rg) =ryg = a(0) e basta applicare 1'unicita

py o a]. Posto f = py o a osserviamo che 7o ,, = « : infatti



3. TEORIA DI GALOIS DEI RIVESTIMENTI 21

del sollevamento. Ma allora 7 o Bro = « ¢ un cappio in Ry e quindi [§] € H. Ne segue che
(7] = [pr o ] = [B] € H, mostrando 'inclusione (pg).(m(Ry,rg)) C H. =

Prima di mostrare il risultato conclusivo della teoria dei rivestimenti introduciamo la
seguente

DEFINIZIONE 3.2. Sia X uno spazio topologico e sia xyg € X esianop: R— X, q:T — X
due rivestimenti connessi per archi con punti ro € R,ty € T tali che p(rg) = xo = q(to).
Diremo che la coppia (p, R) ¢ isomorfa alla coppia (q,T) se c¢’e un omeomorfismo ¢ : R — T
tale che qo ¢ = p. Diremo che la terna (p, R,r9) é isomorfa alla terna (q,T,t) se ¢’é un
omeomorfismo ¢ : R — T tale che go ¢ =p e ¢(rg) = to.

3.2. Corrispondenza di Galois tra rivestimenti e sottogruppi.

TEOREMA 3.3 (Corrispondenza di Galois tra rivestimenti e sottogruppi). Sia X uno spazio
topologico localmente semplicemente connesso e sia xg € X. Allora ¢’e¢ una corrispondenza
biunivoca tra l'insieme delle coppie (p, R) di rivestimenti connessi per archi p : R — X
modulo isomorfismo e le classi di coniugio dei sottogruppi di m (X, x). Analogamente c’é
una corrispondenza biunivoca tra linsieme delle terne (p, R,ro) di rivestimenti connessi per
archip: R — X con un punto ro € R tale che p(ro) = xo modulo isomorfismo ed i sottogruppi
di ™1 (X, ZE()) .

Dim. Consideriamo prima 'applicazione
Y {(p,R,10),p: R — X rivestimento c.p.a.,p(ro) = 2o} isom. — {s0ttogruppi di m (X, o)}

che associa alla classe di (p, R, 79) modulo isomorfismo il sottogruppo p.(m (R, 79)) (¢ & ben
definita per la prima affermazione del Corollario 1.20).

La suriettivita di v segue dal Teorema di esistenza del rivestimento universale con dato sot-
togruppo immagine (Teorema 3.1), mentre U'iniettivita di ¢ segue dalla seconda affermazione
del Corollario 1.20 (che si applica dato che X & localmente connesso per archi e quindi ogni
suo rivestimento lo ¢ per I'Esercizio 1.18(b)).

Ora consideriamo I’applicazione

x : {(p,R),p: R — X rivestimento c¢.p.a.} isomor fismo — {s0ttogruppi di m1(X, o)} /coniugio

che associa alla classe di (p, R) modulo isomorfismo la classe di coniugio del sottogruppo
p«(m1 (R, 79)), dove 1o € R & un qualsiasi punto tale che p(rg) = zo.

Prima facciamo vedere che y & ben definita. Intanto se due coppie (p, R) e (¢,T) sono
isomorfe tramite un omeomorfismo ¢ : R — T tale che g o ¢ = p e poniamo ty = ¢(ry) allora
pe(m1(R,70)) = q«(m1 (T, to)) per la prima affermazione del Corollario 1.20. Inoltre se € R
e tale che p(r;) = x asseriamo che p.(m(R,ry)) € coniugato a p.(m(R,7r1)). Sey: I — R
¢ un arco tale che v(0) = rg, v(1) = r; allora p o~y € un cappio in X di base xy. Per ogni
la] € m (R, 1) si ha

[pory] ™' pu([a])[por] = [(por®)* (poar) * (pov)] = [po (Y xax7)] = pu([¥*xaxy]) € pu(mi(R, 1))

dato che 7v° % a x vy ¢ un cappio in R di base r;. Questo mostra che

[p o] pu(mi(R, 7)) [p o] C piu(mi(R, 7).
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Analogamente si ha che [p o v°]!p.(m(R,71))[p o 7°] C pu(m1(R,10)), ovvero che

[p 03P (mi(R,11))[poy] ™ € pu(mi(R,70)),

da cui pu(m(R,m) € [p o] pu(m(Rro))p o], Allora [p o2 pu(m(R, ro))[p o 7] =
p«(m1(R,71)) ed abbiamo dimostrato che y ¢ ben definita.

La suriettivita di x segue ancora dal Teorema di esistenza del rivestimento universale con
dato sottogruppo immagine (Teorema 3.1). Ora supponiamo date due coppie (p, R) e (¢,T)
tali che p,(m1(R,10)), e ¢.(m1 (T, t9)) sono coniugati, dove ry € R, ty € T sono tali che p(rg) =
zo = q(to). Allora esiste [a] € m,(X,xg) tale che [a] 'p.(m1(R,70))[a] = qu(m1(T,tp)). Ma,
per quanto visto prima, posto r; = (1), si ha [a] " p.(m1 (R, 70))[a] = pu(m1(R,71)). Allora
pe(mi(R,7m1)) = q(m (T, to)) e la seconda affermazione del Corollario 1.20 implica che (p, R)
¢ isomorfa a (¢, 7). Cio mostra U'iniettivita di x. m



CAPITOLO 3

Teoria dell’Omologia

1. Omologia Singolare

1.1. Definizione.

DEFINIZIONE 1.1. Sia p € Z,p > 0 e siano Ey = (0,...,0) € RP ¢, per 1 < i < p,
E; =(0,...,0,1,0,...0) € R? (1 al posto i). Il p-simplesso standard ¢ il sottoinsieme di
RP

P p
Ay={Y HLE €R:0<t;<1Vi=0,....pec Y t;=1}

=0 i=0
con la topologia Fuclidea.

DEFINIZIONE 1.2. Siano X wuno spazio topologico e p € Z. Se p > 0, un p-simplesso
singolare in X ¢ un’applicazione continua o : A, — X. Il gruppo delle p-catene singolari
di X, denotato con C,(X), ¢, se p > 0, il gruppo abeliano libero generato dai p-simplessi
singolari in X (cioé Cy(X) € il gruppo delle applicazioni dall’insieme dei p-simplessi singolari
di X a7 che sono nulle eccetto su un numero finito di p-simplessi singolari di X ). Porremo
invece Cp(X) = {0} se p < 0. Una p-catena singolare di X é un elemento di C,,(X),p € Z.

NoOTAZIONE 1.3. Se p € Z,p > 0, una p-catena singolare di X verra denotata con una
somma formale > n,o, dove la somma é su tutti i p-simplessi singolari di X e n, € Z sono

nulli eccetto un numero finito. Analogamente se ¢ = Y n,o,d = > nlo € C,(X), si ha

ctd=> (n,+tn))o.

g

EsEmPIO 1.4.
Uno 0-simplesso di X e semplicememte un punto di X mentre, dato che A; = I, un 1-simplesso
di X ¢ un arco in X.

Il gruppo delle p-catene e troppo grande per poter essere utilizzabile in termini topologico-
algebrici. Si rende pertanto necessario l'introduzione di un opportuno operatore.

DEFINIZIONE 1.5. Sianop € Z,p > 1 ei € {0,...,p}. L’i-esima applicazione faccia ¢
Uapplicazione F; , : Ap—1 — A, univocamente definita, estendendo per linearita, da

F’i,p(EO) = EOa ceey F’i,p(Eifl) = Ez?l; E,p(Ez) = EiJrla sy Fji,p(Epfl) = Ep-

Si puo visualizzare F; , come I'applicazione che identifica A,_; con la faccia di A, opposta
al vertice E;. Tali applicazioni permettono di definire un operatore

DEFINIZIONE 1.6. Sia p € Z,p > 1 e sia o un p-simplesso singolare di uno spazio topo-
logico X e, per ogni i € {0,...,p}, consideriamo i (p — 1)-simplessi singolari o o F;,, di X.

23
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Ponendo
p

Op(o) = Z(—l)’a o Fip
i=0
é definito, estendendo per linearita, un omomorfismo 0, : Cp(X) — Cp_1(X). Poniamo invece
0, =0sep€Z,p<0. L'omomorfismo 0, ¢ detto p-esimo operatore di bordo.
Sia p € Z. Un p-ciclo é una p-catena c tale che 0,(c) = 0; un p-bordo é una p-catena c
tale che esiste una (p+1)-catena b tale che 0,41(b) = c. Il gruppo dei p-cicli verra denotato
con Z,(X) ed il gruppo dei p-bordi con B,(X).

EsEmMPIO 1.7.
Sia o un 1-simplesso di X (cioe un arco in X). Allora Fj;(Ag) = {1} e F11(Ay) = {0}, da
cui 01(0) = 0(1) —o(0) e o & un 1-ciclo se e solo se & un cappio.

Un fatto fondamentale dell’operatore di bordo, che permette, come vedremo, di definire
I’'omologia, e che soddisfa una condizione di complesso.

LEMMA 1.8. Siano X uno spazio topologico, p € Z e ¢ € Cp(X). Allora
Fp-1(9p(c)) = 0.

Dim. L’asserto essendo ovvio per p < 1, supponiamo p > 2. Iniziamo ad osservare che, per
ogni 0 < 7 <i<p,siha
(*)  FpoFjp1=FjpoFi iy

Infatti, per 0 < k < j—1si ha F,,0 Fj, 1(Ey) = Fi,(Ex) = Eg; per j < k <i—2si
ha F, 0 F;, 1(Ey) = Fip(Epy1) = Eppreperi—1 < k <p—2siha F, Fjp_l(Ek) =
F; ,(Ext1) = Ejt2. Analogamente, per 0 < k < j—1siha F;,0F,_; , 1(Ey) = Fj,(Ey) = Ej;
per j <k <i—2siha Fj,o0F_i, 1(E) = Fj,(Ex) = Expp eperi—1< k: <p-—2si
ha Fj,0 Fi_1,-1(Ey) = Fjp(Ek+1) = Ejso. Dunque F;j, 0 Fj,_1 e F;, 0 F;_;,_1 sono uguali
dato che coincidono su ogni Ej. Ora, osservando che, per linearita e ovviamente sufficente
supporre ¢ = o, calcoliamo

p P P p—1
Op-1(0p(0)) = apfl(Z(_l)ZaoFi,p) = Z(_l)zap 1(00Fi,) = Z )’ Z UoFi,pon,pfl =
i=0 i=0 i=0 j=0
p pil . . . .
— (—=1)ooF; 0F;, 1 = Z (1) ooF; ,0F;, 1+ Z 1) aoF;,0F;, .
=0 j=0 0<j<i<p 0<i<j<p—1

Facendo, nella seconda somma, il cambio di indici i = j', 7 = ¢ — 1 si ottiene
O0p—1(0,(0)) = Z (=)o F o0 Fj, 1+ Z D" g0 Fjpo Fy gy
0<j<i<p 0<j/<i'<p
ed applicando (x), si deduce
01BN = 3 (Moo Fo it Y (1P g0 Fuyo By = 0. u
0<j<i<p 0<j'<i'<p

COROLLARIO 1.9. Sia X uno spazio topologico. Allora B,(X) C Z,(X) per ogni p € Z.
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Dim. Basta osservare che, per definizione (Definizione 1.6), si ha B,(X) =Im 0,41 e Z,(X) =
Ker 0, ed applicare il Lemma 1.8. m

Il corollario permette la seguente

DEFINIZIONE 1.10. Siano X wuno spazio topologico e p € Z. Il p-esimo gruppo di
omologia singolare di X ¢ H,(X) = Z,(X)/B,(X). Diremo che due p-cicli ¢,c’ sono
omologhi se ¢ — ¢ € B,(X).

Ovviamente i gruppi di omologia sono interessanti solo per p > 0 dato che H,(X) = {0} se

p < 0. Il fatto di averli definiti anche per p < 0 semplifica pero ’enunciato di alcuni risultati
successivi.

1.2. Proprieta funtoriali ed invarianza topologica dell’omologia.

DEFINIZIONE 1.11. Sia f: X — Y un’applicazione continua tra due spazi topologici. Per
ogni p € Z sia fu,: Cp(X) — Cp(Y) Uomomorfismo definito, se p > 0, da

Fea(D_100) = no(fo0)

e fup=0sep<O.
In realta fyu, si estende all’omologia.

LEmMA 1.12. Sia f : X — Y un’applicazione continua tra due spazi topologici, p € Z e
c € Cp(X). Allora

f#,p—l(ap(c)) = ap(f#,p(c))-

Dim. L’asserto € ovvio se p < 0, dunque supponiamo p > 1. Per linearita e sufficente supporre
che ¢ = ¢ & un p-simplesso. Ora

p p p

F#-1(0p(0)) = fpp1(D_(=1)'00F,) = Y (=1)'(foooF,) = ) (=1)'fyp(0)0F;y = 0y(fyp(0)). m

=0 1=0 =0

COROLLARIO 1.13. Sia f : X — Y wun’applicazione continua tra due spazi topologici e
sia p € Z. Allora fu,(Z,(X)) C Z,(Y), fap(By(X)) C By(Y) ed é pertanto definito un
omomorfismo f., : Hy(X) — Hy(Y) ponendo

fep(c+ By(X)) = fuplc) + By(Y).

Dim. Se ¢ € Z,(X) si ha, per il Lemma 1.12, 0,(fz,(c)) = fup-1(0,(c)) = fup-1(0) =0e
se ¢ € B,(X) ce b e Cpr1(X) tale che 0,41(b) = ¢ e quindi, per il Lemma 1.12, f. (c) =
Jp(0p11(0)) = Opi1(fapr1(b)) € By(Y). Ovviamente questo permette di definire f, ,. m

Una conseguenza formale, ma importante, ¢ la seguente

PROPOSIZIONE 1.14 (Proprieta funtoriali dell’omologia). Siano X,Y, Z spazi topologici e
p € Z. Allora

() (Idx).p = Id,(x)
(1) Se f : X =Y eg:Y — Z sono applicazioni continue st ha (g0 f)ep = Gup© frp-
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Dim. Al solito supponiamo p > 0. Si ha, per ogni p-simplesso o, (Idx)x,(0) = 0 e (go
fuplc) =gofoo=go fu,(0)=gspo fsp(o) da cui si ottengono immediatamente la (i)
e la (ii) per linearita. m

Questo permette immediatamente di mostrare l'invarianza topologica dell’omologia. In
realta 'omologia ¢ anche invariante per omotopia, ma questo lo vedremo piu avanti.

COROLLARIO 1.15 (Invarianza topologica dell’omologia). Se f : X — Y & un omeo-
morfismo tra due spazi topologici, allora f., : Hy(X) — Hy(Y) é un isomorfismo per ogni
pEL.

Dim. Per ipotesi esiste 'omeomorfismo g : Y — X inverso di f, da cui, per la Proposizione
1.14, g.po fip = (g0 [)ep = (Idx)sp = Idp,(x) ed analogamente f., 0 g.p = Idg,y). ®

Mostreremo ora alcune proprieta semplici, ma utili, dell’omologia.

PROPOSIZIONE 1.16. Sia X uno spazio topologico, {X,}aca la famiglia delle componen-
ti connesse per archi di X e i, : X, — X Uinclusione. Allora, per ogni p € 7Z, c’é un

1somorfismo .
b 7;a *,
@Hp(Xa) —>pHp(X)-
acA
Dim. Sia p > 0. Se 0 : A, — X & un p-simplesso singolare in X allora, dato che o(A,) ¢
connesso per archi, esiste un o € A tale che o(A,) C X,. Questo dimostra che

@O @(ZQ #PCP(X)

a€A
e un isomorfismo e la conclusione e lasciata al lettore per esercizio. m

PROPOSIZIONE 1.17 (0-omologia). Sia X uno spazio topologico e sia { X, }aca la famiglia
delle componenti connesse per archi di X. Allora Hy(X) é il gruppo abeliano libero generato
da un punto p, € X, per ogni a € A (cioe Ho(X) = @, c 4 Zpa)-

Dim. Per la Proposizione 1.16 possiamo assumere che X e connesso per archi. Consideriamo
'omomorfismo grado deg : Zy(X) — Z definito da deg(Zn x;) = an Allora deg e

chiaramente suriettivo e mostriamo che Kerdeg = By(X ) Se ¢ e un l-simplesso si ha
deg(01(0)) = deg(o(1) — a(0)) = 0, da cui, per linearita, By(X) C Kerdeg. Invece se

c=>Y nx; € Kerdegsiha > n; =0. Siaxg € X esia, perognii € {1,...,s},7:1— X un
i=1 i=1

arco tale che v;(0) = xg, 7;(1) = z;. Allora 81(2 nyi) = >, n0(vi) = > ni(vi(l) —(0)) =
=1 i=1 =1

S oni(z; —x) = Z n;x; — Z n;xo = ¢, da cui ¢ € By(X). Infine il Teorema dell’omomorfismo
=1 =

di gruppi mostra, che HO(X) Zo(X)/Bo(X) = Zy(X)/ Kerdeg = Z ed un generatore ¢ uno
0-ciclo di grado 1, quindi possiamo scegliere un punto per generatore. m

PROPOSIZIONE 1.18 (Omologia del punto). Sia {x} lo spazio topologico costituito da un
unico punto. Allora

sep=20

H,({x}) = {{0} o
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Dim. 11 caso p = 0 segue dalla Proposizione 1.17. Sia ora p > 1 e sia 0, : A, — {2z} 'unico
p-simplesso del punto. In particolare, per ogni applicazione faccia Fj p, si ha 0, 0 I}, = 0,_1.
Allora C,({z}) = Zo, e

P p < .

, 4 0 se p e dispari

9 =Y (Vg0 Fp =Y (-1)io, = :
(o)) (=1)'oy P (=1)'op—1 {Up—1 se p & pari

1=0 =0

se p e dispari

1

C
Ne segue Z,({z}) = p(ih) o
{0} se p € pari
questo mostra la Proposizione. m

e By({})

Cp,({z}) se p ¢ dispari .
{0} se p € pari

2. Invarianza omotopica dell’omologia

L’invarianza omotipica ¢ conseguenza del seguente risultato che mostra che applicazioni
continue omotopicamente equivalenti determinano lo stesso omomorfismo in omologia.

TEOREMA 2.1. Siano fo: X — Y ed f1 : X — Y due applicazioni continue tra due spazi
topologici. Se fo ed fi sono omotopicamente equivalenti allora, per ogni p € 7Z, si ha che

(fo)ep = (f1)ap : Hp(X) — Hy(Y).

COROLLARIO 2.2 (Invarianza omotopica dell’omologia). Siano X edY due spazi topologici
omotopicamente equivalenti. Allora H,(X) = H,(Y') per ogni p € Z.

Dim. La dimostrazione ¢ lasciata al lettore per esercizio. m

COROLLARIO 2.3. Se X ¢é uno spazio topologico contraibile si ha H,(X) = {0} per ogni
p€Z,p#0.

Dim. Immediata applicazione del Corollario 2.2 e della Proposizione 1.18. m

Dimostrazione del Teorema 2.1. Supponiamo p > 0 ed iniziamo dimostrando che il teorema
seguira dal caso speciale in cui Y = X x I, fo =ip : X — X X [ definita da ig(x) = (z,0)
e fi = i1 : X — X x I definita da i;(z) = (z,1) (che sono ovviamente omotopicamente
equivalenti).

Infatti, nel caso generale, siano fo : X — Y ed f; : X — Y due applicazioni continue e sia
F: X x 1 — Y un’omotopia tra fy ed f;. Allora, per ogni z € X, si ha Foiy(z) = F(z,0) =
fo(z), cioe F oig = fy ed analogamente F' oi; = fi. Il caso speciale allora implica che
(10)+p = (11)sp da cui (fo)sp = (F 0dg)up = Fip 0 (i0)sp = Fip 0 (i1)ep = (F o i1)p = (f1)sp-
Ora passiamo alla dimostrazione del caso speciale.

L’idea, che verra usata anche in seguito, ¢ di introdurre un opportuno omomorfismo, detto
operatore di omotopia, hy : Cp(X) — Cpi1(X X I) tale che, per ogni p € Z, vale la

(%) hp—100p + Ops1 0 hyy = (i) p — (i0)4p-
E facile vedere che tale identita implica il caso speciale: se ¢ € Z,(X) si ha

(i) #.p(c) = (i0)p(c) = hyp-1(9p(c)) + Opr1(hp(c)) = Opia(hy(c)) € By(Y),

da cui

(i1)p(c+ Bp(X)) = (11)4p(c) + Bp(Y) = (i0)#p(c) + Bp(Y) = (i)« p(c + By(X)).
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Iniziamo allora con il definire h,. Se p < 0 poniamo h, = 0 mentre, se p > 0 consideriamo i p-
simplessi A, x {0} e A, x {1} in RP*! generati rispettivamente da £} = (E;,0) e Ef = (E;, 1),
0 <i <p, dove gli E; sono i vettori che generano il p-simplesso standard. Per i € {0, ..., p},
sia
GLP . Aerl — Ap x I

I’applicazione univocamente definita, estendendo per linearita, da

Gi,p(EO) - E(/), ey Gl,p(Ez) — Ez/7 Gi,p(EiJrl) - l?l{/7 ey GivP(EpJFl) — E//.
Ora, per ogni p-simplesso 0 : A, — X, si ha che o xId; : A, x I — X x I ¢ continua e quindi
(0 x1dr)oGip: Apiy — X X [ & un (p + 1)-simplesso e possiamo definire

p

hy(0) = Z(—l)i(a x 1d;) o Gy

i=0
ed estendere poi per linearita a C,(X). Per mostrare (*) osserviamo prima che, se p > 1, per
ogni j € {1,...,p} valgono le identita (la cui verifica ¢ lasciata al lettore per esercizio):

G, oF; set1>9

_ _ +1,p Jp+1 =]

(k%) GjpoFipy1=Gj1p0 Fipyre (Fjpx1dr) oGip1 = R
GipoFjtipr1 sei<j

Ora per p > 1 calcoliamo,

p P
hp-1(0p(0)) = hp—l(Z(_l)JU o Fjp) = Z(_l)Jhp—l(U o Fjp) =
j=0 Jj=0
p p—l p
= ) (~1y 1)i((0 0 F;,) x Id;) 0 Gipy = Z > (1) (o x 1d)) o (Fj, x 1d)) 0 Gipoy
j=0 i:O 1=0 j=0

e, usando la seconda identita in (xx), si ha

hp1(Dp(0)) = D (=)™ (ox1d))oGip10Fjpnt > (1) (o x1d)oG;p0Fi1 4

0<j<i<p—1 0<i<j<p
Invece
P P
Op1(hy(0)) = apH(Z(_l)i(U x Idp) o Gip) = Z(_l)iapﬂ((a x Idp) o Gip) =
=0 =0
p pt1 p ptl
= > (U Y (-1 o x1d) 0 Gipo Fjpur =) > (~1) (0 x 1ds) 0 Gip 0 Fypir =
i=0 j=0 i=0 j=0
p+1
= Y. (D)o x1dp) o Gipo Fypi = Y (0 x1d1) 0 Gy o Fippr +
0<i<j—1<j<p+1 j=1

NE

(O’ X Id[) o Gj,p O I'jpt1 -+ Z (—]_)H—j(O' X Id]) ¢} Gi,p O L'jpt1-

=0 0<y<i<p
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dove la seconda sommatoria corrisponde al caso ¢ = j — 1 e la terza sommatoria al caso
1 = j della riga precedente. Operando la sostituzione ¢/ = ¢ — 1 nella quarta sommatoria
quest’ultima diventa

Z (1) (0 x Idr) 0 G © Fjpia.
0<j<i’'<p—1
mentre operando la sostituzione j' = j — 1 nella prima sommatoria quest’ultima diventa
> (=)o x1dp) 0 Gipo Fjraipi
0<i<j’'<p

Le due sommatorie cosl ottenute sono esattamente l'opposto delle due sommatorie presenti
in hy,_1(9,(0)). Pertanto

p+1 P
hp—1 0 0y(0) + Opr1 0 hy(o) = — Z(U x1dr) o Gj1po Fjpi1 + Z(U x1dr) o Gjpo Fjpi
j=1 Jj=0

e, usando la prima identita in (xx), si deduce
hyp-100,(0) 4+ Opt1 0 hy(o) = —(0 x 1d;) 0 Gy 0 Fyp1p1 + (0 X Idr) 0 Goyp 0 Fopia-

Inoltre e facile vedere che tale identita vale anche per p = 0. Allora, per concludere, occorrera
mostrare che, per ogni p > 0, si ha (i1) 4 ,(0) = (0 x1d;)0Go o Fypi1 € (i0)xp(0) = (o x1ds)o

Gpp© Fpi1pr1. Per verificare cio osserviamo prima che G, 0 Fpi1 p11(E;) = Gy p(E;) = E,
p

da cui, per ogni u = ) t,FE; € A, si ha
i=0
p P p
Ghp © Fpr1pi1(u) = Gppo p+1,p+1(z LE;) = ZtlEz/ = (Z tiE;, 0) = (u,0)
i=0 i=0 i=0

e quindi (X 1d7)0 G0 Fy 11 (u) = (o x 1d)((0,0)) = ((), 0) = o) = (i) () ().
Questo dimostra che (ip)4,(0) = (0 x Id;) o G, 0 Fppi1,p41. Analogamente si dimostra che
(i1)gp(o) = (0 x 1Id;) 0o Gop 0 Fypi1 ed € pertanto conclusa la dimostrazione di (x) e del
teorema. m

3. Omologia e gruppo fondamentale

Sia X uno spazio topologico connesso per archi e sia o € X. Se o : I — X € un cappio
di base xy allora, come abbiamo gia visto (Esempio 1.7), o & anche un 1-ciclo e pertanto c¢’e
un’applicazione naturale

@ 7T1(X, .Z'(]) — Hl(X)
ottenuta ponendo ¢([a]) = a4+ By (X). In questo paragrafo studieremo questa applicazione

(che vedremo essere un omomorfismo), detta omomorfismo di Poincaré, iniziando dal mostrare
che e ben definita.

LEMMA 3.1. Sia X uno spazio topologico connesso per archi, sia xo € X e siano o, 8 due
cappi di base xy. Se o ~ (3 allora a € omologo a (3.



30 3. TEORIA DELL’OMOLOGIA

Dim. Sia G : I x I — X un’omotopia relativa a {0,1} tra o e 5 e consideriamo "applicazione
b: 1 x1 — Ay definita da b(z,y) = (x — 2y, zy). E facile verificare che b & suriettiva ed
¢ iniettiva eccetto che su {0} x I, che viene mandato in (0,0). Inoltre A, ha la topologia
quoziente rispetto a b. Ora sia 0 : Ay — X l'applicazione definita da o(b(s,t)) = G(s,t).
Notiamo che o ¢ ben definita dato che G(0, t) ¢ indipendente da t e quindi ¢ definito o (b(0,¢)) =
G(0,t). Ora ¢ ¢ continua ed ¢ dunque un 2-simplesso in X. Per ogni t € [ si ha oo Fys(t) =
o(1—=tt) = ob(1,t)) = G(1,t) = G(1,0) = a(0) = xg = ¢4 (t), 00 F12(t) = 0(0,t) =
a(b(t,1)) = G(t,1) = B(t) e g o Fys(t) = o(t,0) = o(b(t,0)) = G(t,0) = «at). Allora
Oy(0) =00Fys—00F 9+ 00F,5 =c, — [+ a. Dato che ¢, = 02(0p), dove g¢ : Ay — X
e il 2-simplesso costante xy, deduciamo che o« — § € B;(X), cioe che a ¢ omologo a 3. m

Prima di dimostrare il risultato che lega il gruppo fondamentale con la 1-omologia, ricor-
diamo alcune definizioni di teoria dei gruppi.

DEFINIZIONE 3.2. Sia G un gruppo moltiplicativo. Il sottogruppo dei commutator: di G,
denotato con |G, G], ¢ il sottogruppo generato da tutti gli elementi di G del tipo ghg *h™' per
ogni g, h € G. L’abelianizzato di G ¢ il gruppo quoziente Ab(G) = G/|G, G].

Useremo in seguito il fatto che [G, G] & il pit piccolo sottogruppo normale di G a quoziente
abeliano, cioe, se N ¢ un sottogruppo normale di G tale che G/N ¢ abeliano, allora [G, G| C N.

TEOREMA 3.3. Sia X uno spazio topologico connesso per archi e sia xg € X. L’omomor-
fismo di Poincaré

@ m (X, x0) — Hi(X)

¢ suriettivo ed ha per nucleo il sottogruppo dei commutatori [ (X, xo), 71 (X, x0)]. In parti-

colare Hy(X) = Ab(m1 (X, x0)).

Dim. Dato un arco o : I — X sappiamo che a € C1(X). Denoteremo la sua classe modulo

bordi o + B (X)) con [a]y. Con questa notazione abbiamo ¢([a]) = [@]g. La dimostrazione

verra divisa in passi che verranno dimostrati uno ad uno.

Primo passo: per ogni arco o : I — X si ha [a°|g = —[a]p.

Sia 0 : Ay — X il 2-simplesso definito da o(z, ) a(z). Allora, come nella dimostrazione

del Lemma 3.1, si ha, per ogni t € I, o o Fj g(t) =o(l—1t,t) = a(l —t)=a’(t),c0 Fi5(t) =
0(0,t) = a(0) e 00 Fy(t) = o(t,0) = «ft), da cul 82(0) = a° — cq(0) + . Pertanto

a® = —a+ Oy(0 + 0¢) dove 0p : Ay — X ¢ il 2-simplesso costante «(0). Questo dimostra il

primo passo.

Secondo passo: per ogni coppia di archi o : [ — X, f: 1 — X tali che a(1) = £(0) si ha

la* By = [a]g + [f]x. In particolare ¢ ¢ un omomorfismo.

Sia 0 : Ay — X il 2-simplesso definito da

(2,4) = aly—x+1) sey<zx
TNEY) = Bly — x) sey>1x

2t t <
5E2t)— 1) Zi > 1 = axft),oo0Fp(t) =

0(0,t) =B(t) ecoFys(t) =0(t,0) = a(l —t) = a®(t), da cui Oy(0) = a* 3 — [+ a°. Usando
il primo passo deduciamo [« * flg = [B]lg — [ ] g = o]y + [B]lg. Ovviamente ora, dati due

Come sopra si ha 0o Fyy(t) = o(1 —t,t) =

— N N
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cappi a : I — X, f: I — X di base z si ottiene p([a][3]) = ¢([a * B]) = [a]g + [Blg =
o([a]) + ¢([8]), mostrando che ¢ & un omomorfismo.
Terzo passo: ¢ e suriettiva.
Per ogni # € X scegliamo un arco 7, : I — X tale che 7,(0) = z9,7.(1) = 2 € Yy = sy
¢ il cappio costante. Questo ci permette di definire un omomorfismo v : Cy(X) — C1(X)
ponendo y(x) = 7, ed estendendo per linearita. Per ogni arco (o 1-simplesso) o : I — X
definiamo il cappio di base z

T = Yo0) * 0 * (Vo(1))’
ed osserviamo che v(0:(c)) = v(o(1) — 0(0)) = Y»1) — Vo(0)- Ora, usando secondo e primo
passo,

e([o]) = [o]a = [Vo0) * 0 * (Yo))ln = Do)l + [0la — o)]n = [o]n — [7(01(0))]a-
Per ogni cappio ¢ di base xy poniamo, se n > 1, ¢" = ¢ *...x ¢ prodotto n volte e se n < —1,
o™ = (¢°)"™. Orasiac= > no; € C1(X) esiaa=0c]"*...%a . Allora, usando il secondo

i=1

passo ed il calcolo di ¢([a]), si ha

pllel) = (o] [o,]) = Znis@([@]) = Zm([ai]H = [v(@u(o))lu) =

= [Z nioilm — [”Y(al(z nioi))|m = [cla — [7(91(c))]n-

Infine se ¢ € Z;(X) si ha, ovviamente, ¢([a]) = [c]y e quindi ¢ ¢ suriettiva.

Quarto passo: [m (X, zg), m (X, z0)] C Ker .

Per il terzo passo ed il teorema dell’omomorfismo tra gruppi si ha m (X, zq)/ Ker ¢ = H;(X)
che & abeliano, dunque [m (X, zo), 71 (X, z0)] C Ker ¢.

Prima di enunciare il quinto passo sia P = Ab(m (X, x¢)) = m (X, zo)/[m1(X, x0), 71 (X, 0)]
e, per ogni cappio a : [ — X di base x¢ poniamo [a]p = [a] + [m1(X, 2¢), 71 (X, x0)] € P. Se
o :1 — X ¢un l-simplesso poniamo (3(c) = [g]p. Osservando che P & un gruppo abeliano,
¢ allora definito un omomorfismo 3 : C1(X) — P ponendo

ﬁ(z niUz‘) = H ﬂ(az)nz

Quinto passo: Bi(X) C Ker .

Sia 0 : Ay — X un 2-simplesso e siano, per 0 < i < 2, v; = o(E;) e o =go F; 9, in modo
che 0y(0) = 0@ — oM + 52 Osserviamo intanto che il cappio (@ x (¢™)°xo? & equivalente
al cappio costante c,,: sia F': I x I — X definita da

F(s.1) o(t+(1—1t)(1—-2s5),25(1—1)) se0<s<3
s,t) = :
o(t(2 —2s), (1 —1t)(2—2s)) se s <s<1
Allora F' e continua dato che, per s = % entrambe le funzioni nella definizione di F' sono

o(t,1 —t); inoltre

F(s,0) o(l—2s,2s) se
S =
’ 0(0,2—2s) se
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_Jo(L,0)=v; se
Fls,1) = {0(2 ~25,0) se

ed infine F(0,t) = 0(1,0) e F(l t) = (0 0) sono indipendenti da t. Allora 0@ x (¢V)° ~
Co, * (0P)? e, di conseguenza, 0 * (cM)° % 02 ~ ¢,,.
Ora calcoliamo

—  —~—0 ——

B(0x(0)) = Blo (O))ﬁ( N71B(0@) = [0O]p[oW]E o@]p = [00 oD 0o@)]p =
= [ % 0 (10,) 5 Yy (01)7 5 (1) 5 Y * 0Pk (0,)]p =

= [’7111 )k ( (1)) x o x (’7111)0]13 = [’7111 * Cyy ¥ (7111)0]13 - [7111 * (7@1)0]13

[C:co]P =1p

da cui 0y(0) € Ker 5 e quindi B;(X) C Ker f5.
Sesto passo: Per ogni [a] € Ker ¢ si ha f(a) = 1p.
Se [a] € Ker ¢ si ha [a]g = 0, cioe a € By(X) da cui f(«) = 1p per il quinto passo.
Settimo passo: Ker ¢ C [m1(X, xg), m1 (X, x0)].
Se [a] € Keryp allora 3(a) = 1p per il sesto passo. Ma B(a) = [a]p = [Va@) * a *
(Ya)’lp = [ao * @ % (Ya)’lp = [eay * @ % (c2y)°lp = a]p. Pertanto [a]p = 1p, ciot
[a] € [m (X, z0), m (X, z0)]. m
Il teorema appena dimostrato ci permette di calcolare alcuni gruppi di omologia.

COROLLARIO 3.4.

(i) Hi(S") = 7Z.
(il) Hi(S™) = {0} per ognin > 2.
(iii) H,(gT) = Z*9 per ogni g > 1.

Dim. Basta applicare il Teorema 3.3 ricordando che 71(S') 2 Z, 71 (S™) = {0} per ogni n > 2
e che il gruppo fondamentale del g-toro m (¢T) € generato da (1,71, . .., By, 74 con la relazione

GnBtv e BByt =1 -

4. Algebra Omologica

Il prossimo obiettivo sara il calcolo dell’omologia di uno spazio topologico del quale si
conosce 1'omologia di due aperti che lo ricoprono. Per enunciare ed utilizzare i risultati in
maniera efficace occorre introdurre alcuni concetti di algebra omologica.

DEFINIZIONE 4.1. Un complesso di gruppi abeliani ed omomorfismi ¢ una succes-
sione, denotata con Cy (0 (Cy, ¢y)),

A p+1<pp_+1>0 —>Op 1<pp_1>0p 92— ...
div gruppi abeliani C, ed omomorfismi ¢, : C, — C,_1 tali che ¢, o p,y1 = 0 per ogni
p € 7Z. Una successione esatta di gruppi abeliani ed omomorfismi ¢ un complesso
di gruppi abeliani ed omomorfismi (Cy, p.) tale che Keryp, = Imp,.1 per ogni p € Z. 1l
p-esimo gruppo di omologia di un complesso (C,,¢.) ¢ H,(C,) = Kerp,/Imp,;.
Un morfismo F, : C. — D, tra due complessi (C,p.) € (Dy,1,) € una successione di
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omomorfismi F, : C,, — D, tali che i diagrammi

o, p

\LWP l@”p
Fy

Op—l - Dp—l

sono commutativi, cioe 1, o F, = I, 1 o, per ogni p € 7.

ESEMPIO 4.2.
Sia X uno spazio topologico. Il complesso delle catene singolari di X e (C.(X), 0,) dove C,(X)
¢ il gruppo delle p-catene singolari di X e 0, : C,(X) — Cp—1(X) € il p-esimo operatore di
bordo. Ovviamente H,(C.(X)) = H,(X). Analogamente se f : X — Y ¢ un’applicazione
continua tra due spazi topologici, allora f definisce un morfismo di complessi fz : Ci(X) —
C.(Y) per il Lemma 1.12.

OSSERVAZIONE 4.3.
Un morfismo F, : C, — D, tra due complessi (Cy, px) € (Dy, 1) induce un morfismo

Fiop: Hy(Cy) — Hyp(Ds)
definito, per ogni ¢ € Ker ¢,, da
F.p(c+Imy,1) = F,(c) + Impy € Kerep,/ Imapy, = Hy(D.) :

infatti F,(c) € Ker, dato che 1,(F,(c)) = F—1(pp(c)) = F,—1(0) = 0 e se ¢ € Im ¢, allora

¢ = @pr1(b) per qualche b € Cpyy e quindi Fy(c) = Fp(pp1 (b)) = Upsr(Fpra(c)) € Imipyy e
quindi F, , ¢ ben definita.

DEFINIZIONE 4.4. Una successione di complessi

0— C,5D, 5B, —0
F G
st dice esatta se le successioni 0 — C,——D,—>E, — 0 sono esatte per ogni p € Z (cioé F,
é iniettiva, G, é suriettiva e Im F,, = Ker G, per ogni p € Z).

Il risultato seguente, seppur molto semplice, ¢ probabilmente uno dei pit importanti
dell’algebra omologica.

LEMMA 4.5. Sia 0 — C’*AD*&E* — 0 una successione esatta di complessi. Per ogni
p € Z c¢’¢ un omomorfismo 6, : Hy(E,) — H,_1(C.) tale che c’¢ una successione esatta di
omologia

Fup Gop 5 Fupe Gap Sy
- — Hy(C.)—Hyp(D,)—Hy(E,)—H,-1(C.) -5 p-1(Ds) s p—l(E*)—1> p—2(Cs) - ..
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Dim. Iniziamo definendo 9, con la classica caccia al diagramma: consideriamo il diagramma
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0 Cpt1 ilas Dy et Epr1 —0

P+l Yp+1 Xp+1
F, G

0 Ch . Dy, - E,
Pp p Xp

0 Cp1 ) D, h E,1—0
Pp—1 Yp—1 Xp—1

0 Cp—2 s D, GL_2> E, »—0

nel quale le righe sono esatte e le colonne sono complessi. Sia ora e € Ker y,. Dato che G, ¢
suriettiva c'e d € D, tale che G,(d) = e. Ora Gp_1(¢¥p(d)) = xp»(Gp(d)) = xp(€e) = 0, quindi
YPy(d) € KerG,_; = ImF,_; e quindi esiste un’unico (F,_; € iniettival) ¢ € C,_; tale che
Pp(d) = Fy_1(c). Inoltre F,_o(¢p-1(c)) = ¢¥p_1(Fp-1(c)) = ¥p_1(1p(d)) = 0 ed essendo F,_5
iniettiva, ne deduciamo che ¢, _;(c) = 0, cioe ¢ € Ker ¢,_1. Poniamo allora

p(e+ I xpin) = ¢+ Img, € Ker g/ Imp, = H,1(CL).

Ora verifichiamo che §, ¢ ben definita. Se d' € D, ¢ tale che G,(d') = e allora d' — d €
Ker G, = Im F},, quindi esiste ¢’ € C,, tale che F,(¢') = d'—d. Allora ¢,(d'—d) = ¥,(F,(¢)) =
Foo1(pp(d)) da cul ¢,(d) = p(d) + Fpoi1(pp(c)) = Fpi(c + pp(c)). Quindi scegliendo d’
invece di d abbiamo ottenuto c¢+¢,(¢’) e ovviamente ¢+, (¢’)+Im ¢, = c¢+Im ¢,. Supponiamo
ora che e € Im x, 1. Allora esiste ¢’ € E,;; tale che e = x,11(€') e scelto d” € D, tale
che ¢ = Gp1(d”) si ha Gp(¥p+1(d")) = Xp11(Gps1(d”)) = xp+1(€) = e e quindi possiamo
scegliere d = ,11(d"). Ma allora v,(d) = ¥, (¢Yp11(d”")) =0 = F,_1(0) da cui ¢ =0 € Im g,
Questo mostra che 9, ¢ ben definita.

E anche facile verificare che 9, € un omomorfismo, dato che se ¢/ € Kery,, d € D, ¢
tale che Gp(d') = € e ¢ € C,_1 ¢ tale che ¥,(d') = F,_1(¢) allora G,(d+d) = e+ € e
Yp(d+d) = Fy_1(c+ ), da cul §,((e +Imxpi1) + (¢ +Im xpi1)) = (e + € +Im ) =
c+d+Imp,=(c+Imy,) + (¢ +Ime,) = dy(e + Imxpr1) + dp(e/ + Imxpi).

Ora passiamo a verificare 'esattezza della succesione di omologia.

Iniziamo con il provare che Ker G, , = Im F, ,,. Intanto G, ,(F. ,(c+Impyi1)) = G p(Fp(c) +
Im¢p11) = G,(F,(c))+Im xpr1 =0, dacui Im F, , C Ker G, . Invece se G, ,(d+Im ), 1) =0
allora G,(d) € Im x,+1, quindi esiste e € E, 4 tale che G,(d) = xp+1(e). Preso d' € D, tale
che Gpy1(d') = e siha che Gy(d —Vpi1(d)) = Gp(d) = Xp11(Gpra(d')) = Xpra(€) = Xpra(e) =0
e pertanto d — ¢,41(d') € KerG, = Im F), ed esiste ¢ € C), tale che d — ¢,11(d') = F,(c).
Quindi d + Im ¢y = F,(c) + Im ey = Fyp(c+Imp,y) € Im F .

Ora verifichiamo che Kerd, = Im G, ,. Un elemento di Im G, , ¢ del tipo G, ,(d +Im,1) =
Gp(d) + Im x,11 dove d € Kere, e quindi ¢,(d) = 0 = F,_1(0) e pertanto 0,(G,,(d +
Imy,i1)) = 0+ Imep, = 0. Invece se e + Imx,41 € Kerd, allora, per definizione di 6,
si ha che ¢ € Im,, dove, come sopra, c’e d € D, tale che Gp(d) = e e ¥,(d) = F,_1(c).
Ma ¢ = ¢,(¢') per qualche ¢ € C, e quindi ¢,(d) = F,_1(¢p(c')) = ¥, (Fp(c)), da cui
d—F,(d) e Keryp, e G, p(d—F, () +Imp,11) = Gp(d) — Gp(F,(¢)) +Im xpr1 = e+ Im xpiq.
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Infine facciamo vedere che Im ¢, = Ker F, ,_;. Un elemento di Im 6, & del tipo ,(e+Im x,11) =
¢+ Imy, dove c’e d € D, tale che G,(d) = e e c € C,_; tale che 1,(d) = F,_1(c). Ma allora
Fopa(c+Imyp,) = F,_1(c)+Imy, = ¢,(d) +Imp, = 0, da cui d,(e +Im xp11) = c+Imyp, €
Ker F ,_1. Invece se c+Im¢, € Ker F, ,_1 si ha F, , 1(c+1Imy,) = F,_1(c) +Imy, =0, da
cui F,_1(c) € Im, ed esiste d € D, tale che ¢,(d) = F,_1(c). Allora posto e = G,(d) € E,
si ha che e € Kerx, dato che x,(e) = xp(G,(d)) = Gp_1(¥p(d)) = Gp—1(F,—1(c)) = 0. Per
definizione di 6, si ottiene d,(e + Im x,+1) = ¢ +Im ¢, e quindi ¢ +Im g, € ImJj,. =

5. La successione di Maier-Vietoris

Nel corso di GE3 si ¢ visto come, dato uno spazio topologico X e due aperti U,V C X
semplicemente connessi tali che X = U UV e UNV e connesso per archi, allora anche X e
semplicemente connesso. Il prossimo obiettivo sara un’analogo nel caso dell’omologia.

TEOREMA 5.1 (Teorema di Maier-Vietoris). Sia X uno spazio topologico e siano U,V C X
due aperti tali che X = U UV e consideriamo le inclusioni

Unve—u
J k

ve—L-x.

Allora, per ogni p € 7Z, c¢’é un omomorfismo
Op : Hy(X) — Hpt (UNYV)

che da luogo alla sequente succesione esatta di omologia
i*,p@j*,p

= Hy ()2 H (U 0 V)22 1 (U) @ Hy (VY25 H (X)) Hy ((UNV) —

DEFINIZIONE 5.2. La succesione esatta di omologia del Teorema 5.1 si dice successione
di Maier-Vietoris.

Prima di dimostrare il teorema di Maier-Vietoris, a scopo di motivazione, facciamone
vedere un’importante applicazione.

COROLLARIO 5.3. Sian € N, allora
H,(S") = {

A sep=0,n
{0} se0<p<mnosep>n

Dim. Se p = 0 sappiamo gia che Hy(S™) = Z per la Proposizione 1.17, mentre, se p = 1,
sappiamo gia che Hy(S") = Loosen=1 per il Corollario 3.4(i) e (ii). Supponiamo
{0} sen>2

dunque p > 2 e siano N = (0,...,0,1) € S" e S = (0,...,0,—1) € S™. Consideriamo i
due aperti U = S™ — {N} e V = 8" — {S}. Come ¢ ben noto (per proiezione stereografica,
vedasi per esempio [S, Es.5.4(16)]) U e V' sono omemomorfi a R” mentre U NV & omeomorfo
a R" — {(0,...,0)} che ¢ omotopicamente equivalente a S"~!'. Per I'invarianza topologica
dell’omologia (Teorema 1.15) ed il Corollario 2.3 si ha H,(U) = H,(V) = H,(R™) = {0} per
q € Z,q > 1. La successione di Maier-Vietoris da una successione esatta

{0} = Hy(5") = Hy o (UNV) — {0}
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e quindi H,(S™) = H, 1(UNV) = H, ;(S* ') per I'invarianza omotopica dell’omologia
(Teorema 2.2) per ogni p > 2 en > 1. Se p > n, iterando si ottiene, H,(S™) = H,_;(S"1) =
.2 H, ,(SY) = {0} dato che S° consiste di due punti distinti (dove abbiamo anche usato
le Proposizioni 1.16 ed 1.18). Se p = n, iterando si ottiene, H,(S?) = H, 1(SP™1) = ...
H,(S') = Z per il Corollario 3.4(i), mentre se 0 < p < n, iterando si ottiene, H,(S™)
H, (S" 1Y)~ .. .= H (S"P) = {0} per il Corollario 3.4(ii) dato che n —p+1>2. =

Dimostrazione del Teorema 5.1. Consideriamo i seguenti complessi, come nell’Esempio 4.2,
(C(UNV),0,), (Ci(X),04) e (Cu(U) & Ciu(V), 0, ® 0,) e la successione di complessi

0— C(U NV o) @ (V) H 0u(X)
che € esatta dato che se (14, ® ju,) (>, ne0) = (0,0) allora (>, nsioo,)  ns,joo) = (0,0),
quindi n, = 0 per ogni p-simplesso ¢ : A, — U NV e dunque iy, © ju, ¢ iniettiva; se
c € Co(UNV) si ha (kgp — Lyp)(igp ® Jp)(c) = kgpoigy(c) — Lyp o juplc) = (ko
i)up(c) — (Lo j)up(c) = 0 dato che koi = [oj e infine se (ky, — lx)(c,d) = 0 allora
kyp(c)—ly,(c) =0epostoc= ) n,odoveo : A, — U sono p-simplessiin U, ¢ =) _m,7
dove 7 : A, — V sono p-simplessi in V, si ha Y _n,koo = > _m,j o7 coincidono come
p-catene in X e quindi koo = joT e n, =m, per ogni o, 7. Ma allora per ogni x € A, si ha
o(z) =k(o(z)) = j(r(z)) =7(z) € V,da cui Imo C UNV ed analogamente Im7 CUNV.
Allora ¢ = iy ,(d ,n.0) e ¢ = jup(d,n-0) e dunque (c,¢') = (igp B jup) (D, ne0) €
I\m(i#,p D Jap)-
E facile osservare che gli omomorfismi k4 , — [, non possono essere suriettivi dato che la loro
immagine contiene solo p-catene i cui p-simplessi hanno immagine in U o in V. Inoltre ogni
tale p-catena ¢ ovviamente nell'immagine di k4 , — [ ,,, pertanto, posto U = {U, V' } possiamo
definire

CY(X) = {Z nyo dove 0 : A, - U oo:A, =V ¢&un p-simplesso in U o in V}

111

p

che, insieme a 0, definisce un complesso, dato che, ovviamente, 0,(c) € C’fj,l(X ) per ogni

cE Clp” (X). Abbiamo dunque una successione esatta di complessi
0 — C.(UNVYEEZ O (U) @ (V) 2 U (X) — 0
che da luogo, per il Lemma 4.5, ad una successione esatta di omologia
s HYL (X)) 2SH (U V) 5 5 (U) @ Hy (V)25 HU(X) 5 Hy (U N V) =

dove HY(X) = H,(C¥(X)) & 'omologia del complesso C¥(X). Il teorema seguira ora dal

[

fatto, che vedremo nella Proposizione 5.5, che HY(X) = H,(X) per ognip € Z. m

Premettiamo la

DEFINIZIONE 5.4. Sia X uno spazio topologico e sia U = {U; }ic;r un ricoprimento aperto
di X. Il complesso delle p-catene U-piccole ¢ il complesso

p

CY(X) = {Z n,o dove o : A, — U, per qualche i € I}

con omomorfismo . L’omologia di tale complesso H,(C¥ (X)) verrd denotata con HY(X).



5. LA SUCCESSIONE DI MAIER-VIETORIS 37

PROPOSIZIONE 5.5. Sia X wuno spazio topologico e sia U un ricoprimento aperto di X.
Allora Uinclusione di complessi C¥(X) — Cy(X) induce un isomorfismo HY(X) = H,(X)
per ogni p € 7.

L’idea per dimostrare la proposizione ¢ semplice: se 0 : A, — X € un p-simplesso troviamo
una p-catena U-piccola omologa a ¢ suddividendo opportunamente A,,.

5.1. Catene affini.

DEFINIZIONE 5.6. Siano p € Z,n € Z,p > 0,n > 0, K C R" un sottoinsieme convesso e
siano vy, . .., v, € K. Il p-simplesso di K generato da vy, ..., v,, denotato con v, ..., vy,
e lapplicazione |vy, ..., vp) : A, — K univocamente definita, estendendo per linearita, da

[vo, .., ) (Bi) = v;,0 < i < p.
Il p-simplesso [vg, . .., vp] si dice p-simplesso singolare affine di K. Una p-catena singo-
lare affine di K ¢ una p-catena Yy ;_, no; dove ogni o; é un p-simplesso singolare affine di
K. Il gruppo delle p-catene singolari affini di K verra denotato con AC,(K). Inoltre porremo
AC,(K) ={0} sep < 0.

OSSERVAZIONE 5.7.
Per ognip € Z si ha 0,(AC,(K)) C AC,_1(K).

Infatti, supponendo p > 1, per ogni p-simplesso affine [vg, ..., v,] si ha [vg,...,v] 0 F}, =
J2 , R
[V, - -+ iy ..., vp] € quindi O, ([vo, - .., vp)) = D (—1)[vo, .., sy ..., 1) € AC,_1(K).
i=0

DEFINIZIONE 5.8. Sianop € Z,n € Z,p > 0,n > 0, K C R" un sottoinsieme convesso e
sia [vg, . .., vp] il p-simplesso generato da vy, ...,v, € K. Siav € K. Il cono su [vy, ...,
di vertice v ¢ il p-simplesso affine di K v * [vg,...,v,] = [v,v0,...,v,]. L'omomorfismo
definito da v ¢ vx : AC,(K) — AC,+1(K) definito estendendo per linearita: v+(>;_ no;) =
Zle n;v * g;. Inoltre porremo vx =0 se p < 0.

LEMMA 5.9. Siano p € Z,n € Z,n > 0, K C R™ un sottoinsieme convesso, sia ¢ €
AC,(K) e siav € K. Allora

Opt1(v* ) = c—v*0y(c).

Dim. Ovviamente ¢ sufficente mostrare il Lemma se ¢ = [vg, ..., v,] € il p-simplesso generato
da vg,...,v, € K. Usando il calcolo nell’Osservazione 5.7 si ha
p+1
Opr1(v * v, ..., vp]) = Opr1([v, 0, - .., ) = [V, .., vp] + E 1)U, 00+« oy iy e e vy Up) =
=1
P p
_ i+1 A _ . B
—[vo,...,vp]+g (=1)"" v, vo, .-, Oy e ooy U] = [V, - - E Dfvsk[vg, ..., Dy e vy 0p) =
=0 1=
p

= [vo,...,vp]—v*Z(—l)i[vo,...,@i,...,vp] =c—vx0,(c). m
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5.2. Suddivisioni baricentriche.
DEFINIZIONE 5.10. Siano p € Z,n € Z,p > 0,n > 0, K C R" un sottoinsieme convesso

p
e siano v, . ..,v, € K. Il baricentro di [vy,...,vp] € il punto by, . ., = > Iﬁvi € K. La
i=0
suddivisione baricentrica di [vo,...,v,| € la decomposizione di [vy, ..., v,| in p-simplessi
definita induttivamente al modo sequente: se p = 0 ¢é [vg]; se p > 1 ¢é la decomposizione
di [vo, ..., vy in p-simplessi del tipo [by,... o] Wo, - - -, Wy—1] dove [wo, ..., wy_1] € un (p —
1)-simplesso della suddivisione baricentrica di una faccia [vo, ..., Ui, ..., U]
L'operatore di suddivisione s, : AC,(K) — AC,(K) é definito induttivamente, per

ogni o = [vg, ..., v,), da

sola) =a e, se p>1,s,(a) = by * 5p_1(0p())

m __

ed estendendo per linearita ad AC,(K). Se m € N poniamo s

volte. Porremo inoltre s, =0 se p € Z,p < 0.

Sp O Sp0...08, iterato m

OSSERVAZIONT 5.11.

Siano p € Z,n € Z,p > 0,n > 0, K CR" un sottoinsieme convesso e siano vy, . ..,v, €
K.

(a) I vertici dei simplessi nella suddivisione baricentrica di [vo, . .., v,| sono esattamente i
baricentri di tutte le facce h-dimensionali [v,, ..., v;,] di [vo,...,v,] per 0 < h <p.

(b) Se K = Ap, i p-simplessi che compaiono in sy([Eo, ..., E,]) sono esattamente quelli
della suddivisione baricentrica di [Ey, ..., Ep).

Per il seguito sara necessario comprendere quanto siano grandi i p-simplessi che appaiono
nell'iterazione s7'(c).

DEFINIZIONE 5.12. Sia Z C R". Il diametro di Z ¢ diam(Z) = sup, ,c{||7 — y|[} dove
se x € R™ denotiamo con ||z|| la norma Euclidea di X. Sep € Z,n € Z,p > 0,n >0, K CR"

é un sottoinsieme convesso, vy, ...,v, € K e o = [vp, ..., v,] porremo diam(a) = diam(Im o).

LEMMA 5.13. Siano p € Z,n € Z,p > 0,n > 0, K C R"™ un sottoinsieme convesso,
Vo, .-, U, € K € sia a = [vg,...,0y]. Per ogni p-simplesso 3 nella suddivisione baricentrica
di o si ha

diam(f) < ]% diam(«).

In particolare se K = Ap e i, = [Ey, ..., Ep], per ogni 6 > 0 esiste m € N tale che s,'(i,) =
Z?erjozj, per certi v; € Z e certi p-simplessi affini «; tali che diam(a;) < & per ogni
jed{l,...,q}.
Dim. L’asserto e certo vero se p = 0 dunque supponiamo p > 1 e procediamo per induzione
su p. Iniziamo con l'osservare che, per ogni x € Im « si ha

(*) maxyema{llz — y[|} = maxo<k<p{||z — vill}-
Infatti, per definizione di [vg, ..., v,], un punto y € Imav ¢ y = > % t;v; con 0 < ¢; < 1 per
ognii € {0,...,p} e > "  t; =1, pertanto

P P P P
le—yll = [lo=) twll =1t —w)| D tille — vl < Y timaxozrsy{lle — vill} =
i=0 i=0 i=0 i=0

= maxock<pd | — vpl[}-
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Da (*) segue immediatamente che diam(a) = maxo<;<;<,{||v:i — vj]|}.
Ora sia 3 = [by, Wy, - . ., wp—1] un p-simplesso della suddivisione baricentrica di . Allora sara
sufficente verificare che

(k%) |lu—v]] < ]% diam(av) per ogni u, v € {by, wo, ..., Wwp_1}.
Per vedere cio consideriamo due casi.
Caso 1: u # b, # v.

Allora u = w; e v = w; stanno in un (p — 1)-simplesso 7’ nella suddivisione baricentrica di
una faccia 7 di a e quindi, per induzione,

—1
u— || < diam(7’ Sp—diamT SLdiama.
p

p+1
Caso 2: v = b,.
Allorau—wseHu—v||—st—b H<||vZ ba|| per qualche i € {0,...,p} in virtu di ().
Sia ora b; il baricentro di [vg, ..., %, ..., vp], in modo che
p p
1 1 1 p
bi: Z —vjebazz V; = v; + bl
Plryrl¥ j:0p+1 p+1 p+1
e si ha
1 P
Ui—b = ||U; — Vi — bz S—diamoz.
o = Ball =l = = = =2 = 12— )] < 2 diana)

Questo dimostra (xx) e la prima asserzione del lemma. Per la seconda asserzione sara sufficente
mostrare che, se m € N, allora
q
(k% %) s, (ip) = eraj,rj € Z,a; p-simplessi affini tali che diam(q;) < (%)m diam(A,)
- p
7j=1

dato che lim,;, o ( diam(A,) = 0. Infine mostriamo () per induzione su m. Se m = 1

o)
sappiamo gia dall’Osservazione 5.11(b) che s,(i,) = >_i_, rja; dove gli a; sono i p-simplessi
della suddivisione baricentrica di i, e quindi diam(a;) < # diam(A,) per la prima parte
del Lemma. Se m > 2 sia 5" '(i,) = > 5, arf con a € Z e () sono p-simplessi affini
tali che, per induzione, diam(f) < (;£5)™~ Vdiam(A,) per ogni k € {1,...,s}. Ne segue che
sy (ip) = D _p_1 arsp(Br) €, come nell’Osservazione 5.11(b), s,(0x) ¢ somma di p-simplessi affini
v della suddivisione baricentrica di [y. Quindi spt(ip) = D 1 TkiYkL Der certi 1y € Z e, per
la prima parte del Lemma, diam(yy) < 25 diam(fy) ) diam(A,). Questo dimostra

(x * %) e conclude la dimostrazione del Lemma. m

S

DEFINIZIONE 5.14. Siano p € Z,p > 0 e sia X uno spazio topologico. L operatore di
suddivisione S, : C,,(X) — C,(X) ¢ definito, estendendo per linearita, da
Sp(0) = o 0 5p(ip)
dove iy, = [Ey,...,E,] = Ida, e s, : ACp(4A,) — AC,(A,). Se m € N poniamo S]' =
SpoS,o...08, iterato m volte. Porremo inoltre S, =0 sep € Z,p < 0.

In realta, in caso di p-catene affini su A,, i due operatori S, ed s, coincidono.
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LEMMA 5.15. Siano p € Z,p > 0 e c € AC,(4,). Allora S,(c) = s,(c).

Dim. Ovviamente ¢ sufficente mostrare il Lemma se ¢ = [vp, ..., v,] ¢ il p-simplesso generato
da vp,...,v, € A,. Per iniziare stabiliamo la seguente notazione: se p > 1, per ogni k
tale che 1 < k < p e per ogni sottoinsieme non vuoto I = {iy,...,i} C {0,...,p} con
0<iy <ip <...<ix <p,poniamo [vg,...,Vp)r = [Vo,...,Viys...,Vj,...,0,]. Poniamo poi
[Vo, .-, V)1 = [vo, ..., vp) se I =0. Se a = [wy, ..., v, asseriamo che

() sp-r([vo, - vplr) = agpr 0 Sp-i([Eo, - -, Bplr)-

Mostreremo (*) per induzione su p—k > 0. Nel caso p = k si ha so([vo, ..., vp]1) = [vo, ..., Vpls
eago([Eo, ..., Eplr) = [a(Ey),...,a(E,)]r) = [vo, - .., v dato che a(E;) = v; per definizione
di [vg,...,v,]. Ora supponiamo p — k > 1 e, usando quanto visto nell’Osservazione 5.7,
calcoliamo
sp*k([voj S >Up]1) = b[vo,---,vph * Sp*kfl(ap*k([v(b e >Up]1)) =
= b[vo,...,vph * Sp—k—l( Z (=1)“[vo, . ... 7Up]IU{j}) =
0<j<p.jé¢l
= ol * Y (—Dsp k(o -, vplrugsy)
0<j<p.jé¢l
dove gli €; sono gli (opportuni) esponenti che compaiono nel calcolo di 9,_([vo, - . ., vp|r). Per
induzione, s,—x—1([vo, - - -, Vplrugi1) = Qg p—i—1© Sp—k—1([Eo, - - ., Eplrugsy) € quindi
Sp—k([vo, .- vp)1) = Dlvo,....vp]1 * Z (=1)Yayp k198 r-1([Eo,- - -, Ep]IU{j}) =
0<j<p,j&l
= b[vo,nwph * Qg pf—10 Sp—k—l( Z (_1)€j [EOv SRR EP]IU{j})) =
0<j<p.j¢l

Divo,.opls * Ot p—k—1© Sp—k—1(0p—k([Eo, - - -, Epr)).

Mentre

g p—t © Sp—i([Eos - - -, Eplr) = o pi © biig,.... ), * Sp—k—1(0p—k([En, - - -, Ep]r))
e, per mostrare (x), basta dimostrare che, per ogni I C {0,...,p} di cardinalita k& con 0 <
k < p, vale la

(k) Qpp-k o biEo,...Bplr = Opuo,..vp]s * Otp—k—1-

Presi wo, ..., wp_x—1 € A, si ha

O p—k © b[Eo,...,Ep}I * [wo, .- 7wp—k—1] = a#,p—k([b[Eo,...,Ep]n Wo, - - - 7wp—k—1]) =

= [a(b[EO7---7Ep]I)7 a(w0)7 o 7a(wp—k—1)] - a(b[EO7---,Ep]I) * [a(w0)7 s 7a(wp—k—1)] =
= a(bey,...5,);) * Vp—k—1([Wo, - s Wp—p—1]) = bpug,.vpls * Vgpp—k—1([Wos - -, Wp—p—1])

dato che, ovviamente, a(big,,...£,],) = bjuo,...v,];- Questo dimostra (+x) e quindi anche (x).

Ora, sempre per a = [vy, . .., v,], asseriamo che

(%) 8p_1(Fp(@) = v p—1 0 $p-1(Fp (4p))-
Infatti, usando () ed il calcolo nell’Osservazione 5.7, si ha

P P

5p-1(0p()) = $p- 1) (= 1)'vo, - 01, 0p]) = > (=D spoa([vo, - D 0p)) =

=0 1=0
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p

P
= (=1'spillvo, - vply) = D> (=D g1 0 sy ([Eo, - Bylgy) =

i=0 =0
p

= Qgp-10 Spfl(Z(_l)i[EOa s Byliy) = ap1 0 55105 (4p))
i=0

e questo dimostra (). Infine dimostriamo che S,(«) = s,(a) per induzione su p. Se p =0
si ha, per definizione, so(a) = a e Sp(@) = g0 so(in) = apo(ip) = aoiy = a. Invece se
p > 1, usando (k%) e (% * x), si ha
Sp(a) = agposy(ip) = agpobi,*#5,1(0p(ip)) = bakay p-108p-1(9p(ip)) = baxsp-1(0,(a)) = sp(a).
n

Ora passiamo alle proprieta dell’operatore suddivisione. La pitt importante sara che

iterandolo abbastanza volte si puo ottenere una catena U-piccola. Utilizzeremo anche la
seguente

OSSERVAZIONE 5.16.
Sia X wuno spazio topologico e sia U = {U,;}icr un ricoprimento aperto di X. Allora

Sp(CH(X)) € CY(X) per ogm'p €Z.
Infattise p > 0ec= anaz € CY(X) si ha Spy(c) = Z niSy(0;) = ini(ai)#,posp(ip) ed

i=1
ovviamente (0;)4,, © sp(zp) ¢ U-piccola, dato che o; lo e.
LEMMA 5.17. Sia p € Z e siano X, Y spazi topologici.

(i) Se f: X — Y é un'applicazione continua, allora Sy o fu, = fu,0S5,.
(ii) 90 S, = Sp—100,.
(iii) Per ogm' m'copm’mento aperto U di X e per ogni ¢ € Cy(X), esiste m € N tale che
Si(c) € CH(X).

Dim. Per dimostrare le identita in (i) e (ii) ¢ sufficente verificarle sui p-simplessi o per p > 0.
Abbiamo

Spo fap(a) =Sp(foo)=(foo)up(splin) = fapooup(spip)) = fupoSp(o)

e questo mostra la (i). Facciamo ora vedere la (ii) per induzione su p. Essendo la (ii) ovvia
per p = 0 supponiamo p > 1. Si ha, usando i Lemmi 1.12 e 5.9,

9p0Sy(0) = 0004 p(5,(1p)) = U#,pfloap(bip*Spfl(ap(ip)) = U#,pfl(Spfl(ap(ip))_bip*apfl(spfl(ap(ip))))-
Ora usando il Lemma 5.15 e 'induzione si ha
Op-1(8p-1(0p(ip))) = Op—1 0 Sp-1(9p(ip))) = Sp—2 0 Fp-1(9p(ip)) = 0
e quindi, usando il Lemma 5.15, la (i) ed il Lemma 1.12, si deduce che
Op o Sp(a) = O#p-19° Sp—l(ap(ip)) = O#,p-10° Sp—l(ap(ip)) =5p-10 U#,p—l(ap(ip)) =
= Sp100,004,(ip) = Sp-1009,(00idy) =S, 1 00,(0)

e la (ii) & dimostrata. Per mostrare la (iii) iniziamo con l'osservare che, anche in questo caso, e
sufficente assumere che ¢ = ¢ ¢ un p-simplesso. Infatti supponiamo che la (iii) sia dimostrata

S
per i p-simplessi e sia ¢ = > n;0; € Cy(X). Allora, per ogni ¢ € {1,...,s}, esiste m; € N
i=1
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tale che S7"(0;) € CY(X). Posto m = max{m;,1 < i < s} si ha, usando 1'Osservazione
m U s : 7 Qm _ : m U
5.16, che S)*(0;) € C}f(X) per ogni i € {1,...,s}, e quindi S;'(c) = izzlniSp (0:) € CH(X).

Ora dimostriamo la (iii) per un p-simplesso o : A, — X. Sia {o7*(U)}yey il ricoprimento
aperto di A, associato a 0. Ora A, ¢ uno spazio metrico compatto quindi esiste un numero
di Lebesgue 0 per {o7'(U)}yey (vedasi per esempio il Teorema [S, Prop.10.8]), e quindi
per ogni sottoinsieme Z C A, tale che diam(Z) < § esiste U € U tale che Z C o7 1(U),
da cui 0(Z) C U. Sappiamo gia dal Lemma 5.13 che esiste m € N tale che s7'(i;) ¢ una
p-catena affine Y% | r;a; i cui p-simplessi affini a; sono tali che diam(a;) < § e pertanto
Imooa; = o(lma;) C U per qualche U € U (dipendente da j). Del resto ¢ facile vedere
che SJ'(0) = o4, 0 5;'(ip) : infatti cio vale certamente per m = 1 per definizione di S, e,
se m > 2, si ha, per induzione ed usando la (i) ed il Lemma 5.15, S7*(0) = S, 0 S*"'(0) =
Spooppo sy (ip) = 0pp o0 Spo sy (ip) = 0pp0 57 (ip).

q q
Allora S (o) = oy 0 57 (ip) = J#J,(erjaj) =) Tiooq; € CY(X). =
]: =

7j=1

Ora possiamo concludere la dimostrazione del Teorema di Maier-Vietoris.
Dimostrazione della Proposizione 5.5. Iniziamo col costruire un omomorfismo h, : C,,(X) —
Cp41(X) tale che
(*) 8p+1 o hp + hpfl o 8p = Ide(X) —Sp.
Definiamo h, = 0 se p < 0 e, se p > 1, definiamo induttivamente, per ogni p-simplesso
o: A, = X,
hy(0) = o4 p1 (b * (ip — Sp(ip) — hp-1(0,(3p))))
ed estendiamo per linearita a Cp,(X). E facile verificare che hyo fup = fupoh, per ogni
applicazione continua f : X — Y e che h,(C¥(X)) € C¥,(X). Ora verifichiamo ().
L’asserto essendo ovvio per p < 0 supponiamo p > 1 e procediamo per induzione su p. Al
solito & sufficente verificare (%) su ogni p-simplesso o. Si ha, usando i Lemmi 1.12 e 5.9,

Opi10hp(0) = Opi100ppi1(by * (1 — Spip) — hp-1(0,(ip)))) =
= 04p © Opra(bp * (ip — Sp(ip) — hp-1(9p(ip)))) =

= 04p(ip — Splip) = Pp-1(0p(ip))) — op © bp * (Op (i) — 9y © Sp(ip) — I © hyp—1(Fp(ip)))
Usando I'induzione il termine su cui e calcolato b,* e
Op(ip) — 9y 0 Sp(ip) — Oy 0 hyp—1(0p(ip)) = Bp(ip) — 9y © Sp(ip) — Tp(—Fp1 0 (i) + i — Sp(ip)) =

= Op(1p) — Op © Sp(ip) — Op(ip) + 9y 0 Sp(ip) =0

e pertanto usando i Lemmi 5.17(i) e 1.12, la commutativita di h, e o4, ed il fatto che
0#7;0(7;10) =0,

Op+10 hy(0) = 0pp(ip) = Sp o o pip) — hp100p 0 04,(ip) = 0 — 5p(0) = hp—1 0 Fy(0)
e (%) e dimostrata.
Sia ora ¢ € Z,(X) in modo che, applicando (x), si ha ¢ — S,(c) = Op11(hy(c)) € By(X), da
cul ¢+ B,(X) = Sy(c) + B,(X). Inoltre osserviamo che anche S,(c) € Z,(X) dato che, per il
Lemma 5.17(ii), si ha 9,(5,(c)) = Sp—1(9,(c)) = 0. Quindi per ogni m > 1 si ha

c+ By(X) = S (c) + By(X).
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Poniamo ora ZY(X) = Ker(9y)cu(x) e BY(X) = Im(8p+1)|cl;5{+l(x) in modo che HI(X) =
ZH(X)/BY(X). Se ¢ € Z{(X) si ha che hy(c) € CY, | (X), percid ¢ — Sp(c) = Fps1(hy(c)) €
BY(X) e quindi ¢ + BY(X) = Sy(c) + BY(X). Inoltre, come sopra, si ha che Spy(c) € Z(X)
da cui, per ogni m > 1,
U _am U
c+ B (X) = S)'(c) + B, (X).

Infine consideriamo Dinclusione i : CY(X) < C,(X) che induce un omomorfismo i, :
HZ;SI (X) — H,(X) per ogni p € Z. Tale applicazione ¢ certamente suriettiva dato che, per
il Lemma 5.17(iii), per ogni ¢ € Z,(X) esiste m € N tale che S7*(c) € CY(X) e quindi
Si(c) € ZH(X) ed ora ¢ + By(X) = Si'(c) + By(X) = i.,(S)(c) + BY(X)). Invece sia
¢ € ZY(X) tale che i,,(c+ BY(X)) = 0 in modo che ¢ € B,(X) e quindi esiste b € Cpy1(X)
tale che 0,11(b) = c¢. Sempre per il Lemma 5.17(iii) esiste m’ € N tale che Sﬁl(b) e CY (X)
e quindi, usando il Lemma 5.17(ii), si ha 0,41 o Sgil(b) = S;”/ 0 Opt1(b) = S?'(c), da cui
deduciamo che S (c) € BY(X). Ed ora ¢ + BY(X) = S (c) + BY(X) = 0 e i, ¢ iniettiva.
n

6. Applicazioni

Daremo ora alcune applicazioni classiche della teoria dell’omologia.

6.1. Omologia dei grafi.

DEFINIZIONE 6.1. Un grafo ¢ uno spazio topologico che ¢ unione di un numero finito
di archi chiusi tali che ogni due archi si incontrano al pit nei punti iniziali e/o finali. Un
albero ¢ un grafo connesso senza cicli.

Useremo il seguente fatto (vedasi per esempio [J, Teorema 9.3.4]): ogni grafo connesso G
ha un albero contenuto in GG che ne contiene tutti i vertici.

COROLLARIO 6.2. Sia G un grafo connesso non contraibile. Allora esiste r € N tale che

VA sep=20
H,(G)={Z" sep=1.
{0} sep>2

Dim. Contraendo un albero che contiene tutti i vertici di G otteniamo che GG € omotopicamente
equivalente ad un bouquet G, di r cerchi per qualche r € N (dato che G non ¢ contraibile).
Dunque H,(G) = H,(G,) per ogni p per I'invarianza omotopica dell’omologia (Corollario 2.2).
Allora resta da mostrare, per induzione su r, che

VA sep=20
H,(G,)={Z" sep=1.
{0} sep=>2

Se r = 1 allora G; = S*' e I'asserto segue dal Corollario 5.3. Se » > 2 sia U un aperto di G,
che contiene un unico S* in G, e sia V un aperto di G, che contiene esattamente i restanti
r—1S'in modo che G, = U UV. AlloraU ~ S', V ~ G, ; e UNV ~ {x} ed applichiamo
la successione di Maier-Vietoris. Se p > 2 si ha H,_1(U NV) = {0} per il Corollario 2.3,
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H,(U)® H,(V) = H,(S*)® H,(G,_1) = {0} per i Corollari 2.2 e 5.3 e 'induzione ed abbiamo
una successione esatta

{0} = Hy(U) & Hy(V) — Hy(Gr) = Hymai(UNV) = {0}
da cui H,(G,) = {0}. Se p =1 abbiamo una successione esatta
Hl(Uﬂ V) — Hl(U) D Hl(V) — Hl(GT) — H()(Uﬂ V) — H()(U) D H()(V) — H()(Gr) — 0
cioe
0— Hy(SY) @ Hy(G,_1) — Hy(G,)SZ-57 & Z-57 — 0
Ora Im ¢ # {0} altrimenti Kerty = Im ¢ = {0} ed abbiamo un’inclusione Z & Z — Z, con-
traddizione. Pertanto ¢(1) = (ny,ns) per qualche ny,ny € Z e dunque ¢ & la moltiplicazione
per (ny,ng). Quindi (ny,ns) # (0,0) e ¢ ¢ iniettiva. Allora Im x = Ker ¢ = {0} e, dato che
Hi(SY) & Hi(G,—1) 2 Z ®Z"' =2 7" per il Corollario 5.3 e I'induzione, ne deduciamo una
successione esatta
0—Z" — Hy(G,)—> 0
dacui Hi(G,) =Z . =

6.2. Omologia delle superficie.

Calcoleremo ora I'omologia del g-toro. In maniera analoga si puo calcolare 'omologia di
altre superficie compatte e connesse.

COROLLARIO 6.3. Sia g > 1. Allora
7z sep=20,2
H,(¢gT) =< 7% sep=1
{0} sep>2

Dim. Sappiamo gia che Hy(gT) = Z per la Proposizione 1.17, dunque supponiamo p > 1.
Consideriamo il poligono P C R? con 4g lati dal quale si ottiene g7 con l’dentificazione
arasa;tay’t ... agg,laggaggl_laggl e sia ¢ : P — ¢T la mappa quoziente. Siano ora x € P — 0P,
U=P—{a},V=P—0P,U=qU)eV =qV) in modo che U ¢ V sono aperti di P,
U e V sono aperti di g7, P = UuV e gl = U UYV. Osserviamo inoltre che V = V sono
omeomorfi ad un disco aperto in R, mentre UNV & omeomorfo ad una corona circolare in R2,
dunque ¢ omotopicamente equivalente ad S'. D’altro canto U & omotopicamente equivalente
a OP e quindi U ¢ omotopicamente equivalente a ¢(0P) che ¢ un bouquet di 2¢ cerchi. Si ha
allora H,(U) = {0} se p > 2 e H;(U) = Z* come visto nella dimostrazione del Corollario 6.2,
H,(V) = {0} se p > 1 per il Corollario 2.3, H, (UNV)={0}sep>3e HH(UNV)=1Z
per i Corollari 1.15, 2.2 e 5.3. La successione di Maier-Vietoris allora da, per p > 3,

{0} = Hy,(U) ® Hp(V) — Hy(gT) — H,-1(UNV) = {0}
e quindi H,(g7T") = {0}. Se p < 2 la successione di Maier-Vietoris &
{0} = Ho(U)®Hy (V) — Hy(gT) — Hi(UNV) — H(U)®H, (V) — Hi(gT) — Ho(UNV) —
— Hy(U) ® Hy(V)) — Ho(gT) — 0 cioe
0 — Hy(gT) 772 — H\(gT) 572 - 267 — 7 — 0.
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Come nella dimostrazione del Corollario 6.2 si ha Im y = {0} da cui la successione esatta

0 — Hy(gT) — 7729 - Hy(gT)-2- 0.
Per concludere basta allora dimostrare che k = 0. Per vedere questo consideriamo le appli-
cazioni UNV 2 U NV — U-5U che inducono un isomorfismo Hy (U NV) = H (UNV)
H,(U) = Z con Hy(U) generato da OP. Pertanto Hl(U N V) e generato da q(aP) e resta da
mostrare che ¢(OP) ~ 0in U. Ma 9P = a;+as+a;' +ay' +. .. +agy 1 +agg+a§g 1 +a§g da

cui ¢(9P) = g(ar) +q(az)+q(ar ') +q(ay") +.. . +qlaz- 1)+Q(azg)+Q(a2g 1) +a(az,) € Bi(U)
(ed & dunque zero in omologia) dato che, come visto nel primo passo della dimostrazione del
Teorema 3.3, q(a;) + q(a; ') € By(U) per ognii € {1,...,2g}. m

6.3. Teorema del punto fisso.

TEOREMA 6.4. Sian > 2. Allora S™™! non é retratto omotopico di D", cioé sei : S* 1 —
D™ ¢ linclusione, non esiste un’applicazione continua p : D™ — S™ ! tale che poi ~ Idgn-1.

Dim. Supponiamo che una tale p esista in modo che, per il Teorema 2.1, la Proposizione 1.14(i)
ed il Corollario 5.3 si ha (p o), ,—1 = Idy,_,(sn-1) = Idz. Ma la Proposizione 1.14(ii) da la
contraddizione (p 0 ). n—1 = pPen_1 0 txn_1 = 0 dato che i,,_; =0, essendo H,_;(D") = {0}
per il Corollario 2.3. m

TEOREMA 6.5 (Teorema del punto fisso di Brouwer). Se n > 2 ogni applicazione continua
f:D"™— D™ ha un punto fisso.

Dim. La dimostrazione ¢ perfettamente analoga al caso n = 2 ([S, Cor.16.8]). Se f non ha
punti fissi, denotando, per ogni z € D", con p(x) il punto, dalla parte di z, di intersezione
tra la retta che congiunge x ed f(z) con S™ ! si ottiene una retrazione di D" in S"!
contraddicendo il Teorema 6.4. m

6.4. Invarianza della dimensione.

Prima premettiamo

LEMMA 6.6. Sianon > 1,z € R" eU C R™ un intorno di x. Allora H,—1(U—{z}) # {0}.

Dim. Sia A un aperto di R™ tale che z € A C U e sia D.(x) un disco chiuso di raggio € e centro
z tale che D (z) C A. Sia S.(x) = dD.(x) cosi che S.(z) = S"! e quindi H,_(S-(x)) X Z
per i Corollari 1.15 e 5.3. Consideriamo il diagramma commutativo di inclusioni

S.(z) —>U — {z}
—{z}

e, di conseguenza, il diagramma commutativo

7~ H, 1 (So(z) 2 H, (U — {a})

k*,nfl .
Jxm—1

H, 1 (R" —{z}).
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Ora k1 & un isomorfismo per il Corollario 2.2 dato che R" — {z} ~ S"~! = S (z). Ne segue
che iy, ¢ iniettiva e quindi H,_1(U — {z}) # {0}. =

DEFINIZIONE 6.7. Sia n > 0. Una varieta topologica di dimensione n ¢ uno spazio
topologico X di Hausdorff a base numerabile tale che, per ogni x € X, esiste un intorno
U C X dix tale che U é omeomorfo ad R™.

ESERcIZI 6.8.
(a) Una varieta topologica di dimensione 0 & uno spazio topologico X discreto e numerabile.
(b) Un aperto non vuoto di una varieta topologica di dimensione n ¢ anch’esso una varieta
topologica di dimensione n.

TEOREMA 6.9 (Invarianza della dimensione). Uno spazio topologico X non puo essere
simultaneamente una varieta topologica di dimensione n ed m se n # m.

Dim. Ovviamente non & restrittivo supporre che n > m. Se m = 0 allora X e discreto
(Esercizio 6.8(a)) ma ogni x € X ha un intorno omeomorfo ad R", che deve dunque essere
discreto, contraddizione. Supponiamo ora m > 1. Sia x € X e sia U un intorno di X
omeomorfo ad R”. Sia A un aperto di X tale che x € A C U. Ora X e una varieta topologica
di dimensione m dunque (Esercizio 6.8(b)) anche A lo &, pertanto esiste un intorno V" C A
di z tale che V' & omeomorfo ad R™ e quindi V' — {2} ¢ omeomorfo a R™ — {p} per qualche
p € R™ e R™ — {p} ¢ omotopicamente equivalente a S™!. Per i Corollari 1.15, 2.2 ¢ 5.3 ne
segue che H, (V —{z}) 2 H, ;(R™ — {p}) = H, 1(S™ ') = {0}. Ma V C U dunque V
¢ omeomorfo ad un intorno di un punto di R" e quindi H,_1(V — {z}) # {0} per il Lemma
6.6, contraddizione. m

6.5. Mappe tra sfere.

DEFINIZIONE 6.10. Sian > 1 e sia f : S™ — S™ un’applicazione continua. Il grado di f
¢ Uintero deg(f) = fin(1) dove fi, : Z = H,(S") — H,(S") = Z.

La definizione e chiaramente ben posta dato che ci sono solo due isomorfismi possibili
tra H,(S™) e Z, uno l'opposto dell’altro e quindi cambiando isomorfismo il grado di f non
cambia in quanto l'isomorfismo ¢ applicato due volte. Inoltre ¢ chiaro che f,, : Z — Z ¢ la
moltiplicazione per deg(f). Ecco alcune semplici proprieta del grado.

PROPOSIZIONE 6.11. Sian > 1 e siano f,g: S™ — S™ due applicazioni continue.

(i) Se f ~ g allora deg(f) = deg(g).
(i) deg(g o f) = deg(g) deg(/f).
(iii) deg(Idgn) = 1.

Usando la Proposizione 1.14(ii) si ha deg(go f) = (90 f)sn(1) = gen© fin(l) = gun(deg(f))

Dim. (i) Se f ~ g sappiamo che f,, = g., per il Teorema 2.1, quindi deg(f) = deg(g). (ii)
deg(g) deg(f). (iii) Per la la Proposizione 1.14(i) si ha Idgn, , = Idz da cui deg(Idg») = 1. m

DEFINIZIONE 6.12. Sia n > 1. La mappa antipodale di S ¢ A : S" — S™ definita da
Alx) = —x.

LEMMA 6.13. Sian > 1. Allora deg(A) = (—1)"".
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Dim. Consideriamo le mappe di riflessione R; : S™ — S™ definite, per ognii € {1,...,n+ 1},

da Ri(z1,...,x ..., Xps1) = (1,...,—T4, ..., Tpy1) e dimostriamo che deg(R;) = —1 per
ogni i. Questo, usando la Proposizione 6.11(ii), implichera il Lemma dato che A = Rjo0...0
Roir.

Per calcolare il grado di R; facciamo prima vedere che esse hanno tutte lo stesso grado. Infatti
se I;; ¢ lo scambio di x; con xj, 1 < i < j < n+ 1, si ha ovviamente R; = R;; o Rj o R;;.
Per la Proposizione 6.11(ii) si ha deg(R;) = deg(R;;) deg(R;) deg(R;;) = deg(R;;)? deg(R;) =
deg(R;) dato che R;; ¢ un omeomorfismo, quindi (R;;)., € un isomorfismo per il Corollario
1.15, quindi deg(R;;) = £1 (in quanto un isomorfismo da Z a Z ¢ o l'identita o 'opposto).
Ora calcoliamo deg(R;) per induzione su n. Supponiamo prima n = 1 e mostriamo che
deg(Ry) = —1. Abbiamo Ry(z1,22) = (1, —22) ovvero, identificando S! con i numeri com-
plessi di modulo 1, si ha Ry(z) = Z e quindi Ry(exp?™) = exp 2™ e pertanto, a livello
di gruppi fondamentali, (Ry), : Z = m(S',1) — m (S, 1) & Z si ha (Ry).(1) = —1. Ma
sappiamo che H;(S') = 71(S',1) (Teorema 3.3), da cui deg(R2) = (R3).1(1) = —1. Ora
supponiamo n > 2 e consideriamo I'isomorfismo H,(S") = H, _1(S™!) ed il diagramma, che
mostreremo essere commutativo

Ho(S" =27 72 [, (5"

l(Rl)*,n l(Rl)*,n—l

H, (S 27 Y72 g, (S,

La commutativita del diagramma implica deg(R;) = (R1)«n(l) = (R1)sn-1(1) = —1 (per
induzione). Per mostrare che il diagramma commuta riprendiamo il ricoprimento aperto
U ={U,V} con U = 5" —{N} e V = " — {S} considerato nella dimostrazione del
Corollario 5.3. E facile vedere che Ry(U) C U e Ry(V) C V da cui deduciamo il diagramma
commutativo

0——= C(UNV) — Cy(U) @ C(V) —— CU(S") — 0
lRl,# lRl,#@Rl,# lRL#
0——= C(UNV) — Cy(U) @ Co(V) —— CU(S") — 0

che induce il diagramma commutativo cercato

o)

H,(8") == H,_(UNV) —> H,_1(S"1)

l(Rl)*,n l l(Rl)*,nl

H,(S") —= H, (UNV) — H,_1(S"1).

PROPOSIZIONE 6.14. Sia n > 1. La mappa antipodale A : S™ — S™ é omotopicamente
equivalente all’identita se e solo se n e dispari.

Dim. Se n = 2k — 1 e dispari un’omotopia tra Idg. ed A e data da F': S™ x I — S™ definita
da F(z,t) =

(cos(mt)xy+sen(mt)xs, cos(mt)xa—sen(mt)xy, . .., cos(mt)xor_1+sen(mt)xor, cos(mt)xor—sen(mt)rog_1).
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Invece se n e pari sappiamo gia che deg(A) = —1 per il Lemma 6.13 mentre deg(Idg-) =
1 (Proposizione 6.11(iii)), quindi non sono omotopicamente equivalenti per la Proposizione
6.11(1). m

Una conseguenza interessante € che “non si puo pettinare una sfera di dimensione pari
senza doversi fermare da qualche parte”, o, pill precisamente

DEFINIZIONE 6.15. Sia n > 1. Un campo continuo di vettori tangenti ad S" ¢
un’applicazione continua v : S™ — R tale che v(z) - x = 0 per ogni x € S™.

TEOREMA 6.16. Sia n > 1. Allora esiste un campo continuo di vettori tangenti ad S™
mat nulli se e solo sen e dispari.

Dim. Se n = 2k — 1 ¢ dispari basta definire

v(z) = (w9, —21, T4, —T3, . . ., Tok, —Tok—_1)-

Se n ¢ pari ed esiste un campo v continuo di vettori tangenti ad S™ mai nulli sia w(x) =
HZEw;H € S™ e costruiamo un’omotopia tra Idg» ed A ponendo F'(x,t) = cos(nt)x+sen(mt)w(x).
Ovviamente F' & continua e F'(x,t) € S™ per ogni x € S™ ¢ € I, dato che, usando w(z)-z = 0,
si ha

(cos(mt)x + sen(mt)w(x)) - (cos(wt)x + sen(mt)w(x)) = cos(nt)*z - x + sen(nt)*w(z) - w(x) = 1.
Inoltre F(z,0) = = e F(x,1) = —z. Allora Idg. ed A sono omotopicamente equivalenti,
contraddicendo la Proposizione 6.14. m




CAPITOLO 4

Elementi di topologia differenziale

1. Varieta ed applicazioni differenziabili
1.1. Definizioni.

DEFINIZIONE 1.1. Siano k,1 > 0, U CR* e V C R! due aperti non vuoti. Un’applicazione
f U — V si dice differenziabile se possiede derivate parziali di ordine s per ogni s > 1.
Siano X C R¥ e Y C R! due sottoinsiemi non vuoti. Un’applicazione f : X — Y si dice
differenziabile se per ogni x € X esiste un aperto U C R¥ contenente x ed un’applicazione
differenziabile F' : U — R! tale che Jlonx = Funx. Un’applicazione [ : X — Y si dice un
diffeomorfismo se f ¢ un omeomorfismo, ¢ differenziabile e f~* 1Y — X ¢ differenziabile.

EsERciIzI 1.2.
Siano k,l,¢ >0, X CR* Y C R!, Z C RY sottoinsiemi non vuoti.
(a) Idx e differenziabile.
(b)Se f: X =Y eg:Y — Z sono differenziabili anche go f: X — Z lo e.

L’idea della topologia differenziale ¢ di studiare proprieta topologiche (di sottoinsiemi
X C IR¥) che sono invarianti per diffeomorfismo. Per fare cio occorre perd dare pilt struttura
ad X.

DEFINIZIONE 1.3. Siano k,m > 0. Un sottoinsieme M C RF si dice una varieta dif-
ferenziabile di dimensione m se per ogni x € M esiste un intorno W N M di x che é
diffeomorfo ad un aperto U C R™. Un diffeomorfismo g : U — W N M si dice una parame-
trizzazione di M in x, mentre g~' : W N M — U si dice un sistema di coordinate di M
in z.

ESEMPI 1.4.
(a) S? & una varieta differenziabile di dimensione 2. Per esempio 'aperto WNS? = {(x,y, z) €
S%: z > 0} & parametrizzato dal diffeomorfismo g : {(z,y) € R? : 22 +3y? < 1} - W N S?
definito da g(z,y) = (z,y,+/1 — 22> —y?). Analogamente si possono parametrizzare altri
aperti di S2.
(b) S™ ¢ una varieta differenziabile di dimensione m.
(c) {(z,y) € R* : 2 # 0,y = sen(1)} ¢ una varieta differenziabile di dimensione 1.

1.2. Spazi tangenti e differenziale.

Lo strumento naturale che utilizzeremo per confrontare la topologia differenziale di due
varieta differenziabili e quello del differenziale di un’applicazione differenziabile. La definizione
passa attraverso quella di spazi tangenti. Iniziamo con gli aperti di R¥,

DEFINIZIONE 1.5. Siano k,1 > 0, U C R* ¢ V C R! due aperti non vuoti, v € U. Lo
spazio tangente ad U in z & T,U = R*. Se f: U — V ¢& un’applicazione differenziabile, il
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differenziale di f in x ¢ 'applicazione
dfy : T,U =R = Tp)V =R
cost definita, per ogni v € T,U = RF:

OSSERVAZIONI 1.6.

Siano k,l,s > 0, U C R¥, V C R, W C R*® aperti non vuoti, z € U. Dimostriamo solo la
(e) e la seconda affermazione della (a), il resto e lasciato al lettore per esercizio.

(a) df, & un’applicazione lineare e, se f(xy,...,xx) = (fi(xy, ..., 2k), ..., filz1,...,Tk)),
la sua matrice, nelle basi canoniche, ¢é
(5 @)

Omj >1<z‘<l,1<j<k '

Infatti se e; ¢ il j-esimo vettore della base canonica di R¥ si ha

_ flz+tey) — f(x) . iette)—fi(x) . filette;)—fi(x) of of
df$(ej):1£% ; — (1%%,,1%%) — <ﬁ(x),,a—$j($))

(b) Se f:U—=V eg:V — W sono differenziabili, x € U, allora d(go f), = dgs) o dfs.

(c) Se U CV CRF sono aperti, i : U — V & linclusione e x € U, allora di, = Idgs .

(d) Se L : R* — R! ¢ un’applicazione lineare e v € R*, allora dL, = L.

(e) Se f:U — V ¢ un diffeomorfismo allora k =1 e df, : R¥ — R ¢ un isomorfismo.

Infatti, in particolare, f : U — V & un omeomorfismo, quindi U & una varieta topologica
di dimensione k ed [, pertanto k = [ per il Teorema di Invarianza della dimensione (Teorema
6.9). Inoltre se g : V' — U ¢ l'inverso differenziabile di f si ha go f = Idy quindi, per le (¢) e
(b), Idge = d(Idy), = d(g o f)s = dgs) © df,, da cui df, € un isomorfismo.

La proprieta (e) ammette un inverso locale nel

TEOREMA 1.7 (Teorema della funzione inversa). Siano k,l > 0, U C R: V C R! aper-
ti non vuoti ed f : U — V un’applicazione differenziabile. Se df, € non singolare in un
punto x € U allora f mappa ogni aperto sufficentemente piccolo U’ tale che x € U C U
diffeomorficamente in un aperto f(U').

Per una dimostrazione si veda per esempio [B, Teor.6.4]. Non si puo invece, in generale,
assumere molto di pii, se df, & non singolare. Per esempio la mappa exp : R? — R? definita
da exp(x,y) = (ecos(y), e"sen(y)) ha differenziale

_( €®cos(y) e*sen(y)
dexpiay) = (—exsen(y) e*cos(y)
che ha per determinante e” # 0 per ogni x. Pertanto dexp,,) ¢ non singolare in ogni punto,

ma exp non e iniettiva.

DEFINIZIONE 1.8. Sia M C R* una varieta differenziabile di dimensione m, x € M e
stano g : U — M una parametrizzazione di M in x, dove U C R™ ¢ un aperto e u € U tale
che g(u) = z. Lo spazio tangente ad M in x & T, M = dg,(R™) = Imdg,.
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OSSERVAZIONT 1.9.

Sia M C RF una varieta differenziabile di dimensione m e sia z € M.

(a) La definizione di spazio tangente ad M in x é ben posta.

Infatti sia h : V' — M un’altra parametrizzazione di M in x, dove V' C R™ e un aperto
e sia v € V tale che h(v) = x. Siano U; = g Yg(U)NA(V)) e Vi = h1(g(U) N h(V)).
Allora gy, : Uy — g(U) N h(V) e hy, : Vi — g(U) N A(V) sono diffeomorfismi, da cui
f= h"vi o g, : Uy — Vi ¢ un diffeomorfismo e c¢’¢ un diagramma commutativo

U, —— v

hyv,
g?:\\\ l V1

Rﬁ
che determina, per I’'Osservazione 1.6(b), un diagramma commutativo

dfu

R™ —> R™
ldhv
dgu
Rﬁ

ed essendo df,, un isomorfismo per 1'Osservazione 1.6(e), ne segue che dg,(R™) = dh,(R™).

(b) dim T, M = m.

Infatti consideriamo g~ : g(U) — U che ¢ differenziabile in z = g(u) € ¢(U), con
g(U) C M C RF U C R™. Dunque esiste un aperto W C R¥ contenente x ed una funzione
differenziabile F': W — R™ tale che g1y = Flgonow. Sia Uy = g~ (¢(U) N W) C R™ in
modo che u € Uy dato che g(u) =z € g(U) N W e quindi si hanno diagrammi commutativi

1

91Ug

Uy——W

\ng

dgu

R™ —— Rk
N
Idgm
Rm
che mostra che dg, € iniettiva, da cui dim 7, M = dim Im dg, = m.

Ora passiamo a definire il differenziale di un’applicazione tra due varieta differenziabili.

DEFINIZIONE 1.10. Siano M C R* una varieta differenziabile di dimensione m, N C R!
una varieta differenziabile, f : M — N un’applicazione differenziabile e sia x € M. Sia
W C RF un aperto contenente x ed F' : W — R un’applicazione differenziabile tale che
fiwnm = Flwan . 1l differenziale di f in x ¢ l'applicazione

dfy : TyM — Tp)N
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cosi definita, per ogni v € T, M :
df(v) = dF,(v).

OSSERVAZIONE 1.11.

La definizione di differenziale di f in x € ben posta.

Mostriamo prima che per ogni v € T, M si ha che dF,(v) € Ty N. Siano g : U — M ed
h :V — N due parametrizzazioni di M in z e di N in f(z) rispettivamente. Restringendo
opportunamente U se necessario possiamo supporre g(U) C W (basta sostituire U con U N
g *(W)) e f(g(U)) C (V) (basta sostituire U con U N (f o g)~'(h(V))). Abbiamo allora
un’applicazione differenziabile ¢ := h™to fog: U — V ed un diagramma commutativo

U—-v
ot
W —R.
che determina, per 1’'Osservazione 1.6(b), un diagramma commutativo

dpu

R™ — R™
ldgu l dhy
Rk ﬂ) Rl.

Per definizione, per ogni v € T, M, esiste w € R™ tale che v = dg,(w), quindi
dF,(v) = dF;, o dg,(w) = dh, o dp,(w) € Imdh, = T N.

Inoltre questo mostra che dF,(v) non dipende dalla scelta di F', ma solo da f, e quindi la
definizione di differenziale di f in x ¢ ben posta.

EsERrcizr 1.12.
(a) Siano f: M — N e g: N — P due applicazioni differenziabili tra varieta differenziabili e
sia x € M. Allora d(g o f), = dgy() o dfs.
(b) Siai : M < N T'inclusione tra due varieta differenziabili e sia x € M. Allora T,M C T, N
e diy : T,M — T,N & l'inclusione. In particolare d(Idy;), = Idz, .
(c) Se f: M — N & un diffeomorfismo allora dim M = dim N e df, : T,M — TN ¢ un
isomorfismo.

2. Valori regolari di applicazioni differenziabili

Data un’applicazione differenziale f : M — N tra due varieta differenziabili studieremo,
in questo paragrafo, i punti della fibra f~!(y) per y € N.

DEFINIZIONE 2.1. Sia f : M — N wun’applicazione differenziabile tra due varieta dif-
ferenziabily della stessa dimensione. Un punto x € M si dice un punto regolare di f
(rispettivamente punto critico di f) se df, ¢ non singolare (risp. ¢é singolare). Un punto
y € N si dice un valore regolare di f se ogni z € f~'(y) ¢ regolare.
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OSSERVAZIONI 2.2.

Sia f: M — N un’applicazione differenziabile tra varieta differenziabili con M compatta
e sia y € N un valore regolare di f. Allora:

(a) f~1(y) & un insieme finito (possibilmente vuoto).

Infatti f ¢ continua e {y} & chiuso in N, quindi f~'(y) & chiuso in M che ¢ compatta,
pertanto f~!(y) ¢ compatto. Se non & vuoto, essendo ogni ogni x € f~!(y) regolare, per il
Teorema della funzione inversa (Teorema 1.7), f ¢ un diffeomorfismo in un intorno di z, in
particolare ¢ iniettiva e quindi f~!(y) & discreto. Ma allora ¢ finito.

(b) La cardinalta #f~(y) di f~*(y) ¢& localmente costante.

Iniziamo ad osservare che, essendo M compatta ed N di Hausdorff, ne segue che f ¢ chiusa.
Ora se f~!(y) & vuoto allora y € N — f(M) che & aperto e #f ! (y) = 0 = #f'(y) per
ogniin y € N — f(M). Invece se f~'(y) non & vuoto sia f~(y) = {z1,...,zs}. Come visto
sopra, per ogni i € {1,...,s}, ¢’e un aperto U; contenente z; tale che fy, : Uy — V; := f(Uj;)
¢ un diffeomorfismo. Inoltre, restringendo opportunamente gli U;, possiamo supporre che
UNU; =0sei##j (sinotiche z; € U; per ogni j # i e che, eventualmente sostituendo Uj
con un disco di raggio piccolo, possiamo assumere anche che x; € U; e quindi basta sostituire
U; con U; — U#i U,). Si consideri ora

V=vin..nVi—f(M-U,U...UUsj).

Alloray € V e V e aperto. Inoltresey’ € V alloray’ € V; per ognii € {1, ..., s}, quindi ¢’¢ un
z € U; tale che f(2}) =vy'. Siaoraz € f~1(y'). Sex € M—U;U...UU; si ha la contraddizione
y € f(M—-UyU...UU,). Pertanto x € U; per qualche i. Ma fiy,(x) = ' = fiu,(«}), quindi
x = z}. Ne segue allora che #f71(y) = s = #f"(y) per ogni v/ € V.

Ora diamo la definizione generale di valore regolare.

DEFINIZIONE 2.3. Sia f: M — N un’applicazione differenziabile tra due varieta differen-
ziabili. Un punto x € M si dice un punto critico di f se df, non é suriettivo (ovvero se
rkdf, < dim N ). Sia C linsieme dei punti critici di f. Un punto y € N si dice un valore
regolare di f (rispettivamente un valore critico di f) se y € f(C) (risp. sey € f(C)).

Un fatto molto importante, nel seguito, e che i valori regolari sono densi. Cio e conseguenza
dei risultati seguenti, per la dimostrazione dei quali rimandiamo a [Mil, §3] e [T].

TEOREMA 2.4 (Teorema di Sard). Sia U C R™ un aperto non vuoto e sia f : U — R™
un’applicazione differenziabile. L’insieme dei valori critici di f ha misura (di Lebesque) zero

i R™.

Sia C' l'insieme dei valori critici di f. Si noti che il teorema e piu interessante nel caso
m > n, in quanto se m < n allora C' = U. Inoltre il teorema implica che R® — f(C') & denso
in R™ (altrimenti ci sarebbe un aperto non vuoto V' C R” tale che VN (R" — f(C)) =0 e
quindi V' C f(C), che avrebbe allora misura positiva).

COROLLARIO 2.5 (Teorema di Brown). Sia f : M — N un’applicazione differenziabile tra
due varieta differenziabili. L’insieme dei valori regolari di f é denso in N.

Per utilizzare al meglio questi teoremi studieremo la struttura delle fibre, sui valori regolari,
delle applicazioni differenziabili.



54 4. ELEMENTI DI TOPOLOGIA DIFFERENZIALE

LEMMA 2.6. Sia f: M — N un’applicazione differenziabile tra due varieta differenziabili
di dimensioni m ed n rispettivamente, con m > n. Sey € N e un valore regolare di f, allora
f~Hy) & una varieta differenziabile di dimensione m — n.

Dim. Siaz € f~(y). Allora df, & suriettivo, quindi Ker df, ha dimensione m—n. Sia M C R*
e scegliamo un’applicazione lineare L : R¥ — R™™" tale che L Keraf, induce un isomorfismo

tra Kerdf, e R™™™ (basta scegliere una base {v1,...,vn_,} di Kerdf,, completarla ad una
base {vy,...,vx} di R* e definire L(v;) = E; per i = 1,....,m —n e L(v;) = 0 per i =
m—mn+1,..., k). Ora definiamo un’applicazione F' : M — N x R™™™ al modo seguente:

F(x) = (f(z), L(x)).

Allora F' ¢ differenziabile e, per ogni v € T, M, si ha dF,(v) = (df.(v), L(v)). Ma allora dF,
¢ non singolare: se dF,(v) = 0 allora df,(v) = L(v) = 0. Quindi v € Kerdf, e L(v) = 0
implica che v = 0. Quindi dF} ¢ iniettiva tra spazi della stessa dimensione, quindi suriettiva,
cioeé non singolare. Per il Teorema della funzione inversa (Teorema 1.7) ¢’¢ un intorno U di
x che viene mandato diffeomorficamente da F' in un intorno V' di y = F(z) = (f(z), L(x)).
Se w € f~(y) N U allora F(u) = (y,L(u)) € {y} x R™™" e F(u) € V. Ne segue che
Fli-1ipnv - f7Hy)NU — ({y} xR™ )NV & un diffeomorfismo e quindi f~!(y) & una varieta
differenziabile di dimensione m —n. =

Visto ora che, se y € N & un valore regolare di f, allora f~!(y) ¢ una varieta differenziabile
di dimensione m — n, € naturale trovarne lo spazio tangente. Premettiamo prima pero la

DEFINIZIONE 2.7. Sia i : M — N C R* linclusione tra due varieta differenziabili e sia
x € M. Allora (vedasi Esercizio 1.12(b)) T,M C T,N. Lo spazio dei vettori normali ad
Minx ¢ NyM = (T,M)* ={veT,N :v-w=0 per ogni w € T,M} (dovev-w denota il
prodotto scalare standard in R”).

LEMMA 2.8. Sia f: M — N un’applicazione differenziabile tra due varieta differenziabili

di dimensioni m ed n rispettivamente, con m > n. Sia y € N un valore regolare di f e sia
z € fHy). Allora T,f~'(y) = Kerdf, e df, induce un isomorfismo tra N,f*(y) e T,N.

Dim. 1l diagramma commutativo
[y~ M
lf/ Lf
yy——nN
determina, per I’Osservazione 1.6(b), un diagramma commutativo

T ()= T,M

ldfé ldfm

iy~ T,N.
Ma ovviamente, T,{y} = {0}, quindi, per ogni v € T, f~!(y), si ha
dfs(v) = dfy 0 dig(v) = djy o dfy(v) = 0

da cui v € Kerdf,. Quindi T, !(y) C Kerdf, e, per il Lemma 2.6 e I'Osservazione 1.9(b),
hanno la stessa dimensione e pertanto T,f '(y) = Kerdf,. Ora visto che N,f '(y) =



2. VALORI REGOLARI DI APPLICAZIONI DIFFERENZIABILI 55

(T.fY(y))* = (Kerdf,)* ha dimensione m — (m — n) = n, per mostrare la seconda par-
te del lemma bastera far vedere che (dfy)|n, ;-1(y) € iniettiva. Ma questo € ovvio dato che se
v € N,fy) ¢ tale che df,(v) =0, allora v € Kerdf, N (Kerdf,)* ={0}. =

2.1. Varieta differenziabili con bordo.

DEFINIZIONE 2.9. Sia m > 1 e sia H,,, = {(x1,...,2,) € R™ : z,, > 0} il semispazio
superiore con bordo OH,, = {(x1,...,2,) € R™ : z,, = 0}. Un sottoinsieme M C R* si
dice una varieta differenziabile di dimensione m con bordo se per ogni x € M esiste
un intorno W N M di x che é diffeomorfo ad un aperto U N H,, di H,,. Il bordo di M,
OM, ¢ l'insieme dei punti che, tramite questi diffeomorfismi, corrispondono a punti in OH,,.
Linterno di M ¢ Int M = M — OM. Nel sequito quando diremo varieta differenziabile
intenderemo che non ha bordo.

Esercizi 2.10. Sia M una varieta differenziabile di dimensione m con bordo. Allora
(a) OM & una varieta differenziabile di dimensione m — 1.
(b) Int M & una varieta differenziabile di dimensione m.
(c) Per ogni x € M, usando una parametrizzazione, si possono definire, come sopra le nozioni
di spazio tangente e di valore regolare.

Un modo standard di produrre varieta con bordo e il seguente.

LEMMA 2.11. Sia M una varieta differenziabile e g : M — R un’applicazione differenziabi-
le. Se 0 € R ¢ un valore regolare di g, allora {x € M : g(x) > 0} ¢ una varieta differenziabile
con bordo g—1(0).

Dim. La dimostrazione, analoga a quella del Lemma 2.6, ¢ lasciata al lettore per esercizio. m

LEMMA 2.12. Siano M una varieta differenziabile di dimensione m con bordo, N una
varieta differenziabile di dimensione n con bordo e siam > n. Sia f : M — N un’applicazione
differenziabile ed y € N un valore regolare di f e di fion. Allora f~(y) € una varieta
differenziabile di dimensione m —n con bordo Of ' (y) = f~(y) N OM.

Dim. Iniziamo col far vedere che la proprieta da dimostrare e locale, cioe che possiamo
assumere che

() M=VNH" N=R" f:VNH"” - R",
dove V ¢ un aperto di R™e y € R™ ¢ un valore regolare di f e di fjynamm.

Infatti sia z € f~1(y). Allora esiste un intorno W N M di x diffeomorfo ad un aperto ¥V NH™
di H™ ed esiste un intorno W’ NN di y diffeomorfo ad un aperto di H” C R™ e restringendo W
possiamo assumere che f(WNM) C W'NN. Componendo f con i due diffeomorfismi (che non
cambiano la regolarita dei punti, né la fibra in un intorno) abbiamo una nuova applicazione
f": VN H™ — R” tale che y € R™ ¢ un valore regolare di [’ e di f(VﬂBHW' Pertanto (k) e

dimostrata e la assumiamo. Sia x € f~!(y). Se x & un punto interno a V NH™ allora, come
nella dimostrazione del Lemma 2.6, si ha che f~'(y) ha un intorno di x diffeomorfo ad un
aperto di R™™". Se invece x € OH™ sia F : U — R" una funzione differenziabile, dove U &
un aperto di R™ contenente x e F' coincide con f su U NV NH™. Restringendo U possiamo
assumere che F' non ha punti critici su U e su U N H™: infatti sappiamo per ipotesi che sia
dF, che d(Fynpum), hanno rango n, dunque la loro matrice ha un minore n x n non nullo in
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x, quindi per continuita, non nullo in un intorno di . Ma allora dF, e d(Fjynsmm ). hanno
rango n in un intorno di z ed in tale intorno non ci sono punti critici di I’ e di Flynamm.
Sia ora g = Flyny : UNV — R™ Per il Lemma 2.6, g~ '(y) ¢ una varieta differenziabile di
dimensione m — n. Sia 7 : g~ *(y) — R la proiezione nella m-esima coordinata e mostriamo
che 0 € R & un valore regolare di m. Se z € 7 1(0), per il Lemma 2.8, T,g '(y) = Kerdyg, e
occorre far vedere che dr, : T.g !(y) — R & suriettiva, ovvero che dr, : Kerdg, — R & non
nulla. Sia 7 : R™ — R la proiezione nella m-esima coordinata e consideriamo il diagramma
commutativo

gy —— Rm
\ g

che determina
Ker dgzﬁ R™
ldwz
dm,
R™.

Ma 7 ¢ lineare, quindi, per I’Osservazione 1.6(d), si ha che d7, = T e di,, per I'Esercizio
1.12(b), e I'inclusione, quindi dr. = 7| kerqq, € Pertanto dm. € non nulla se e solo se

Kerdg, € Kerm = R™ ! x {0}.

Per vedere questultimo fatto, sia h = gynvremr= e sia j : UNV NOH™ — R™ l'inclusione,
cosi che j((z1,...,2m-1)) = (x1,...,Zm-1,0). Si ha il diagramma commutativo

UNVNoH" 2 ~1UnV

che determina

Ma j ¢ lineare, quindi dj, = j e sappiamo che dh, e suriettiva in quanto gynvnem= € regolare
in 2. Allora sia v = (0,...,0,1) € R™ e sia w € R™! tale che dh,(w) = —dg.(v). Ne segue
che

dg:(v + j(w)) = dg-(v) + dg.(j(w)) = dg.(v) + dh-(w) = 0
e quindi v + j(w) € Kerdg, — R™ ! x {0}. Allora abbiamo dimostrato che 0 € R ¢ un valore
regolare di 7. Ma ora f~Y(y)NU = g~ (y) NH™ = {(z1,...,2m) € ¢ (y) : 7, > 0} =

{z € g7'(y) : m(2) > 0} che, per il Lemma 2.11, & una varieta differenziabile con bordo
71H0)=fyY)y NUNIH™. =
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3. Grado di applicazioni differenziabili

3.1. Parita della cardinalita delle fibre di applicazioni differenziabili.

Sia f : M — N un’applicazione differenziabile tra due varieta differenziabili della stessa
dimensione con M compatta ed N connessa. Sia y € N un valore regolare di f. Allora,
come visto nell’Osservazione 2.2, f~!(y) ¢ un insieme finito (possibilmente vuoto) e #f~1(y)
¢ localmente costante. Vedremo ora che la paritd #f~(y) ¢ indipendente da y. A tale scopo
sara utile la seguente

DEFINIZIONE 3.1. Siano X C R* ed Y C R! due sottoinsiemi, in modo che X x I C RF+1,
Due applicazioni f : X —Y,g: X — Y si dicono differenziabilmente omotope, denotato
[ ~aifs g, se esiste un’applicazione differenziabile (detta omotopia differenziabile tra f e

g) F: X x1—=Y tale che F(z,0) = f(x) e F(z,1) = g(z), per ogni z € X.

OSSERVAZIONE 3.2.

La relazione ~g4;¢5 € d’equivalenza.

Infatti posto F'(z,t) = f(x) si ha che f ~4ss f, mentre se f ~4sr g € F(x,t) & un'o-
motopia differenziabile tra esse, allora G(x,t) = F(x,1 — t) mostra che g 2~ f. Siano ora
f ~aifr g € g ~airs h con due omotopie differenziabili F'(x,t) e G(z,t), rispettivamente. Sia
¢ : I — I una funzione differenzibile tale che p(t) =0 per 0 <t < z e p(t) =1per 2 <t < 1.
0 ift<o0
et if £ >0

At —3)
At —35)+AE—1)

Allora si ottiene un’omotopia differenziabile tra f ed A ponendo

Hipt)= 4 F0e)  if0<t<y
VTGl e - )il <<

Per esempio, posto, per t € R, A(t) = { , definiamo

p(t) =

Per i diffeomorfismi abbiamo invece la

DEFINIZIONE 3.3. Siano X CRF ed Y C R! due sottoinsiemi e siano f : X —Y,g: X —
Y due diffeomorfismi. f e g si dicono differenziabilmente isotope, denotato f ~;.: g, se
esiste un’omotopia differenziabile F' tra f e g tale che, per ognit € I, l'applicazione F; : X —
Y definita da F,(x) = F(z,t), é un diffeomorfismo. F ¢é detta isotopia differenziabile tra

feg.

LEMMA 3.4 (Lemma di omotopia). Siano f : M — N e g : M — N due applicazioni
differenziabili tra due varieta differenziabili della stessa dimensione con M compatta ed N
con bordo. Se f e g sono differenziabilmente omotope ed y € N ¢ un valore regolare di f e g,
allora

#/ 7 (y) = #9 ' (y) (mod 2).

Dim. Sia F : M x I — N un’omotopia differenziabile tra f e g. Distingiuamo due possibilita:
Caso 1: y e un valore regolare di F;
Caso 2: y non e un valore regolare di F'.
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Nel Caso 1, dal Lemma 2.12, segue che F'~!(y) ¢ una varieta differenziabile di dimensione
dim(M x I) —dim N =dim M + 1 — dim N = 1 con bordo

F7Hy)n oM x I) = F~ (y) N (M x {0} IT(M x {1})) = (f~'(y) x {0) I (g7 (y) x {1}).
Ne segue che
HOFH(y) = #f(y) +#97(v)

e l'asserto sara provato se mostriamo che
#OF(y) = 0(mod 2).

Ora F~'(y) ¢ chiuso in un compatto, quindi compatto. Ma una varieta differenziabile di
dimensione 1 ¢ diffeomorfa ad un’unione disgiunta di segmenti e circonferenze (si veda [Mil,
Appendice]). Pertanto, essendo compatta, ha un numero pari di punti di bordo, da cui
#OF ' (y) = 0(mod 2).

Nel Caso 2 siano V e W due intorni di y in N nei quali #f~!(y) e #g~*(y) sono costanti
(tali intorni esistono per I’Osservazione 2.2(b)). Per il Teorema di Brown (Teorema 2.5), c¢’¢
un valore regolare z di F''in V N'W e quindi, per il Caso 1,

#F ' y) =#f2) =9 (2) = #g (y)(mod 2). =
Il lemma seguente e cruciale per lo studio del grado modulo 2. Ne daremo una dimostra-

zione diretta. Una dimostrazione alternativa si puo trovare in [GP, Isotopy Lemma, pag.
142].

LEMMA 3.5 (Lemma di omogeneita). Sia M una varieta differenziabile connessa con bordo
e siano x,y € Int M. Allora esiste un diffeomorfismo h: M — M tale che

(i) B isor Idas, €
(i) A(y) = z.

Dim. Iniziamo a costruire una famiglia di diffeomorfismi di R™ in se tali che fissano i punti
fuori del disco chiuso di raggio 1, By = {x € R" : ||z|| < 1} e mandano l'origine in ogni
punto scelto in un opportuno disco D.(0). Sia ¥ : R® — R una funzione differenziabile
tale che () > 0 se [|z]] < 1 e ¥(x) = 0 se ||z|]|] > 1 (per esempio possiamo scegliere
W(z) = M1 — ||z||]), dove A ¢ la funzione definita nell’Osservazione 3.2). Per ogni ¢ € R"
consideriamo il sistema di equazioni differenziali

dIZ‘

(*) It

Per il Teorema di esistenza ed unicita delle equazioni differenziali [B, Teor.4.1], per ogni
7 € R™ ¢’¢ un’unica soluzione x(t) del sistema, definita per ogni ¢ € R (vedasi [Mi2, §2.4]), tale
che z(0) = 7. Posto Fy(T) = x(t) si definisce, per ogni ¢ € R, un’applicazione F; : R" — R".
Il Teorema di esistenza ed unicita delle equazioni differenziali implica che F;(T) & una funzione
differenziabile di t e . Inoltre Fy = Idg», in quanto Fy(Z) = x(0) = Z. Per ogni s,t € R si
ha Fy,; = Fs o I}, perche, per ogni T € R™, fissato t, F5(F(T)) = Fs(x(t)) ¢ la soluzione del
sistema

= (T, ... x,), 1 <i<n.

dy;
d_yzciw(yla"wyn) 1§ S
S
con condizione iniziale y(0) = x(t), ma anche z(s + t) lo ¢, da cui
F(Fi(T)) = Fo(x(t) = 2(s + 1) = Fou(T).
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Allora ogni F; ¢ un diffeomorfismo (il suo inverso ¢ F_;) che ¢ differenziabilmente isotopo
all’identita. Infine facciamo vedere che, scegliendo opportunamente c e ¢, si puo far in modo
che F;(0) & un qualsiasi punto di un opportuno disco D.(0). Sia m € N tale che m > 0 e
siae=1—-Leca=1+ @, dove In(e) ¢ il logaritmo naturale di €. Se ||z|| = a allora
L—|lz|| = —@ e quindi ¥(z) = A(1—||z||) = e. Allora la funzione x;(t) = ect & soluzione di
(%) e soddisfa x1(0) = 0, quindi x;(t) = x(t) sulla sfera S,. Ma allora z(1) = ce, e, al variare
di ¢, si ottiene un qualsiasi punto del disco D.(0).

Ora consideriamo due punti z, 2z’ € Int M. Diremo che z & in relazione con 2’ se esiste un
diffeomorfismo h : M — M tale che h ~;,, Idy; e h(z) = 2’. Tale relazione ¢ certamente di
equivalenza e notiamo che, usando la costruzione precedente, si ha che se x € Int M allora,
preso un intorno diffeomorfo ad R™, ogni punto sufficentemente vicino ad x € equivalente ad
x. Ma allora la classe di equivalenza di ogni x € Int M & aperta. Dato che M & connessa ne
segue che Int M lo e e quindi ha un’unica classe di equivalenza, cioe ogni coppia di punti sono

equivalenti. =

o

DEFINIZIONE 3.6. Sia f : M — N un’applicazione differenziabile tra due varieta differen-
zabili della stessa dimensione con M compatta ed N connessa con bordo. Il grado modulo
2 di f, denotato deg, f, ¢ la classe modulo 2 di #f~(y), dove y € N ¢ un qualsiasi valore
regolare di f.

Il risultato seguente mostra che la definizione di grado modulo 2 & ben posta e dipende
solo dalla classe di omotopia differenziabile di f.

TEOREMA 3.7. Sia f : M — N un’applicazione differenziabile tra due varieta differenzia-
bili della stessa dimensione con M compatta ed N connessa con bordo. Siano y,z € N due
valori regolari di f. Allora

#17(y) = #f7(2) (mod 2).
Inoltre deg, f dipende solo dalla classe di omotopia differenziabile di f.

Dim. Per I'Osservazione 2.2(b) esiste un intorno V' di y in N nel quale # f ~1(y) & costante. Se
y € ON, essendo V NInt N # (), per il Teorema di Brown (Teorema 2.5) ¢’& un valore regolare
y' di fin V NInt N, quindi abbiamo #f~(y') = #f '(y). Analogamente possiamo fare per
z e dunque possiamo assumere che y,z € Int N. Per il Lemma di omogeneita (Lemma 3.5)
esiste un diffeomorfismo h : N — N tale che h(y) = z e h ~;,; Idy. Allora z & un valore
regolare di ho f e ho f ~ysr f. Il Lemma di omotopia (Lemma 3.4) mostra allora che
#(ho f)~(2) = #f71(2)(mod 2). Ma ovviamente (ho f)7'(z) = f~Y(h 7 (2)) = f~l(y) da
cui #f7(y) = #f7(2)(mod 2). Sia ora g : M — N un’applicazione differenziabile tale che
f ~aifr g. Dato che y ¢ un valore regolare di f, come nella dimostrazione del Lemma 2.12,
c’e un intorno W di y in N che contiene solo valori regolari di f. Per il Teorema di Brown
(Teorema 2.5) ¢’ un valore regolare 3’ di g in VNW, quindi 3’ lo & anche di f. Per il Lemma
di omotopia (Lemma 3.4) si ha che #f~1(y/) = #¢'(¢')(mod 2), cio¢ deg, f = deg, g. =

3.2. Varieta orientate.

Ricordiamo prima la

DEFINIZIONE 3.8. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione n > 1. Due basi
{vi,...,vn} e{wy,...,w,} di V si dicono concordemente orientate (rispettivamente di-
scordemente orientate) se il determinante della matrice di cambio di base é positivo (Tisp.
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negativo). Un'orientazione di V ¢é una scelta di classe di equivalenza di basi orientate. Se
V = {0} un'orientazione di V' sara un simbolo +1 o —1 associato a V. L’orientazione
standard di R" ¢ quella definita dalla base canonica {E, ..., E,}.

DEFINIZIONE 3.9. Una varieta differenzibile orientata (con bordo) é una varieta dif-
ferenzibile M di dimensione m con una scelta di orientazione in T, M, per ogni x € M tale
che, se m > 1, per ogni x € M esiste un intorno U di x in M ed un diffeomorfismo h di U
in un aperto di R™ (o di H™) che preserva l'orientazione, cioé tale che, per ogniu € U, dh,
manda [’orientazione scelta in T, M in quella standard di R™. Una varieta differenzibile (con
bordo) si dice orientabile se possiede un’orientazione.

OSSERVAZIONI 3.10. Sia M una varieta differenziabile (con bordo) di dimensione m > 1.
(a) Se M ¢ connessa ed orientabile allora ha solo due possibili orientazioni.
(b) Sia M con bordo, z € OM e sia g una parametrizzazione di M in x. Possiamo distinguere
tre tipi diversi di vettori tangenti ad M in z: (i) vettori tangenti a M (sono i vettori in
T,0M C T,M). (ii) vettori tangenti che “puntano fuori” di OM (sono i vettori del tipo
dg,(v), dove v punta fuori da H™). (iii) vettori tangenti che “puntano dentro” dM (sono i
vettori del tipo dg,(v), dove v punta dentro H™).
(c) Un’orientazione di M induce, al modo seguente, un’orientazione di OM: se x € OM una
base {vg, ..., v, } di T,0M ¢ positivamente orientata se {vy, ..., v, } € una base positivamente
orientata di T, M per ogni v; che punta fuori di OM.

3.3. Il grado di Brouwer.

DEFINIZIONE 3.11. Sia f : M — N wun’applicazione differenziabile tra due varieta diffe-
renziabili orientate della stessa dimensione con M compatta ed N connessa. Sia x € M un
punto regolare di f. Il segno di df, ¢

1 se df, preserva l'orientazione

—1 se df, cambia ['orientazione.

seqno(df.) = {

Sia y € N un valore regolare di f. Il grado di f in y ¢
deg(f,y)= Y segno(df.)

z€f~1(y)

Nella definizione precedente si noti che, essendo x un punto regolare di f, df, e suriettiva,
ma, avendo le due varieta la stessa dimensione, df, € un isomorfismo, quindi manda una base
di 7, M in una base di T,V ed ha senso parlare di df, che preserva o cambia I'orientazione.
Vedremo inoltre, nei prossimi risultati, che deg(f,y) non dipende da y, ne da f, ma solo dalla
classe di omotopia differenziabile di f.

ESERcI1ZI 3.12.
(a) Sia f : M — N un’applicazione differenziabile tra due varieta differenziabili orientate
della stessa dimensione con M compatta ed N connessa. Sia y € N un valore regolare di f.
Il grado di f in y e localmente costante.
(b) Sia S' = {2z € C:|z| =1}, siak € Nesia f: S — S! definita da f(z) = 2*. Allora
deg(f,y) = k per ogni y € S valore regolare di f.



3. GRADO DI APPLICAZIONI DIFFERENZIABILI 61

LEMMA 3.13. Siano X una varieta orientata compatta con bordo e sia M = 0X orientata
compatibilmente ad X (nel senso dell’Osservazione 3.10(c)). Sia f : M — N un’applicazione
differenziabile dove N e una varieta differenziabile della stessa dimensione di M, M ¢ com-
patta ed N e connessa. Se f si estende ad un’applicazione differenziabile F': X — N allora
deg(f,y) = 0 per ogni y € N walore regolare di f.

Dim. Distinguiamo due possibilita:

Caso 1: y e un valore regolare di F

Caso 2: y non e un valore regolare di F'.

Nel Caso 1, dal Lemma 2.12 e dall’Esercizio 2.10(a), segue che F~!(y) & una varieta dif-
ferenziabile di dimensione dim X — dim N = dim M + 1 — dim N = 1 con bordo OF }(y) =
F~Y(y)n M. Ora F~(y) & chiuso in un compatto, quindi compatto. Ma una varieta differen-
ziabile di dimensione 1 & diffeomorfa ad un’unione disgiunta di segmenti e circonferenze (si
veda [Mil, Appendice]). Pertanto, essendo compatta, ogni arco A C F~(y) avra due punti
di bordo {a,b}. Mostreremo che

(x) segno(df,) + segno(df;) = 0.

Ora facciamo vedere che (x) implica la tesi del lemma nel Caso 1:

deg(fy) = 3 segno(df,)= 3 segmo(df) = Y. segno(df,) = 0

zef~1(y) z€F~1(y)NM ACF~1(y),z€dA

per (x). Ora mostriamo (x). Iniziamo a stabilire un’orientazione su ogni arco A. Sia n =
dim M = dim N. Dato x € A sia {vy,...,v,,1} una base positivamente orientata di 7T, X tale
che v € T, A. Allora diremo che v; definisce un’orientazione positiva per A se e solo se dF,
manda {vs,...,v,41} in una base positivamente orientata di 7, N. Ora sia w(z) il vettore
unitario orientato positivamente in x € A. Allora w(z) ¢ differenziabile e quindi puntera
esternamente in un punto di 0A, diciamo in a e, di conseguenza, internamente nell’altro
punto b di JA. Allora, per definizione, dF, manda {vs,...,v,11} in una base positivamente
orientata di 7, N, mentre dF, manda {vs,...,v,41} in una base negativamente orientata di
T,N. Ma, per 2 < j < n+1, si ha dF,(v;) = df,(v;), quindi df, preserva l'orientazione, mentre
dfy la cambia. Allora segno(df,) = 1 e segno(df,) = —1, (%) & dimostrata e la dimostrazione
del lemma nel Caso 1 e conclusa.

Nel Caso 2 sia V un intorno di y in N nel quale deg(f,y) & costante (tale intorno esiste
per I'Esercizio 3.12(a)). Per il Teorema di Brown (Teorema 2.5), ¢’e¢ un valore regolare z di
F in V e quindi, per il Caso 1, deg(f,y) = deg(f,2) =0. =

LEMMA 3.14. Swano f : M — N e g : M — N due applicazioni differenziabili tra
due varieta differenziabili orientate della stessa dimensione con M compatta ed N connessa.
Se f e g sono differenziabilmente omotope ed y € N e un valore regolare di f e g, allora

deg(f,y) = deg(g,y).

Dim. Sia F': M x I — N un’omotopia differenziabile tra f e g. La varieta M x I puo essere
orientata in modo che il suo bordo M x {1} & orientato positivamente, mentre M x {0} &
orientato negativamente. Per il Lemma 3.13 si ha

0 = deg Floouxr) = deg(g,y) — deg(f,y). m
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TEOREMA 3.15. Sia f : M — N un’applicazione differenziabile tra due varieta differen-

ziabili orientate della stessa dimensione con M compatta ed N connessa. Siano y,z € N due
valori regolari di f. Allora deg(f,y) = deg(f, z).

Dim. Per il Lemma di omogeneita (Lemma 3.5 - che si applica in questo caso, dato che
possiamo considerare N con bordo ON = ()) esiste un diffeomorfismo h : N — N tale che
h(y) = z e h 5, Idy. Allora z & un valore regolare di ho f e ho f >~ f. Il Lemma 3.14
mostra allora che deg(ho f, z) = deg(f, z). Ora facciamo vedere che h preserva ’orientazione.
Sia F' : N x I — N un’isotopia differenziabile tra h e Idy. Allora F; : N — N definita
da Fi(z) = F(x,t) ¢ un diffeomorfismo per ogni t € I e quindi d(F}), : T,N — T,N ¢ un
isomorfismo per ogni t € I e per ogni x € N. Ma allora, fissati x € N e fissata una base
orientata positivamente di 7, N, si ha che la funzione ¢ : I — N definita da ¢(t) = det(d(F}).)
¢ continua. Dato che ¢(1) = det(d(F}),) = det(Idr,xy) = 1 > 0, non puo essere ¢(0) < 0,
altrimenti ci sarebbe un ¢, € I tale che ¢(ty) = 0, cioe det(d(F},).) = 0, contraddicendo il
fatto che d(Fy,), € un isomorfismo. Allora det(dh,) = det(d(Fp).) = ¢(0) > 0, cioe h preserva
I'orientazione. Ne segue che h o f preserva l'orientazione se e solo se f la preserva, quindi

deg(ho f,z) =deg(f,y). =

DEFINIZIONE 3.16. Sia f : M — N un’applicazione differenziabile tra due varieta dif-
ferenziabili orientate della stessa dimensione con M compatta ed N connessa. Il grado di
Brouwer di f ¢ deg f = deg(f,y), dove y € N ¢é un qualsiasi valore regolare di f.

Il Teorema 3.15 mostra che la definizione di grado di Brouwer di f € ben posta. Il Corollario
seguente mostra che la stessa dipende solo dalla classe di omotopia differenziabile di f.

COROLLARIO 3.17. Stano f : M — N e g: M — N due applicazioni differenziabili tra
due varieta differenziabili orientate della stessa dimensione con M compatta ed N connessa.
Se f e g sono differenziabilmente omotope, allora deg f = deg g.

Dim. Come alla fine della dimostrazione del Teorema 3.7 possiamo trovare un punto y in N
che e un valore regolare di f e di g. Ora basta applicare il Lemma 3.14. =

4. Campi differenziabili di vettori tangenti

DEFINIZIONE 4.1. Sia M C R* una varieta differenziabile (con bordo). Un campo dif-
ferenziabile di vettori tangenti ad M ¢ un’applicazione differenziabile v : M — RF tale
che v(x) € T,M per ogni x € M. Sia U C R™ un aperto non vuoto e sia v : U — R™ un
campo differenziabile di vettori tangenti ad U. Un punto z € U si dice uno zero isolato di
v se esiste un intorno V di z in U tale che v(z) =0 e v(2') # 0 per ogni 2’ € V. — {z}. Sia
e > 0 tale che, denotando con D.(z) il disco di centro z e raggio €, si ha D.(z) C V e sia
S:(z) = 0D.(z) orientata compatibilmente con D.(z) (nel senso dell’Osservazione 3.10(c)).
Sia v : S.(z) — S™ ! definito da v(z) = IIZEE;II' Lindice di v in z, denotato con 1,(z), e
degv.

Vedremo che tale definizione non dipende dalla scelta di € e, piu in generale, non dipende
da diffeomorfismi di U.

DEFINIZIONE 4.2. Siano M C R*¥, N C R! due varieta differenziabili (con bordo) e siano
f: M — N un’applicazione differenzibile e v : M — R¥ w : N — R due campi differenziabili
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di vettori tangenti ad M ed N rispettivamente. Diremo che w corrisponde a v tramite f
se df,(v(z)) = w(f(x)) per ogni x € M. Se f ¢ un diffeomorfismo, un campo differenziabile
di vettori tangenti ad N corrispondente a v tramite f verra denotato con df ovo f~1.

Iniziamo con il premettere il

LEMMA 4.3. Sia f: R™ — R™ un diffeomorfismo che preserva l'orientazione. Allora f é
differenzibilmente isotopa a Idgm.

Dim. Senza perdita di generalita possiamo assumere f(O) = O, dove O = (0,...,0). Sia
F :R™ x I — R™ definita da

f(tz)
Fa,t) = : se 0<t<1
dfo(x) se t =0 .

Mostriamo che F' e un’omotopia differenziabile tra f e dfp. Ora F' e continua per definizione di
differenziale, ma facciamo vedere che F' ¢ anche differenzibile. Osserviamo prima che esistono
funzioni differenzibili g;(z), ..., gm(z) tali che f(z) = x191(x) + ... + Tmgm(x): infatti si ha

po= [ =y e [

laf
0 Ox;

e basta porre g;(z) = -(tx)dt. La differenzibilita di F' seguira certamente se mostriamo
che

(%) F(x,t) =x101(tx) + ... + Tpgm(tx).
Ora,se 0 <t <1,siha

t t tr) + ... +1xygm(t
F(l‘,t):f(tx> _ -Tlgl( .’I) t ITmg (-T> :xlgl(ta:)++xmgm(tx),

mentre se t = 0 si ha

. tx .
F(x,0) = 11_{% %) = 111)%(:1:191@;15) + .ot Tpgm(te)) = 2161(0) + ... 4 21,9 (0)

e (x) e dimostrata. Allora f =~y dfo e resta da vedere che dfp ~yrf Idgm. Ora dfo €
rappresentata da una matrice A di determinante positivo e possiamo scegliere un’applicazione
differenziabile v : I — GL(m,R)" = {B € GL(m,R) : det B > 0} tale che y(0) = A
e v(1) = I, (si veda per esempio [L, Prop.9.36]). Allora ponendo G(z,t) = ~(t)z si ha
un’isotopia differenziabile tra dfo e Idgm. =

LEMMA 4.4. Siano U C R™ U" C R™ due aperti non vuoti e siano f : U — U' un
diffeomorfismo, v : U — R™ un campo differenziabile di vettori tangenti ad U e sia w =
df ovo f7t. Se z € U ¢ uno zero isolato di v si ha

tw(2) = tw(f(2)).

Dim. Senza perdita di generalita possiamo assumere z = f(z) = O = (0,...,0) e U convesso.
Se f preserva l'orientamento, come nel Lemma 4.3, per ogni t € I possiamo costruire diffeo-
morfismi Fy : U — F,(U) tale che Fy = 1dy, I} = f e [,(0)=0. Orase v, =dF,ovo F !,
allora tutti i v; sono definiti e non nulli su una sfera S.(O) di raggio e sufficentemente piccolo.
Ma allora l'indice di v = vp in O e lo stesso di quello di w = v; in O. Invece se f cambia
'orientamento ¢ sufficente scegliere una riflessione p e considerare il campo v/ = powv o p~*
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Infatti ora p o f preserva 'orientazione e se v'(z) = %, x € 5.(0), allora v/ = povop?

ed un calcolo diretto mostra che degv’ = degv. =
Il lemma permette di dare la seguente

DEFINIZIONE 4.5. Sia M C R* una varieta differenziabile (con bordo) e sia v : M — R*
un campo differenziabile di vettori tangenti ad M. Sia z € M uno zero isolato di v e sia
g : U — M una parametrizzazione di M in z. Lindice di v in z, denotato con 1,(z), é
Uindice di dg=' ovo g in g71(2).

Richiamiamo ora un fatto generale di teoria di gruppi (si veda per esempio [Ma, Teor.4.73]):
sia G un gruppo abeliano finitamente generato. Allora G =2 T @ Z" dove T e il sottogruppo
di torsione di G e r € NU {0}. L’intero r ¢ univocamente associato a G e si dice il rango di
G.

Prima di enunciare il risultato principale di questa parte della topologia differenziale,
osserviamo che se M ¢ una varieta differenziabile compatta (con bordo) allora i suoi gruppi
di omologia sono gruppi abeliani finitamente generati ([H, Cor.A.9 e A.8]). Allora possiamo
introdurre la

DEFINIZIONE 4.6. Sia M una varieta differenziabile compatta (con bordo) di dimensione

m. La caratteristica di Eulero-Poincaré di M, denotata con x(M), é > rango(H,(M)).
p=0

TEOREMA 4.7 (Teorema di Poincaré-Hopf). Sia M C R* una varieta differenziabile com-
patta (con bordo) di dimensione m e sia v : M — R* un campo differenziabile di vettori
tangenti ad M con zeri isolati. Se M ha bordo supponiamo che v punta esternamente in ogni

punto del bordo. Allora
> L(z) = x(M).

z zero isolato di v
Questo teorema mostra che la somma degli indici di un campo vettoriale dipende solo
dalla topologia di M. Una sua dimostrazione ¢ pero oltre gli scopi di questo corso (si veda
per esempio [GP, pag.134]).
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