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1. Si determini l'inversa delle seguenti matrici:

1 0
’A:(Q —2)7

3 2
'B:(—z 5)’

6 1 -2
e C=|7T0 1
11 =3
NB) Per la risoluzione dell’esercizio possono essere utilizzati due
metodi diversi. Li utilizzeremo alternativamente
i) Consideriamo la matrice A e affianchiamo ad essa la matrice
identita, ottenendo cosi la seguente matrice:

1 0 10
A
A—<2—201)

A questo punto cerchiamo, tramite operazioni elementari sulle ri-
ghe di A’, di spostare la matrice identita sulla sinistra.

I PASSO: Sottraiamo alla seconda riga il doppio della prima cioé
applichiamo la seguente operazione elementare: Ry = Ry — 2R,

Otteniamo cosi la matrice (1 0 1 0)

0 -2 -2 1
IT PASSO: Dividiamo la seconda riga per —2, cioé Ry = —%Rg
Siamo arrivati a <(1) (1) 1 _Ol ); possiamo subito notare che ora
2

la matrice identita é a sinistra; ma allora:

1 0
R O)
L -}

ii) Utilizziamo l'altro metodo, sfruttando la definizione di inversa.
Voglio trovare B~! tale che BB~! = I. Ma allora, usando una
matrice generica:



3 2\ (z y\_ (10 N -
(_2 5) <Z t) B (0 1)’ da cui il seguente sistema:

3v+2z=1
3y+2t=0
—2x+52=0
—2y+5t=1

le cui soluzioni sono (z,y, z,t) = (%, _%7 12_97 11)

S5 _2
Qulndl B_l - <129 319)

19 19

iii) Torniamo a utilizzare il primo metodo.

61 -2 100 6 1 -2 10 0

70 1 010 ——[0 -7 22 01 -7

11 -300 1) ™™™\ 1 300 1) BH®

5 0 1 10 -1 5 0 1 10 -1

0o -72 01 -7 —[0 7201 7| ———

1 1 =300 1) FRisfe \1 o 1 g1 () R-Rsh

5 1 1 0 -1 50 0 =523 2

0 -7 2 0 1 7| — [0 -7 22 0 1 -7

0 0 -2 _1 1 1) Rm=R+$R \g (g _2 _1 1 1 | F=FRt38R
35 55 75 55 35 0 5 17 1

5 0 0 -5 5 3 10 0 =3 3 3

0 -7 0 775 70| —— |0 -7 0 =77 56 70| ——

0 0 —=2 1 1 1] R=gR \g g _2 _1 1 1] R=—3R
35 1 5 1 7 15 35 1 51 7 1 5

10 0 —3 5 3 100 - 35 3

01 0 11 -8 -10)] ——— (0 1 0 11 -8 —10

00— 1+ b)) o0 § o3

NB) Per ottenere i coefficienti del sesto passaggio si ragiona cosi:
il nostro scopo & quello di ottenere uno 0 al posto del 22 della
seconda riga; per farlo, devo sfruttare necessariamente la terza;
la utilizzo cosi: voglio trovare x t.c. 22 — %x = 0. Risolvendo
I’equazione ottengo = = 385. Un procedimento simile puo essere
seguito ogni qualvolta risulti difficoltoso trovare i coefficienti adat-

ti da moltiplicare a una riga.

2. Si mostri che per ogni matrice invertibile A si ha che (A*)~! = (A71)%

Se A é una matrice invertibile si ha [ = [' = (AA™1)! = (A71)' AL,



quindi (A"~ = (A7)

. 31 mostri che I'inversa di ogni matrice simmetrica invertibile é anch’essa
simmetrica.

Una matrice ¢ simmetrica se A = A’. Ma allora:
Al = (At)—l — (A—l)t
dove per la seconda uguaglianza abbiamo usato ’esercizio 2.

. Si determinino, se esistono, tutte le soluzioni dei seguenti sistemi di
equazioni lineari, utilizzando il metodo di Gauss-Jordan:

3y =1
x4+ 10y =0
oz =1

)

(S

3! soluzione (—%, %,

y=1
3r+2=0
3r+2y+z2=2

3 oot soluzioni del tipo (¢, 1, —3t)

y+z2=0
r+2y+3z2=1
r+3y+4z=1

3 oo! soluzioni del tipo (1 —t, —t,t)

3r+52=0
2x+%y—z:1
3z +y—82=0

il sistema ¢ incompatibile

rT—y+22—-5t=0
20 +2y+z—t=1
r+y+z+t=0

20 +4y —24+2t=0



il sistema ¢ incompatibile

. Si discuta il seguente sistema, al variare del parametro h € R:

rT—y+z=-1
hr+y+2z=1
r+hy+z=2
3 soluzioni per h #2 e h # —1 (ﬁ, Hih, —1)
per h = —1 il sistema é incompatibile;

per h = 2 il sistema ha oo soluzioni del tipo (—t,1,t)

. Si scrivano le seguenti matrici come prodotto di matrici elementari:

1 2
« A= <2 1)
1 2
« b= (3 4)
Innanzitutto bisogna osservare che entrambe le matrici sono invertibili

e che pertanto possono essere scritte come prodotto di matrici elemen-
tari. Iniziamo allora con lo svolgimento:

oy

Tramite operazioni elementari sulle righe di A vogliamo ottenere la
matrice identita (sard piu chiara ad esercizio concluso la motivazione);

1 2 1 2
2 1) Ry=Ry—2r; \0 —=3)/°

La stessa operazione la facciamo sulle righe della matrice identita:

10 1 0
<O 1) Ro=R>—2R; <—2 1)'
A questo punto possiamo scrivere:
10\ /1 2y (1 2
(LG %)

Ora: (1 2)—> 1 O)eanche
" \0 =3/ ri=ri+2r, \0 —3

2
<1 O) —_— (1 i) Otteniamo:

R1=R1+%Rz 0
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Tutti questi calcoli sono serviti per arrivare alla matrice I; a questo pun-
to torniamo indietro, sostituendo successivamente tutte le uguaglianze

e (39)- )60 5) -6 26 D65
b )6 DG )
a ez (G i)

1
D=0
I =XYZx A e quindi
Z7YWIX = Z7'Y1X1XY Zx A = A. Per concludere basta quindi
calcolare X1, Y1 e Z~! con i metodi gia visti nell’esercizio 1.
Per quanto riguarda la matrice B il procedimento é praticamente iden-
tico.

Se adesso poniamo X =

— wWIiN

. Si enunci la definizione di spazio vettoriale e si dia a K™ una struttura
di spazio vettoriale sul campo K.

Per la definizione di spazio vettoriale e per il caso di K™ si pud consul-
tare il Sernesi alle pagine 17 e 18 (definizione 1.1 ed esempio 1.2.1).



