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Esercizio 1. (Convergenza monotona non crescente) Sia f, : X — [0,400] misurabile per n =
1,2,...esiano f1 > fo > > fr > >0 con fo(z) = f(x), n & 400 p-g.o. in X e sia
f1 € L*(n). Dimostrare che vale l'uguaglianza

li ndi = du . 1
Jm /X fndp /X fdp (1)
Soluzione: Sia g, := f1 — fn, per n = 1,2,.... Essendo la successione delle f,, monotona non

crescente, allora (gn)n>1 € monotona non decrescente e si ha, per ipotesi di convergenza p-q.o.
che gn(z) = fi(z) — f(x) =: g(z),n — 400 per ogni z € X \ E con pu(E) = 0. Estendendo
arbitrariamente g in modo misurabile su tutto X, e si ha per il teorema di convergenza monotona'

/Xfl—fndu:/X\Efl—fndu+/Ef1—fndu—mﬂo/X\EgdpE/Xfldu—/xfdu.

=0
Dall’ipotesi di sommabilita di fi, la tesi segue.

Esercizio 2. Sia X il sequente sottoinsieme di R
Y:={ACR: [0,+00) C A oppure A C (—00,0)}

1 se AN0,+o0) #0

e sia p 2 X — [0,400] definita p(A) := { 0 seAC(—00,0)

1. Dimostrare che ¥ é una o-algebra su R e p una misura positiva
2. Dimostrare che una funzione f: R — R & X-misurabile se e solo se ¢ costante su [0, +00).

¢ se ANJ0,+o00) #

0 se AC (—o0,0) per ogni A € X.

3. Dimostrare che, se fljo,400) = ¢, allom/ fdp = {
A

Soluzione:

1. Chiaramente § € ¥ e R € ¥ poiché [0, +00) C R.
Chiusura per passaggio al complementare: Sia A € X: se A D [0,+00) = A° C (—0,0),
quindi A° € X. Se invece A C (—00,0) = A° D [0, +00).
Chiusura rispetto all’'unione numerabile di sottoinsiemi di ¥: Sia A = U,A,, A, € X. Se
esiste ng : Ay, D [0,+00), allora A € . Se invece 4,, C (—00,0)Vn = A C (—0,0).
Pertanto ¥ & una o-algebra.

p & una misura su X : Per definizione di u, dato § € (—o00,0), u(@) = 0. Sia {A,} una
collezione di sottoinsiemi disgiunti a due a due di . Caso 1: A4,, C (—o0,0),Vn, nel qual

1Si ricorda che il funzionale di integrazione Zy (h) = / hdp & ben definito solo sullo spazio quoziente delle
funzioni misurabili rispetto alla relazione di equivalenza di uguaglianza quasi ovunque: h ~ g se h = g q.o. in X.

Pertanto se h & definita su Y \ E con p(E) = 0, il simbolo / hdp.
Y



caso u(UpAyp) =0 = Zu(An). Caso 2: esiste un unico n’ tale che A, D [0, +00), mentre
n

Vn #n' A, C (—00,0). In questo caso pu(Up,A,) =1 = u(Ay) + Z w(Ay) =140.

n#n/'
Si osservi che p non € una misura sui Boreliani di R: basti prendere gli intervalli disgiunti
(0,2) e (3,4) in cui non vale Padditivita di pu.

2. («<=) Supponiamo che f valga costantemente ¢ su [0,+00) e prendiamo un aperto A C R.
Se ¢ & A, allora f~'(A) C (—00,0) e dunque appartiene a ¥. Altrimenti, se ¢ € A, allora
f7H(A) D [0, +00) necessariamente, pertanto f~'(A) € ¥ . Quindi f & Y-misurabile.

(=) Dato che f & misurabile, presi zg,e > 0 e definito A = (f(xo) — &, f(zo) + €) si ha
necessariamente f~1(A) D [0, +00). Pertanto per ogni > 0 si ha f(x) € A, per ogni € > 0,
quindi f(z) = f(=zo), Yz > 0.

3. Rispetto a p, fl0,4+00) = ¢, #-q.0. in R. Dunque, il suo integrale su A € ¥ coincidera con
quello della costante ¢, che per definizione vale

B [ e se AN0,+o0) #0
AfdMACdM_CM(A)_{ 0 se AC(—00,0)

Esercizio 3. Sia f € L'(R) tale che /+0° f(z)dz =1.
Calcolare -
+oo 2
1. ngrfoo N fz)e ™ du;
2. nEIJPoo /J:o f(z +n)cos (%nx) dz;
3. lim o f (f) arctan (x2) dzx.
n—-+oo oo n
Soluzione:
1. f(:z:)e*de:z: e 0 per ogni x # 0 e inoltre ‘f(:z:)e*m”2 < f(z) € LY(R), dunque si puo
applicare il teorema di convergenza dominata:
+o0 2 +o0 2 +o00
nll)rfoo N fx)e ™™ do = /_oo ngg—loo flx)e ™™ da = /_oo ngr}rloo 0dz = 0.

2. Utilizzando il cambio di variabile y = x 4+ n e la periodicita del coseno si ottiene

+oo +oo T +oo T
[m f(x +n)cos (T) dr = [m f(y) cos (Qny - 27r) dy = [m f(y) cos (2ny> dy;
e (27) <

|f(y)| € L*(R), allora si puo applicare il teorema di convergenza dominata:

2
a questo punto, poiché f(y)cos (w) —  f(y) perogniy € Re
n n—-+o0o

too 2mx Foo 27y
li — )dz = 1l —)d
dm N f(:c—f—n)cos( - ) x Jm N f(y)cos( n ) Y
too 2my
= 1. e d
/m n;glmf(y)COS( ~ > y
+oo
= [ sy
= 1



x
3. Dal cambio di variabile y = — otteniamo
n

/_+OO f (%) arctan (xQ) dz = n/_+00 f(y) arctan (n2y2) dy.

In quest’ultimo integrale si pud applicare il teorema di convergenza dominata, perché f(y) arctan (n2y2) —

n—-+4oo
™ . ™
5 £(y) per ogni y # 0 e [f(y) arctan (ny?)| < Zf(y) € L' (R); dunque,

+0o0 +oo
. x 2 _ . . 2,2
nEI—&I-loo - f (n) arctan (%) dz = <nll>r-ir-loo n) (ngr—{-loo [m f(y) arctan (n’y )dy)
—+o0
B . . 2 2
= (nglfoo n) (/_OO nEToof(y) arctan (n’y )dy)
. too

= <nllffoo”> ( /_ _ 2f(y)dy>
- Ty
= 5. tm o
= +oo

Esercizio 4. Sia (X,X, u) uno spazio misura con pu(X) < +00 e sia {fntnen una successione di
funzioni p-misurabili, non-negative, tali che f, —_~>_ 0 puntualmente e che soddisfino la proprieta
n——+0o0o

Ve > 0dM, tale che / fadp < e.
{z€X: fn(z)>M}

Dimostrare, utilizzando la successione fM(x) = min{f,(z), M}, che/ fodp — 0.
bl

n—-+oo

Soluzione: Ad ogni M > 0 fissato, ffy 0 puntualmente, inoltre per costruzione 0 < f,ZLV[ <
e

_>
1——+00
M, con / Mdp = Mu(X) < 400, dunque dal teorema di convergenza dominata / f,]lud,u —

X X

n—-+oo
0.

Prendiamo ora e, M. che verifichino la proprieta precedente e notiamo che f, = féw + (fn —
M)X{zex:f,(z)>m}: dunque, otteniamo

0 < lim /fndu
X

n—+00
—  lim /fé”du+ lim (fn = M)dp
n—+oo [ n—+00 {zeX:fn(z)>M}
= lim (fn = M)dp
n=+00 Jrrex:f, (x2)>M}
< lim Jndp
n—+o0o {z€X:fn(z)>M}
< e

Essendo ¢ arbitrario, concludiamo che il limite e 0.



