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Esercizio 1. Sia r > 0 fissato, µ una misura Boreliana su R e finita sui compatti.

1. Dimostrare che, data una successione xn → x, n→ +∞ si ha

µ((x− r, x+ r)) ≤ lim inf
n→+∞

µ((xn − r, xn + r)),

ossia che f(x) := µ((x− r, x+ r)) è inferiormente semi-continua.

2. Dimostrare, utilizzando la misura di Dirac µ(A) =

{
1 se 0 ∈ A
0 se 0 6∈ A , che la disuguaglianza

precedente potrebbe essere stretta.

Soluzione: Possiamo esprimere la semicontinuità inferiore equivalentemente come segue: per
ogni successione xn →

n→+∞
x si ha f(x) ≤ lim inf

n→+∞
f(xn).

Data una successione xn →
n→+∞

x, definiamo gn(x) := χ(xn−r,xn+r). Il suo limite puntuale, e in

particolare il limite inferiore, è g(x) = χ(x−r,x+r), dunque dal Lemma di Fatou otteniamo

f(x) =

ˆ
R
χ(x−r,x+r)dµ =

ˆ
R

lim inf
n→+∞

gndµ ≤ lim inf
n→+∞

ˆ
R
gndµ = lim inf

n→+∞
µ((xn−r, xn+r)) = lim inf

n→+∞
f(xn).

Prendendo µ(A) =

{
1 se 0 ∈ A
0 se 0 6∈ A e xn = r − 1

n
↗

n→+∞
r, si ottiene

f(xn) = µ

((
− 1

n
, 2r − 1

n

))
= 1 ma f(r) = µ((0, 2r)) = 0.

Esercizio 2. Al variare di a ≥ 0 calcolare

lim
n→∞

ˆ ∞
a

n2xe−n
2x2

1 + x2
dx

Per prima cosa eseguo il cambio di variabile y = nx e ottengo

lim
n→∞

ˆ ∞
na

ye−y
2

1 + ( y
n )2

dy = lim
n→∞

ˆ ∞
0

ye−y
2

1 + ( y
n )2

χ(na,+∞)(y) dy

Calcoliamo il limite puntuale della nostra funzione fn :=
ye−y

2

1 + ( y
n )2

χ(na,+∞)(y) :

lim
n→∞

fn =

{
ye−y

2

se a = 0

0 se a 6= 0

Inoltre |fn| ≤ ye−y
2

∈ L1(0,∞) quindi possiamo utilizzare il teorema di convergenza equidomi-
nata e concludere che:
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• se a = 0 allora abbiamo che lim
n→∞

ˆ ∞
0

fn dy =

ˆ ∞
0

ye−y
2

dy = lim
k→∞

ˆ k

0

ye−y
2

dy = lim
k→∞

−1

2

(
e−y

2
) ∣∣∣∣k

0

dy =

= lim
k→∞

−1

2
(e−k

2

− 1) =
1

2
Dove, per utilizzare il fatto che integrale di Riemann e Lebesgue coincidono sui compatti,

abbiamo considerato [0,∞] =

+∞⋃
k=1

[0, k] e usato il teorema di monotonia della misura per una

famiglia monotona crescente di misurabili.

• se a 6= 0 allora lim
n→∞

ˆ ∞
0

fn dy =

ˆ ∞
0

0 dy = 0

Esercizio 3. Utilizzando opportune serie di funzioni, dimostrare le uguaglianze

ˆ 1

0

log 1
x

1− x
dx =

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)2

ˆ 1

0

log 1
x

1 + x
dx =

+∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)2
.

Soluzione: Sia fn(x) = xn log
1

x
. Allora, dalla somma della serie geometrica otteniamo che

∞∑
n=0

fn = log
1

x

+∞∑
n=0

xn =
log 1

x

1− x
. Inoltre, essendo le fn a termini positivi per x ∈ (0, 1), si può

applicare il teorema della convergenza monotona alla successione delle somme parziali Sn(x) =
n∑

k=0

fn(x) e scambiare limite e serie ottenendo cos̀ı

ˆ 1

0

+∞∑
n=0

fn(x)dx =

∞∑
n=0

ˆ 1

0

fn(x)dx. Infine,

quest’ultimo integrale può essere calcolato per parti:

ˆ 1

0

xn log
1

x
dx =

[
xn+1

n+ 1
log

1

x

]1
0

−
ˆ 1

0

xn+1

n+ 1

(
− 1

x

)
dx =

ˆ 1

0

xn

n+ 1
dx =

[
xn

(n+ 1)2

]1
0

=
1

(n+ 1)2
.

Per ottenere la seconda uguaglianza consideriamo invece la serie di (−1)nfn(x) e proviamo

a scambiare limite e integrale per la successione delle somme parziali Tn(x) =

n∑
k=0

(−1)kfk(x).

Applicando la stima

|Tn(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(−1)kfk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=0

|fk(x)| =
+∞∑
k=0

fk(x) =
log 1

x

1− x

abbiamo trovato una maggiorante per Tn che, per quanto visto in precedenza, è integrabile. Dunque
per il teorema di convergenza dominata si può scambiare limite e integrale per Tn, cioè scambiare
serie e integrale di (−1)nfn:

ˆ 1

0

log 1
x

1 + x
dx =

ˆ 1

0

log
1

x

+∞∑
n=0

(−1)nxn =

ˆ 1

0

+∞∑
n=0

(−1)nfn(x)

=

∞∑
n=0

ˆ 1

0

(−1)nfn(x)dx

=

+∞∑
n=0

(−1)n
ˆ 1

0

xn log
1

x
dx

=

+∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)2
.

Esercizio 4. Sia (X,Σ, µ) uno spazio misura, f : X → R µ-misurabile e

An := {x ∈ X : n ≤ |f(x)| < n+ 1}.

Dimostrare che le seguenti condizioni sono equivalenti:
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1. f è essenzialmente limitata, cioè esiste M > 0 tale che |f(x)| ≤M per µ-q.o. x ∈ X;

2. µ(An) > 0 solo per finiti n;

3. Se g ∈ L1(µ) allora anche fg ∈ L1(µ).

Dimostrare che, assumendo inoltre µ(X) < +∞, f ∈ L1(µ) se e solo se

+∞∑
n=0

nµ(An) < +∞.

Soluzione: (1)⇒(2) Sia f essenzialmente limitata e M come sopra. Allora per n ≥M abbiamo

0 ≤ µ(An) ≤ µ({x ∈ X : |f(x)| ≥M}) = 0,

e dunque µ(An) > 0 al più per n = 1, . . . ,M .
(2)⇒(1) Viceversa, se µ(An) > 0 solo per un numero finito, allora µ(An) = 0 per n ≥ N0, dunque
avremo

µ({x ∈ X : |f(x)| ≤ N0}) = µ

(
+∞⋃

n=N0

An

)
=

+∞∑
n=N0

µ(An) = 0,

cioè |f(x)| ≤ N0 per q.o. x ∈ X. (È opportuno notare che quell’unione è disgiunta)
(1)⇒(3) Se f è essenzialmente limitata e g ∈ L1(µ) allora

ˆ
X

|fg|dµ =

ˆ
{x∈X: |f(x)|≤M}

|fg|dµ ≤M
ˆ
x

|g|dµ < +∞

e dunque fg ∈ L1(µ).
(3)⇒(1) Viceversa, se f non è essenzialmente limitata, allora esiste una successione {nk}k∈N tale
che nk ≥ k e µ(Ank

) > 0. Infatti, una volta che ho dimostrato l’equivalenza tra (1) e (2), se per
dimostrare (3) nego (1) allora nego anche (2) e questo è quello che ho fatto.

Prendiamo ora una funzione del tipo g =

+∞∑
k=0

ckχAnk
e mostriamo che per una scelta opportuna di

ck avremo g ∈ L1(µ) e fg 6∈ L1(µ): per costruzione abbiamo

ˆ
X

|g|dµ =

+∞∑
k=0

ckµ(Ank
), mentre

ˆ
X

|fg|dµ =

+∞∑
k=0

ck

ˆ
Ank

|f | ≥
+∞∑
k=0

nkckµ(Ank
) ≥

+∞∑
k=0

kckµ(Ank
).

Sarà dunque sufficiente prendere ck affinché la prima serie converga ma la seconda no, cioè ad esem-

pio ck =
1

k2µ(Ank
)
. Infatti, la prima è la serie armonica generalizzata

∑
k

k−2 mentre la seconda è

una serie armonica.

Infine, per l’ultima equivalenza:

Se

+∞∑
n=0

nµ(An) < +∞ allora

ˆ
X

|f | dµ =

+∞∑
n=0

ˆ
An

|f | dµ ≤
+∞∑
n=0

ˆ
An

(n+ 1)dµ(An) = µ(X) +

+∞∑
n=0

nµ(An) < +∞

e quindi f ∈ L1

D’altra parte, se f ∈ L1,

+∞ >

ˆ
X

|f | dµ =

+∞∑
n=0

ˆ
An

|f | dµ ≥
+∞∑
n=0

ˆ
An

ndµ(An) =

+∞∑
n=0

nµ(An)
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