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1. Studiare la convergenza dell’integrale improprio

ˆ 1

0

(sin
√
x)

3

x2
dx

L’integranda è limitata su tutto l’intervallo [0, 1], che è limitato, tranne che in 0. Dunque,
basterà discutere il comportamento per x ∼ 0.

Poiché sin
√
x ∼
√
x per x ∼ 0, allora

(sin
√
x)

3

x2
∼ (
√
x)

3

x2
∼ 1√

x
, che è integrabile intorno a

x = 0, dunque l’integrale converge.

2. Studiare la convergenza dell’integrale improprio

ˆ 1

0

dx√
x− x2 log x

L’integranda non è limitata intorno a x = 0 e x = 1.

Intorno a x = 0 abbiamo
dx√

x− x2 log x
∼ 1√

x log x
. Quest’ultima funzione è integrabile in 0

perché log(x) ≤ −1 e dunque

ˆ 1
2

0

dx

|
√
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≤
ˆ 1

2

0

dx√
x
< +∞.

Intorno a x = 1 invece log x ∼ x − 1, quindi l’integranda va come
1

−(1− x)
3
2

che non è

integrabile, dunque l’integrale non converge.

3. Studiare la convergenza, al variare del parametro reale a, dell’integrale improprio

ˆ +∞

0

xa(1− e−x)dx

All’infinito l’integranda va asintoticamente come xa, che è integrabile per a < −1.
In x = 0, unico punto in cui l’integranda non è limitata, utilizziamo la stima 1 − e−x ∼ x e
abbiamo xa(1− e−x) ∼ xa+1 che è integrabile per a > −2.
Dunque l’integrale converge per −2 < a < −1.

4. Calcolare l’integrale improprio ˆ 1
2

0

√
x

x− x2
dx

1



L’integranda ha problemi solo in x = 0 ma l’andamento è lo stesso di
1√
x

che è integrabile,

dunque l’integrale converge.
Per calcolarlo, utilizziamo il cambio di variabile y =

√
x:
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ˆ 1
2

0

1

1− x

dx

2
√
x

= 2

ˆ 1√
2

0

dy

1− y2

= 2

ˆ 1√
2

0

(
1

2

1

y + 1
− 1

2

1

y − 1

)
dy

= 2

[
1

2
log |y + 1| − 1

2
log |y − 1|

] 1√
2

0

= log

∣∣∣∣ 1√
2

+ 1

∣∣∣∣− log

∣∣∣∣ 1√
2
− 1

∣∣∣∣
= log

1√
2

+ 1

1− 1√
2

= log
(

3 + 2
√

2
)
.

5. Calcolare l’integrale improprio ˆ +∞

0

log x

(x + 1)2
dx

L’integranda ha, per x → +∞, lo stesso andamento di
log x

x2
, che è integrabile. In x = 0 ha

invece lo stesso andamento di log x che è anch’essa integrabile, dunque l’integrale converge.
Per calcolarlo, integriamo per parti:
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