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1. Calcolare lim
n→+∞

ˆ π
2

0

n2x cos(x)e−n
2x2

dx.

2. Sia f continua e non negativa su [0,+∞) tale che

ˆ +∞

0

f(x)dx < +∞. Dimostrare che
ˆ +∞

0

f(x)

1 + nx
dx ↘

n→+∞
0.

3. Calcolare lim
n→+∞

+∞∑
k=0

arctan(nk)

ek
.

4. Sia {fn}n∈N una successione di funzioni continue e non negative su R e tali che fn(x) ≤ f(x)

per ogni x ∈ R, per un’opportuna f con

ˆ +∞

−∞
f(x)dx < +∞. Dimostrare che

ˆ +∞

−∞
lim sup
n→+∞

fn(x)dx ≥ lim sup
n→+∞

ˆ +∞

−∞
fn(x)dx.

Dimostrare, utilizzando la successione fn = χ[n,+∞), che è necessario assumere l’esistenza
della maggiorante f con integrale finito.

5. Sia µ una misura Boreliana su R e finita sui compatti e sia f(x) := µ((x− 1, x+ 1)).
Dimostrare che f è inferiormente semi-continua, ovvero che per ogni successione convergente
xn →

n→+∞
x si ha f(x) ≤ lim inf

n→+∞
f(xn).

Dimostrare, utilizzando la misura di Dirac µ(A) =

{
1 se 0 ∈ A
0 se 0 6∈ A , che la disuguaglianza

precedente potrebbe essere stretta.

6. Sia Σ la famiglia di insiemi definita da

Σ := {A ⊂ R : [0,+∞) ⊂ A oppure A ⊂ (−∞, 0)}.

Dimostrare che Σ è una σ-algebra su R e che la funzione µ(A) =

{
1 se A ∩ [0,+∞) 6= ∅
0 se A ⊂ (−∞, 0)

è una misura su Σ.
Dimostrare che µ non è una misura sui Boreliani di R.


