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1. Calcolare i seguenti integrali:

(a)

ˆ 1

−1
e|x|dx;

Poiché e|x| è una funzione pari integrata su un intervallo simmetrico, l’integrale sarà il
doppio di quello calcolato sulla metà destra dell’intervallo:

ˆ 1

−1
e|x|dx = 2

ˆ 1

0

e|x|dx = 2

ˆ 1

0

exdx = 2[ex]10 = 2(e− 1).

(b)

ˆ 3
√
π

− 3
√
π

(
1 + x5

)
sin
(
x3
)

dx;

Definendo f(x) := sin
(
x3
)

e g(x) := x5 sin
(
x5
)
, f sarà una funzione dispari mentre g è

pari e l’intervallo di integrazione è simmetrico; dunque l’integrale di f sarà nullo mentre
quello di g sarà due volte l’integrale sulla parte destra dell’intervallo:

ˆ 3
√
π

− 3
√
π

(f(x) + g(x))dx = 2

ˆ 3
√
π

0

x5 sin
(
x3
)

=
(y=x3)

2

3

ˆ π

0

y sin ydy

=
2

3

(
[−y cos y]π0 +

ˆ π

0

cos ydy

)
=

2

3
(π + [sin y]π0 )

=
2

3
π.

(c)

ˆ π
2

0

sin3 x cos3 xdx;

Scrivendo cos3 x = cos2 x cosx =
(
1− sin2 x

)
cosx abbiamo

ˆ π
2

0

sin3 x cos3 xdx =

ˆ π
2

0

(
sin3 x− sin5 x

)
cosxdx =

(y=sin x)

ˆ 1

0

(
y3 − y5

)
dy =

[
y4

4
− y6

6

]1
0

=
1

12
.

(d)

ˆ e

1

log2 xdx;

Integrando due volte per parti si ottiene

ˆ e

1

log2 xdx =
[
x log2 x

]e
1
−
ˆ e

1

2 log xdx

= e−
(

[2x log x]e1 −
ˆ e

1

2dx

)

1



= e− (2e− [2x]e1)

= e− (2e− (2e− 2))

= e− 2.

(e)

ˆ 1

0

√
x

3 + x
dx;

ˆ 1

0

√
x

3 + x
dx = 2

ˆ 1

0

x

3 + x

dx

2
√
x

=
(y=
√
x)

2

ˆ 1

0

y2

3 + y2
dy

= 2

ˆ 1

0

1−
√

3

1√
3

1 +
(
y√
3

)2
 dy

= 2

[
y −
√

3 arctan
y√
3

]1
0

= 2−
√

3

3
π

(f)

ˆ 1

0

arctanx

(x+ 1)2
dx;

Integrando per parti si ottiene:

ˆ 1

0

arctanx

(x+ 1)2
dx =

[
−arctanx

x+ 1

]1
0

+

ˆ 1

0

1

(x2 + 1) (x+ 1)

= −π
8

+

ˆ 1

0

(
1

2

1

x2 + 1
+

1

2

1

x+ 1
− 1

4

2x

x2 + 1

)
dx

= −π
8

+

[
arctanx

2
+

log |x+ 1|
2

−
log
∣∣x2 + 1

∣∣
4

]1
0

= −π
8

+

(
π

8
+

log 2

2
− log 2

4

)
=

log 2

4
.

(g)

ˆ log 2

0

dx

9e−x − ex
;

ˆ log 2

0

dx

9e−x − ex
=

ˆ log 2

0

ex

9− e2x
dx

=
(y=ex)

ˆ 2

1

1

9− y2
dy

=

ˆ 2

1

(
1

6

1

3 + y
+

1

6

1

3− y

)
dy

=

[
1

6
log |y + 3| − 1

6
log |y − 3|

]2
1

=
1

6
(log 5− log 4 + log 2)

2



=
1

6
log

5

2
.

(h)

ˆ 1

−1

1

1 +
√

1− x2
dx;

ˆ 1

−1

1

1 +
√

1− x2
dx = 2

ˆ 1

0

1

1 +
√

1− x2

=
(x=sin y)

2

ˆ π
2

0

1

1 + cos y
cos ydy

=
(z=tan y

2 )
2

ˆ 1

0

1

1 + 1−z2
1+z2

1− z2

1 + z2
2

1 + z2
dz

= 2

ˆ 1

0

(
2

1 + z2
− 1

)
dz

= 2[2 arctan(z)− z]10
= π − 2.

(i)

ˆ π
2

π
3

dx

sinx
;

Scrivendo
1

sinx
=

sinx

sin2 x
=

sinx

1− cos2 x
abbiamo

ˆ π
2

π
3

dx

sinx
=

ˆ π
2

π
3

sinx

1− cos2 x
dx

=
(y=cos x)

−
ˆ 0

1
2

dy

1− y2

=

ˆ 1
2

0

1

2

(
1

1 + y
+

1

1− y

)
dy

=

[
log |1 + y|

2
− log |1− y|

2

] 1
2

0

=
log 3

2

2
−

log 1
2

2

=
log 3

2
.

2. Sia f(x) = | sinx| su E = [0, 4π]. Calcolare l’area dell’insieme normale

Df =
{

(x, y) ∈ R2 : x ∈ E, 0 ≤ y ≤ f(x)
}
.

Essendo sin(x+ π) = − sinx, la funzione f avrà periodo T = π, dunque l’area sarà data da

ˆ 4π

0

| sinx|dx =

3∑
j=0

ˆ (j+1)π

jπ

| sinx|dx = 4

ˆ π

0

| sinx|dx = 4

ˆ π

0

sinx = 4[− cosx]π0 = 8.

3. Calcolare l’area della regione di piano limitata compresa tra le parabole di equazione y =
−x2 + 3x e y = x2 − x.
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Le due parabole si incontrano per x tale che −x2 + 3x = x2 − x, cioè x = 0 e x = 2, dunque
la regione limitata tra le due parabole si avrà per x ∈ [0, 2]. Inoltre, per questi valori di x
abbiamo −x2 + 3x ≥ x2 − x e quindi possiamo scrivere la regione come

D =
{

(x, y) ∈ R2 : x2 − x ≤ y ≤ −x2 + 3x
}

e dunque

area(D) =

ˆ 2

0

(
−x2 + 3x−

(
x2 − x

))
dx =

ˆ 2

0

(
4x− 2x2

)
dx =

[
2x2 − 2

3
x3
]2
0

=
8

3
.

4. Dimostrare che l’ellisse di semiassi a, b > 0

Ea,b :=

{
(x, y) ∈ R2 :

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1

}
è un insieme normale e che la sua area è pari a πab.

Innanzi tutto, si tratta di un insieme normale perché la condizione che definisce l’ellisse può
essere riscritta come

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1 ⇐⇒ y2

b2
≤ 1−x

2

a2
⇐⇒


|x| ≤ a

|y| ≤ b
√

1− x2

a2
⇐⇒


−a ≤ x ≤ a

−b
√

1− x2

a2
≤ y ≤ b

√
1− x2

a2
.

L’area sarà dunque data da:

area(Ea,b) =

ˆ a

−a
2b

√
1− x2

a2
=

(t= x
a )

2ab

ˆ 1

−1

√
1− t2dt = πab.
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