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1. Trovare gli estremi superiore e inferiore della funzione f sull’insieme A, specificando se si
tratta del massimo e/o del minimo:

(a)

f(x) :LES—.’E, A=1[0,1];

Innanzi tutto, f & continua e A & compatto, dunque dal Teorema di Weierstrass esiste-
ranno sicuramente massimo e minimo. Sui bordi del dominio abbiamo f(0) = f(1) = 0,
mentre scrivendo f(z) = x(xz — 1)(x + 1) notiamo che f(z) < 0se 0 < z < 1. Dun-
que, max f = 0 mentre il minimo sard raggiunto in un punto interno che annulli f’;

quest’ultima vale f’(z) = 32% — 1 e P'unico punto di A in cui si annulla & , quindi

1 2
mnf=f(—)=——=.
A (\/5 ) 3v3
f(z) = 4)z| — 2?, A=[-3,3];
Anche in questo caso f & continua e A & compatto e dunque esistono minimo e massi-
mo. Tuttavia, f non & derivabile in 0 quindi il massimo o il minimo potrebbero essere
raggiunti anche in questo punto, oltre che negli estremi del dominio e negli zeri di f’.

2
Abbiamo f(+3) = 3 e f(0) = 0, mentre scrivendo f(z) = { Zixélea? igﬁ;’]o)

V3

4-2z x€(0,3
—4-2z x€[-3,0
e vale f(£2) = 4, dunque concludiamo che mjnf =f0)=0e mjxf = f(£2) =4.

otteniamo f'(x) = ) Gli zeri della derivata sono dunque 2 e —2

log x
flx) = , A=(0,3];
Innanzi tutto, all’estremo di A abbiamo lirr%) f(x) = —o0 e dunque ir}‘ff = —00, mentre
r—
1
nell’altro estremo vale f(3) = O§;3.

1
La derivata di f vale f'(z) = & ; >
T T

per = < e la funzione & crescente e per x > e ¢ decrescente. £ = e ¢ dunque un massimo

z—logx-1 1—logx . .
= e si annulla in x = e, mentre

: . . 1
relativo ed essendo l'unico sara anche un massimo assoluto, dunque max f=fle)=-.
e

f(z) =+vVz++v2—x, A¢il dominio di f;

Innanzi tutto, f e definita quando gli argomenti di entrambe le radici sono non-negativi,

dunque A = [0,2]. Agli estremi del dominio abbiamo f(0) = f(2) = v/2, mentre all’in-

1 1 V2—z—
Voo o2—u V2 —x

che da f(1) = 2. Dunque, ngnf =V2e mgxf =2.

terno abbiamo f'(x)

, che si annulla per z = 1, valore



2. Trovare il numero di zeri della funzione f sul proprio insieme di definizione:

(a) f(z)=a° — bz +1;
Innanzi tutto, f & definita su tutto R; inoltre, essendo liI:EI f(z) = £oo, f ammettera
T—IT o0
ammeno uno zero. La derivata f'(z) = 42* —4 = 4(z — 1)(z + 1) (z° + 1) si annulla nei

punti z = +1 e vale f(—1) =5 e f(1) = —3. Dunque, f avra un solo zero nell’intervallo
di monotonia (—oo, —1), uno in (—1,1) e uno in (1, +00), in tutto esattamente tre.

(b) f(z) =az—log(1— |s]) a€R;
f ha definita se —1 < = < 1 e abbiamo lirg1 f(z) = 400, mentre x = 0 & uno zero
z—

di f e un punto in cui f non ¢ derivabile. Per tutti gli altri valori, f’ vale f'(x) =
a+1—ax

O<z<l
a _1 fﬁ—zax . Se |a] < 1, allora f non ha punti critici, decresce da —1 a
I —-1<x<0
x

0 e cresce da 0 a 1, quindi « = 0 sara I'unico zero della funzione. Se a > 1 invece c’¢ un

punto di minimo z, = — — 1 < 0, la funzione decresce da —1 a x, e cresce da xz, a 0 e
a

tra 0 e 1; dunque in particolare f(z,) < f(0) = 0 e quindi avremo un altro zero tra —1 e

1
Zq, cioe due in totale. Infine, anche se a < —2 ¢’¢ un minimo dato da xz, = = +1 > 0: la

a
funzione decresce tra —1 e 0 e tra 0 e x, e cresce tra x, e 1, e in quest’ultimo intervallo
avremo un secondo zero.

3. Sia f(x) = arcsin(z) + arccos(z) per x € [0,1]. Calcolarne la derivata f’, dimostrare che f &
costante e calcolarne il suo valore.

) 1

E possibile dire lo stesso di g(x) = arctan(z) + arctan <) ?
x

La funzione f & derivabile sull’intervallo (0, 1), perché lo sono I’arcoseno e ’arcocoseno, e la

1
sua derivata ¢ f'(x) = - = 0, dunque ¢ costante sull’intervallo chiuso [0, 1]

VI—22 1-22
1

e il suo valore ¢ lo stesso in un suo punto qualsiasi, ad esempio = = 5

1 1 1
flx)=f () = arcsin 5 + arccos — = % 4

T
2 2’

13

Anche la derivata di g vale O:

1 1 1
g ()

:1+x2+1+(l)2'_ﬁ_0;

tuttavia, non si puo ripetere il precedente argomento, perché l'insieme di definizione di g &
R\ {0}, che non ¢ un intervallo. Infatti, g non ¢ costante: lo € su ciascun intervallo (0, +00)

e (—00,0) ma i due valori sono diversi: il primo ¢ g(1) = 2arctan(l) = g, il secondo &
g(—1) = 2arctan(—1) = fg.

4. Dimostrare le seguenti disuguaglianze:

(a) log(1+2) <z Vo >-1,
Consideriamo la funzione f(x) = log(1 + x) — z per z > —1: la sua derivata & f'(x) =
1
-1= ,L, dunque x = 0 ¢ un punto di minimo per f ed essendo l'unico &

1+ 1+
un minimo assoluto, dunque log(1 + z) —x = f(x) < f(0) = 0 per ogni z > —1 e cioé

log(l+z) < x.




(b)

22
log(1+x)2x—7 Vo > 0;
2

Ragioniamo come sopra con f(z) = log(l +x) — z + % per z > 0: abbiamo f'(x) =

1 2
— —1+x= L, dunque f & crescente e ha il massimo per x = 0, cioe log(1+x) —
1+=x 1+
z? x?
x4+ 5 < f(0) =0, ovvero log(1 +z) <z — -
2
1 —cos(z) < 7 Vz € R;

2
Prendiamo f(z) = 1—cos(z) — %, che ha per derivata f’(z) = sinz — z. Dalla ben nota

disuguaglianza |sinz| < |z| deduciamo che f’(z) > 0 per z > 0 e f'(z) < 0 per z < 0,
2

dunque f ha un massimo (assoluto) in z = 0, con f(0) = 0, e dunque 1—cos(x) — % <0.

> Vo> 0;

Scrivendo ¥ = e ex = e 87 sara sufficiente dimostrare che f(x) := (x — 1) logx >
0 per ogni > 0. Cio segue dal fatto che per x < 1 entrambi i fattori sono minori o
uguali a zero mentre per x > 1 sono entrambi positivi.

zlogx log x

ety < (z+y)* <207 (@ +yY) Vo,y20,a>1;
La disuguaglianza & chiaramente verificata per y = 0 (essendo un uguaglianza), mentre
per y # 0 & equivalente a dimostrare

1< (1) <227 4+ 1) =2 > 0.
y

Per la prima disuguaglianza, consideriamo la funzione f,(¢) := (¢t + 1)% — t* — 1,
che si annulla in ¢ = 0 e ha per derivata f,(t) := a((t+1)*'—t*"') > 0; dun-
que, fo > f(0) = 0 e la prima disuguaglianza & provata. Per la seconda, prendo
ga(t) =201t + 1) — (t + 1) che verifica g(1) =0 e g, (t) = a (2°t* " — (t +1)*71),
positiva per ¢ > 1 e negativa per t < 1; dunque g, > go(1) = 0, che dimostra la seconda
disuguaglianza.

ltana| > 2| V€ (%g)
Essendo la tangente dispari, cio equivale a dimostrare che f(z) := tanz —z > 0
per x > 0 e f(x) < 0 per x < 0: cid segue dal fatto che f & crescente, in quanto

1
Jw) = cos?x 1=0

e b < (b%) Vr >0, a,b>0;
La derivata di f(z) = 2% " & f'(z) = (a — br)z® 'e " e si annulla solo in 2 = %,

a
e in questo punto la funzione vale (ﬂ) ; poiché f(0) = 0= lim f(z), questo sara il
be T—+00

massimo assoluto di f.

207 % 4y < (z+y)* <2 +y® Vr,y>0,0<a<;

Come nel punto precedente, sara sufficiente dimostrare 227 (t* +1) < (t+1)* < (t*+1)
pert > 0. Come prima, prendo f,(t) = (t+1)*—t*—1e go(t) = 2 (t*+1)—(t+1)* ma
stavolta essendo o — 1 < 0 avremo f/ (t) < 0 e dunque f, < f4(0) = 0; analogamente,
Jo avra un massimo in 1 e quindi g, < go(1) = 0 e questo, come sopra, dimostra le
disuguaglianze richieste.



5. Calcolare i seguenti limiti e spiegare perché non vale la regola di De I'Hopital:

. T —sinx . €T
lm —— im .
z—+oco T 4 sinx z—=0x 4+ 1

I limiti valgono rispettivamente

. sin z
. T —sinz . 1 — =2

im ——— = lim —%-=1
z—+oo I + sinx z—+4oo ] 4 BT

im -2 =9 g
z—=0x + 1 1

Nel primo caso non e possibile applicare la regola di De I'Hépital perché il rapporto tra le

1—cosx

derivate del numeratore e del denominatore ¢ ————, che non ha limite per x — 400. Nel

1+ cosx

1
secondo caso non ¢ possibile applicare la regola (che darebbe il risultato errato di lim 1= 1)

x—0

perché non & una forma indeterminata.

6. Calcolare i seguenti limiti con la regola di de I’'Hopital:

(a)

. x—sinzx
lim ——;
x—0 .’xs

Il limite ¢ una forma indeterminata del tipo —, ed essendo derivabili sia il numeratore

che il denominatore ¢ possibile applicare la regola di de 'Hopital: posta f(z) := z —sinx
e g(x) = x>, abbiamo

!/
. flx . fli(=x . 1—cosz 1 .. 1
th:hm ( )zhm = _lim1—cosza? = —.
=0 g(xz) 220 g/(x) 2-0 3a? 3 z—0 6
o2t -1
lim ;
x—0 x
R . . .0 .
Anche questa ¢ una forma indeterminata del tipo 0’ dal momento che hrr%) ¥ =1, e
T—r
dunque
R A | . x"(1+4logx .
lim = lim Q = lim 1 4+ logx = —o0.
x—0 €T x—0 x—0
. 1
lim (cotx — — |;
x—0 T
. e . cosx 1 . xTcosxr—sinz . .
Scrivendo il limite come lim | — — — ) = lim —————— & possibile applicare la
z—0 \ sinx x z—0 rsinx
regola anche in questo caso:
. xcosr —sinx . cosxr —xsinx —cosx ) —xrsinx
Iim ———— = lim - = lim — .
z—0 rsinx z—0 sinx + x cosx z—0sinz 4+ x cosz

0
Quest’ultima & ancora una forma indeterminata del tipo 0 e puo essere calcolata appli-

cando nuovamente de ’'Hopital:

—rsinz . —sinz — xcosx 0

lim — m -
z—0sinx +xcosxr z—0cosSx + cosx —xsSinT 2



1
d) i x 2\w.
(d) Jim (e + %)
. - . 1og<(ew+x2)%> () .
Scrivendo il limite come lim e = lime = , ¢ possibile applicare la
x—0 z—0

regola all’esponente:

log (e* + x2 e 42z T 49
i B(T ) R @t

m 2
20 T z—0 1 z—0 e? 4+

)

dunque il limite di partenza vale e! = e.

log(1 4+ 2z) — 2log(1 + )

?

(e) lim
z—0 1 —coszx
Si puo applicare la regola di de 'Hopital derivando il numeratore f(z) := log(1 + 2z) —

2log(1 + z) e il denominatore g(z) := 1 — cos z:

f@) S

w0 gl) a0 g'(a)
2x 2
- Jip 1f2= T 14z
z—0 sinx

—2x
lim (1422)(1+4=)

z—0 sinx

. -2 . T
= lim lim —
-0 (14 22)(1 + ) 2—0sinx
—

(f) lim (g — 3:) tan z;

=
z—3

(E — x) sinx

Scrivendo il limite come lim ~2 , € una forma indeterminata del tipo —:
z—Z cos T o)
. (g—x)sinx . —sinx—i—(g—x)cosx -1
hl'Il _— = hm - — =1.
=T Ccos T =T —sinx -1
(g) lim (Sin z)arctan x;
x—0

log(sin x)
1

Come in precedenza, scriviamo il limite come lin}) e = lir% e arctanz , che
r—r r—r

00
¢ una forma del tipo — a cui puo essere applicata la regola di de I’'Hopital:
00

arctan(z) log(sin z)

cos T
sin &

log(sin )

lim ——— = lim ——3&&
x—0 1 x—0 N SR S
arctan x arctan? x 1+2z2
. —arctan®z
= lim ———
z—0 S T
2
. . arctan“x _, T
= lim(—=z) lim 5 lim —
x—0 z—0 x z—0 SIn T
= 0,

dunque il limite di partenza & e® = 1.



