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ARGOMENTO: INSIEMI DI CANTOR, SPAZI {,,

1. Sia {C}, }nen la successione di unioni finite di intervalli chiusi cosi definita:
Pongo Cy := [0, 1]; dato C,, = H[ai, bi], Cp+1 € ottenuto togliendo a ciascun intervallo il terzo

N 2a; + b; a; + 2b; . 1 2
centrale, cioe Cy 41 := ]7[ ({ai, 3 } U [ 3 ,bz} >, ad esempio C7 = [O, 3} U [3, 1}.

Definiamo poi 'insieme di Cantor C' := ﬂ Ch.
neN
Sia poi fp, : [0,1] — R continua lineare a tratti cosi definita: dato C,, = H[ai,bi}, fn avra
i

n
pendenza <2) su ciascun intervallino [a;, b;] e sard costante su (b;, a;+1) tra un intervallino

T <z<

e laltro; ad esempio, fo(z) =z e f1(x)
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(a) Dimostrare che C' & Boreliano e che ha misura di Lebesgue nulla.

1

(b) Dimostrare che e |f,(x) — fm(z)] < 3ogn Per ogni & € [0,1], m > n. Dedurne che f,
converge uniformemente a una certa f, che & continua, non-negativa e non-decrescente,
nota come funzione di Cantor.

(¢) Dimostrare che f(C) = [0, 1].

(d) Dimostrare che f ¢ derivabile in quasi ogni z € [0,1] con f'(z) = 0. Dedurne che

(1) = £(0) # /0 f(z)dz.

2. Consideriamo, per p > 1, lo spazio di successioni con p-esima potenza sommabile

1

by = q{z(B)}hen ¢ [zl := <Z Ix(k)|p> <o

keN

Dando per buono che (¢, || - ||,) € uno spazio di Banach, dimostrare le seguenti affermazioni:

(a) Se ¢ > p allora ||z||, < ||z||, per ogni x € £,, e in particolare £, C £,.



(b) Lo spazio (€, ] - |l4) NON & completo per nessun ¢ > p.

(Suggerimento: considerare la successione z, (k) := { per un qualche

1
x € Ly \ £p, ad esempio z(k) = —.)

(c) ¢, & separabile per ogni p.
(Suggerimento: considerare il sottospazio di X C ¢, dato da

X:={zxel,: (k) e QVk € N, z(k) = 0 definitivamente}.)

Sia ora £, lo spazio di successioni limitate
log 1= {{x(k)}keN :12]loo :=sup |z(k)| < —l—oo}
keN

e sia ¢g lo spazio delle successioni infinitesime

co = {{a(k)}ren : #(k)k—toc — 0}

Dando per buono che (oo, || - ||so) € uno spazio di Banach e che ¢ & un suo sottospazio chiuso,
dimostrare le seguenti affermazioni:

(d) ¢o & separabile mentre ¢, non lo é.
(Suggerimento: mostrare che non & separabile il sottoinsieme Y C £, definito da

Yi:={zels:2(k)e{0,1}Vk € N}.)



