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1. Sia {z,}nen C 41 definita da z, (k) = { é Z; Z . Dimostrare che:

(a) ||znllp =1 per ogni n € N, p € [1, +o0];

(b) x, non ha estratte convergenti per nessun p € [1, +0o0].

(a) Se p = 400 abbiamo |[z[| = sup|z(k)| = 1, se invece p € [1,+00) allora [|z|} =
keN

“+oo
> fa(k)P = 1.
k=0

(b) Se per assurdo fosse x,, — x per qualche x € £, allora per ogni k& € N avrem-
J

—+o0
mo |z, (k) — z(k)| < ||z, —pr j_>—>+oo 0, cioe z(k) = jEToo Tn,; (k) = 0, ma questo
vorrebbe dire H:an Hp j>_ 0, in contraddizione con il punto precedente.
n—-+oo

1
2. Sia {x, }nen C 41 definita da x, (k) = —e .

vn
(a) Calcolare ||z, per ogni p € [1, +00];
(b) Dimostrare che z,, € limitata in ¢, se e solo se p > 2;

(c) Dimostrare che x,, converge se e solo se p > 2 e trovarne il suo limite.

(a) Se p = o0 allora ||zy]|cc = sup |z, (k)| = z,(0) = se invece p < +oo allora
keN

L
V'

ol = 3 fea B = iy 3 () =
T —];) In _(\/ﬁ)pkzzo e _(\/ﬁ)p(l_e*p)’

n

1

dunque [z ||, = c
V(e k)

1
(b) Se p = o0 allora ||, ||cc = 7 ¢ limitata; se p < +00, dallo sviluppo asintotico 1—e ™ n ~
n
1

p per n — 400 deduciamo che ||z,||, ~ ——5—, che & limitata se e solo se p > 2.
n pn3
prn

=



(c) Se p < 2 la successione non pud convergere perché ¢ illimitata; se invece p > 2 allora
|zl o 0, dunque la successione converge a 0. Resta da far vedere che non c’e
n—-+0oo

convergenza in fo: se avessimo O allora per ogni k € N avremmo |z, (k) —
n—r+00
z(k)| < ||lwn —zl]2 — 0, cioe z(k) = lim z,(k) = 0, ma questo vorrebbe dire
n—-+oo n——400
che ||zp]|2 2 0, in contraddizione con i punti precedenti in cui abbiamo ottenuto
n—-+00
1 1
[2nll2 = () = NGk
n

1—e

3o

3. Siape[l,+],a€l, e Lg: {_z. — R l'operatore lineare definito da L,(x) = Z a(k)x(k).

keN
Dimostrare che la sua norma operatoriale € |[Lq|| :== sup |Lq(z)| = ||al|p,. Trovare, ove
lzll_z_=1
possibile, z € £_»_ tale che ||xH =1le Ly(x) = ||Lg||-
Dalla ben nota disuguaglianza di Holder segue |L,(x)] < ||a|| v _||z|[p, e dunque [|Lq| <
lall 2 -
Per mostrare che in realta vale l'uguaglianza cerchiamo x € E% tale che ||x|\% =1le
Lo(x) = |la|l,: questo & banale se a = 0, altrimenti per p € (1,+00) & sufficiente porre
k k)Pt
x(k) = segno(a( )2|fll( ) per ogni k € N; infatti,
lalls
P _
1 _ N |segno(a(k)la(k)PTH P Dpenlalk)”
7 = 3 - 2l
keN HaHP allp
e @) Sy o)
segno(a(k))|a(k)[P~ ke 1@
La(x) = Za(k) p—1 = < p—1 = HaHp
e lalls lalls

Per p = 1, lo stesso risultato si ottiene ponendo x(k) = segno(a(k)) per ogni k, perché in
questo caso ||z]|eo =1 e Ly Zsegno Ja(k) = |la]|1.

keN
Se invece p = 400, potrebbe non essere possibile trovare un elemento che massimizzi || L, ||: 1o &

segno(a(ko)) k=ko
0 k#ky
si vede facilmente che ||z||; = 1 e L,(x) = segno(a(kg))a(ko) = ||a|lo; se invece non esiste
nessun ky siffatto, allora non e possibile: infatti, nella disuguaglianza di Holder

> la(k)||z(k |<sup|a )Y Ja(k)

keN keN

se esiste kg tale che |ag,| = ||al|, € in questo caso basta porre z(k) =

vale l'uguaglianza solo se |a(k)||z(k)| = sup|a(j)||z(k)|, cioe se x(k) & nullo per tutti i k in
jEN
cui |a(k)| # sup |a(7)], ma in questo caso ¢ impossibile perché vorrebbe dire (k) = 0 per ogni

k mentre sappiamo che Z |z(k)| = 1; & possibile comunque trovare una successione z,, € /3
keN
con ||zy|l1 =1 e Ly(zy) o la]|so, € dunque dimostrare che ||Lgy|| = ||a]|oo: basta prendere
n—r+00
. | segno(ky) k=ky
kn o ~+oo tale che |a(ky,)| o |la]|oo € definire x,, (k) := { 0 k £k,

4. Sia (X, 3, 1) uno spazio misura e sia f misurabile rispetto a 3.



(a) Dimostrare che liminf || ||, > || foo;
p——+o0

(b) Dimostrare che se p(X) = +o0 allora limsup || f|l, < ||flloc € quindi [|fll, — |/flloc;
p——00 p——+00

(c) Mostrare con un controesempio che la precedente affermazione ¢ falsa se si toglie I'ipotesi
f € LP°(X, u) per qualche py.

(a) Per ogni M € [0, flleo) linsieme Aps := {z € X : |f(z)] > M} ha misura positiva
u(Anr) > 0, dunque

= ([ 1ran)” = Gasd) = b,

per p — 400 avremo (u(AM))% —  1se u(Ap) < 400, oppure (u(AM))% — 400,
p——+o00 p—>+00

in ogni caso liminf || f||, > M; essendo M arbitrario otteniamo liminf || f||, > || f||co-
p——+00 p—+oo

1
(b) Se u(X) < +oo, allora | f], < ( JIfldn) = 11X € dungue passando al

X
limite superiore si ottiene limsup || f||, < || fllco- Combinando con il punto precedente si
p—+oo

ottiene
< lim inf <l <
I < timint |1, < Timsup 7 < /)
ciod T _||fllp = 1/

(c) Se u(X) = +o0, qualsiasi funzione costante f = ¢ appartiene a L°°(X, 1) ma a nessun
LP(X, ), perché [ |fPdye = |ePp(X) = +oo, dunque lim /], = +o0 ma |f]lc =
X p—rToo
¢ # +o0.

5. Sia (X, X, x) uno spazio misura e siano p, q,r € [1,+0o0] con p < r < g.

(a) Dimostrare che ogni f € LP(X, u) N LY(X, 1) verifica

r(a a(r—p)

—r)
A1l < I 1 NG s

dedurne che L (X, ;) N LY(X,p) €[] L"(X,p).

r€(p,q)

(b) Sia ora {f,}nen una successione limitata sia in LP(X, ) che in L9(X, u). Dimostrare
che se converge a 0 in LP(X, u) oppure in LY(X, 1) allora converge a 0 anche in L" (X, 1)
per ogni r € (p, q).

(a) Se ¢ = o0, allora

md T=P| £|Pq r—p Pq
/lel MS/XllfHoo P < £ /lel i

1 2 2
ed elevando i due membri a — si ottiene || f], < Hf||§ ||f||<1>O " Se invece q < oo, essendo
r
1 1 1 1 1—-60 6 -
— < — < — possiamo scrivere — = —— + — con § = M € (0,1). Applicando poi
g r p roq p (¢ —p)



la disuguaglianza di Holder con esponenti coniugati p’ = 92 eq = ﬁ otteniamo
r —O)r
[ i
X

/ 11007 d
X

. e
(/X (f|9")gprdu> ' (/X (|f|(1—9)r)(19)TdM)

(/ f|pd#>g;< /. flqdu>;£,

1
e la conclusione segue elevando a —. In particolare, se f € LP(X,u) N LY(X, ) allora
r

| £llr < 400 per ogni 7 € (p,q) e dunque f € (] L"(X,p).

r€(p,q)

IN

(b) Se [[fally < Cellfally =

i 0, allora per ogni r € (p,q) il punto precedente implica
—+00

plg—r) Z(T‘:P)
I fullr < CT@ o || fullg ™ n—>_->!,-oo 0. Analogamente, se [fully < C ¢ Ifall, n—jroo .
a(r—p) p(g—r)
allora ”fn”r < Crla=») ||an£(q*P) = 0.
n—4o0o



