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ARGOMENTO: MISURE PRODOTTO, MISURE COMPLESSE, SPAZI DUALI

1. Sia f: RN — [0, +o0c] Lebesgue-misurabile e A := {(z,y) e RNT1: 0 <y < f(2)}.
Dimostrare che A & Lebesgue-misurabile in RV e la sua misura ¢ data da

m(A) = /R Jla)da.

2. Sia (X, ¥, 1) uno spazio misura finito, f : X — [0, +00) X-misurabile con / fdp = 400 e
X
A= fpu.

(a) Dimostrare che A & assolutamente continua rispetto a p.

(b) Dimostrare che per ogni § > 0 esiste una successione di insiemi ¥-misurabili disgiunti
A% €% tali che p (A7) 2 Oe A (Ai) > 4. Confrontare con quanto visto a lezione.
n——+0o0o

(Suggerimento: utilizzanre la famiglia di insiemi By, :={z € X : | < f(z) < m})

3. Sia L,, : C([—1,1]) — R il funzionale lineare dato da

La(f) = / e fa)da / L e

1 1+ n222

(a) Calcolare la norma operatoriale ||L,|| e dedurre che {L,(f)}nen € limitata per ogni
fec(-11)).

1
(b) Trovare una misura con segno di Borel regolare p tale che L,,(f) _-i>- / fdu per ogni
n—+oo J_4
fec(-11).

4. Sia (X, %, 1) lo spazio misura definito da: X = {0,1}, ¥ = P(X), pn({0}) = 1, u({1}) = +o0.
(a) Descrivere gli spazi LP(X, %, u) al variare di p € [1, 400].

(b) Stabilire per quali p € [1,+00) vale I'isomorfismo canonico tra (LP(X, %, u))* e LT (X,2, 1)
e confrontare con quanto visto a lezione.

5. Sia a(j, k) : N x N — R tale che Z la(j, k)| < 4o0.
jik

(a) Dimostrare che Z (Z a(j, k:)) = Z Za(j,k;)

jEN \keN keN \ jeN



1 k=j
(b) Siaorab(j,k) ;=<4 —1 k=j+1 . Dimostrareche Z (Z b(4, k)) # Z Zb(j, k)
0 altrimenti jEN \keN keN \jeN
e spiegare perché cio non € in contraddizione con il punto precedente.

6. Sia (X, 3, 1) uno spazio di misura complessa e
N(u) = sup{ ()] : A€ 5},
Dimostrare che:

(a) N(p) ¢ una norma sullo spazio delle misure complesse su X.

(b) Le norme N(u) e |p|(X) sono equivalenti.

(Suggerimento: utilizzare che, dati {z1,...,2n}, esiste S C {1,..., N} tale che >

N
> lzal)
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