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L. Sia f: RN — [0, +00] Lebesgue-misurabile e A := {(z,y) € RNT': 0 <y < f(2)}.
Dimostrare che A & Lebesgue-misurabile in RV e la sua misura & data da

m(A) = /RN f(z)dz.

Scrivendo A = {(z,y) e R¥*! 1y >0} N {(z,y) e R¥T': y — f(z) <0} otteniamo che &
Lebesgue-misurabile in quanto intersezione di due misurabili: il primo lo € perché chiuso,
il secondo perché preimmagine del chiuso [—o0, 0] rispetto alla funzione Lebesgue-misurabile
(x,y) = y — f(x). Per calcolarne la misura applichiamo il teorema di Tonelli alla funzione
positiva e misurabile h(z,y) = xa(x,y):

= [t = [ ([ ) ar= ([ vosm) s [ o

2. Sia (X, X, 1) uno spazio misura finito, f : X — [0,+00) Y-misurabile con / fdp = 400 e
b'e
A= fu.

(a) Dimostrare che \ & assolutamente continua rispetto a p.

(b) Dimostrare che per ogni § > 0 esiste una successione di insiemi Y-misurabili disgiunti
AS € ¥ tali che p (Ai) 2 Oe A (Ai) > 6. Confrontare con quanto visto a lezione.
n——+00o

(Suggerimento: utilizzanre la famiglia di insiemi B ., :={z € X : | < f(z) < m})

(a) L’assoluta continuita segue dal fatto elementare che se p(A) = 0 allora A(4) = / fdp =
A

0.
(b) Notiamo innanzi tutto che, fissato m, la famiglia B; ,,, € una famiglia crescente di insiemi
—+oo
misurabili con U By ={x € X : f(z) > 1} := Cy, che verifica A\(C}) = AM(X) —
m=Il+1

/ fdp > AM(X) — lu(X) = +o00. Dunque, per ogni I A(B,,) — 400 e quindi
{r<uy e

comungque fisso & > 0 esistera un certo m; = m1(d) tale che A(Ag ) > 0; analogamente,
poiché AM(Am,m) — 400, esisterd mg > my tale che A(A,, m,) > 0. Ripetendo la

m——+00
procedura troveremo una successioni di misurabili disgiunti A2 := B, . , tale che
A (Afl) > 6, e inoltre Z 1 (AfL) =pu (U Ai) < u(X) = 400, dunque (Ai) i o 0.
neN neN

Questo non contraddice la caratterizzazione dell’assoluta continuita vista a lezione perché
quest’ultima vale solo per misure con variazione totale finita, condizione non verificata
in questo caso dal momento che A(X) = +oo.



. Sia L, : C([-1,1]) — R il funzionale lineare dato da

La(f) = / e ) — / LT

1 1+ n22?

(a) Calcolare la norma operatoriale ||L,| e dedurre che {L,(f)}nen ¢ limitata per ogni

fec(-1,1).

1
(b) Trovare una misura con segno di Borel regolare p tale che L,,(f) j_ / fdu per ogni
n oo J_1
fec(-11).

n
(a) Poiché il funzionale & rappresentato dalla misura con segno p,, = <e”zx[0,1] — 1+n2x2x[_1’0}> m,
dal Teorema di Riesz la sua norma operatoriale sara data dalla variazione totale della
misura, che ¢

. n
lnl([-1,1]) = (6 X[0x1]+HMX[1,O]>m([_1a1])

1 0 n
/ efmdx—k/ ﬁdx
0 _11+4+n%z

{_e—:]; + [arctan(nz)]°,

1—e™
= — arctan(—n).
n

Essendo quest’ultima quantita limitata in n, allora per ogni f € C([-1,1]) deduciamo
sup | Ly (f)] < [[flloo sup || L[| < +o0.
neN neN

(b) Per poter passare al limite per n — +o00, applichiamo il cambio di variabile y = nz e

scriviamo . 0
._ —nax _ 1 y
L= [ [ (L)

. _ 1 Y

A questo punto, poiché 22 <l e 0,1 (f) )
auesto punto, poiché | /(z)e | < [/l ver = € 0.1 ¢ | 5=/ (£) \ona
1

ﬁ” flloo PET Y € (—00,0], possiamo applicare a entrambi gli integrali il teorema di
Y

<

convergenza dominata e sfruttare la continuita di f:

1 0
lim L,(f) = lim e " f(x)dz — lim !

n——+o0o n—+oo J n—+oo | 1+ Yy
1 0 1
/[; ngr—sr—looe f(x)dx N /;oo nllf—{-loc 1492 ( ) X[in’o]dy
o 1
_ 4
</oo 1+y? y> A0

!
= 75/71fd(§0)'

1
Dunque abbiamo dimostrato che L, (f) —J>r / fdp con p = —géo, dove dg ¢ la
n—+oo [_4

1 0cd

misura di Dirac definita da dg(A) = { 0 0gA



4. Sia (X, %, p) lo spazio misura definito da: X = {0,1}, ¥ = P(X), u({0}) =1, u({1}) = +o0.

(a)
(b)

(a)

Descrivere gli spazi LP(X, X, 1) al variare di p € [1, +00].

Stabilire per quali p € [1, +o0c] vale I'isomorfismo canonico tra (L?(X, S, 1)) e L7-1 (X, %, 1)
e confrontare con quanto visto a lezione.

Innanzi tutto, osserviamo che se f(1) # 0 allora / |f|Pdu = 400, se invece f(1) =0
b'e
abbiamo / |fIP = |f(0)|”, dunque per ogni p # co ho
X

LP(X, 5, 1) ={f:{0,1} = R; f(1) = 0}

Quanto a L™ (X, X, u) invece, essendo X finito, per ogni scelta di f(0), f(1) avro una
funzione essenzialmente limitate e dunque

L®(X,%, 1) = {f : {0,1} — R}.

Per ogni p € [1,+00) ogni funzione in LP(X,¥, u) ¢ determinata dal valore di f(0),
dunque ogni funzionale lineare continuo L : LP(X, %, u) — R sara del tipo L(f) = ¢f(0)
c

per qualche ¢ € R, e inoltre L(f) = cf(0) = / fgedp per g. definita da g.(0) =
X

e g.(1) = 0. Per p > 1 otteniamo, al variare di ¢, tutto lo spazio LP%I(X,E,M), e
dunque abbiamo Iisomorfismo canonico tra (LP(X, %, u))* e L71(X,%, u). Se invece
p = 1 non otteniamo tutto lo spazio L° (X, X, u) perché ad esempio nessun elemento &
rappresentato dalla g data da ¢g(0) =0,g(1) = 1.

Questo non contraddice i risultati visti a lezione sui duali degli spazi L?, che valgono per
spazi misura o-finiti, quale non e X.

5. Sia a(j, k) : N x N — R tale che Z la(j, k)| < 4o0.

(a)

(b)

(a)

gk

Dimostrare che Z (Z a(g, k)) = Z Za(j, k)

JjEN \keN keN \ jeN

1 k=j

Siaorab(j,k):=¢ —1 k=j+1 . Dimostrare che Z (Z b(4, k)) * Z Zb(j, k)
0 altrimenti jEN \keN keN \jeN

e spiegare perché cio non e in contraddizione con il punto precedente.

Le due sommatorie coincidono per il teorema di Fubini, applicato con (X1,%1, 1) =
(X2,%9, 2) = (N,P(N),u) dove p & la misura del conteggio; il teorema pud essere

applicato in quanto la(j, k)|d(u1 x p2) = g |a(j, k)| & finito per ipotesi. Dunque
X1 xXo -
Jsk

otteniamo

Z(Zd]}k)) = /N(/Naj,k)dug(k:)> dper (5)

jeN \keN
/ ol k)1 x p12) (i, )
NxN



- /N</Naj,k)du1( )) dpz (k)

S oD alik)

keN \ jeN

. . . . .y J 1 4=0
(b) Si vede facilmente che %b(], k) =0perognijeNe ,;\,b(]’ k)= { 0 j>1° dunque
€ €

> (ZW‘J{)) =0#£1=> (> a(k)

JEN \keN keN \ jeN

Non vale il risultato precedente perché non ¢ soddisfatta la condizione Z la(j, k)| < +o0,
J.k
in quanto

Z|ay, \—Zl—i— Z 1= +o0.

k=j+1

6. Sia (X, 3, u) uno spazio di misura complessa e

N(p) := sup{lu(4)] : A€ T},
Dimostrare che:

(a) N(p) ¢ una norma sullo spazio delle misure complesse su X.
(b) Le norme N(u) e |p|(X) sono equivalenti.

(Suggerimento: utilizzare che, dati {z1,...,2n}, esiste S C {1,..., N} tale che

N
> Izl

Zzn >

nes

(a) Verifichiamo le tre proprieta che caratterizzano la norma. Innanzi tutto, & chiaramente
vero che N(p) > 0, e N(u) =0 se e solo se |u(A)| = 0 per ogni A € ¥, cioe p € la misura
nulla. Inoltre, per ogni ¢ > 0 abbiamo

N(t) = sup{|ta(A)] : A€ B} = sup{ltl[u(A)] : A € £} = |t]sup{|u(4)] : A € T} = [tIN(p).

Infine, date due misure p1, g,

N(py+p2) = sup{[pa(4) + pa(A)]: A€ X}
< sup{lp (A)| + [p2(A)]: A € X}
< sup{|m(A)]: A€ X} + sup{|ua(A)] - A€ X}
= N(m) + N(p2)-
(b) La disuguaglianza N (u) < |u|(X) segue dalla definizione |u|(X) = sup {Z |w(An)]; Ap € X, H A, = X}
neN neN
per ogni partizione {4, }»en vale ovviamente |pu(41)] < Z |e(Ay,)| e passando all’estre-
neN
mo superiore si ottiene la disuguaglianza. Viceversa, scegliendo Aj,..., Ay tali che
Z |(Ap)| > |1](X) — € e applicando il suggerimento, troviamo & C {1,..., N} tale che
N
b0 < £ 30 <6t =6 (U ) <o
n=1 nesS nes

dunque |p|(X) < 6N (u), che dimostra 'equivalenza tra le norme.



