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1. Sia f continua e non negativa su R tale che

ˆ +∞

−∞
f(x)dx < +∞.

Dimostrare che

ˆ +∞

−∞

f(x)

1 + nx2
dx ↘

n→+∞
0.

2. Calcolare lim
n→+∞

+∞∑
k=1

e−k cos
1

nk
.

3. Utilizzando la serie di funzioni definita da fn(x) = xe−nx per n ≥ 1, dimostrare l’uguaglianza

ˆ +∞

0

x

ex − 1
dx =

+∞∑
n=1

1

n2
.

4. Utilizzando il teorema di convergenza equidominata, calcolare

lim
n→+∞

ˆ +∞

−∞

enx

n+ e(n+1)x
dx; lim

n→+∞

ˆ π

0

n cos2 x

1 + n2x2
dx.

5. Sia Σ la famiglia di insiemi definita da

Σ := {A ⊂ R : (0,+∞) ⊂ A oppure A ⊂ (−∞, 0]}.

Dimostrare che Σ è una σ-algebra su R e che la funzione µ(A) =

{
1 se A ∩ (0,+∞) 6= ∅
0 se A ⊂ (−∞, 0]

è una misura su Σ.
Dimostrare che µ non è una misura sui Boreliani di R.
Dimostrare che una funzione f : R→ R è Σ-misurabile se e solo se è costante su (0,+∞).

Dimostrare che, se f |(0,+∞) ≡ c, allora

ˆ
A

fdµ =

{
c se A ∩ (0,+∞) 6= ∅
0 se A ⊂ (−∞, 0]

per ogni A ∈ Σ.


