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1. Sia f € L*(R) tale che / f(z)dz = 1. Calcolare:
+oo
lim f(@) ;
n—+too J_ 1+ mna?
+oo T
lim f(z 4 27n) cos (7) da;
n—+4oo — 0 n
+oo T 9
I (%) aret dz.
L N f - arctan (x ) x
1 {:(3132 e 0 per ogni x # 0, e inoltre 7 f(?x? < |f(x)| € L*(R), dunque si pud

applicare il teorema di convergenza dominata:

+00 +o0 , +oo
lim ) o= / m ) g / lim 0dz = 0.

n—+too J_ 1+ mna? n—+oo 1 + nx?2 n—+o00

— 0 —o0
Utilizzando il cambio di variabile y = x + 27n e la periodicita del coseno si ottiene

“+oo

/+0<> f(z + 2mn) cos (%) dz = /_

—00

+oo

f(y) cos (% - 27r) dy = /_
Y

a questo punto, poiché f(y)cos (Q) —  f(y) per ogni y € R e ‘f(y) coS <7)‘ <
n n

n—-+oo

F(y)cos (£) dy;

oo o

|f(y)| € L'(R), allora si puo applicare il teorema di convergenza dominata:

lim - f(x + 2mn) cos (%) dz = lim o f(y) cos (%) dy

n—-+o0o o n—-+4oo oo

/+OO lim f(y) cos (%) dy

oo n—-+4oo

= / +Oo f(y)dy

— 00

= 1

x
Dal cambio di variabile y = — otteniamo
n

+oo T +o0
/ f <7) arctan |z|dx = n/ f(y) arctan |ny|dy.
n

—00 — 00
In quest’ultimo integrale si puo applicare il teorema di convergenza dominata, perché
T . 7
fly)arctanny| ~— o f(y) per ogni y # 0 e |f(y)arctan|ny|| < S[f(y)| € L'(R);

—+
dunque,
+o0 z +oo
lim f (7) arctan |z|dx = < lim n) ( lim / fly) arctan|ny|dy>
n——+oo oo n n——+oo n—-+oo oo



lim n) </+0<> lim f(y) arctan|ny|dy>

n—4oo oo n—+oo

<
- () ([ 31m)

= — lim n
2n%+m

+00.

2. Sia (X,X, 1) uno spazio misura con u(X) < +oo e sia {f, }neny una successione di funzioni
p-misurabili tali che f, j 0 puntualmente e che soddisfino la proprieta
n—-+0oo

Ve > 03 M, tale che / [frldp <e.
{zeX:|fn(z)|>M:}

Dimostrare, utilizzando la successione ¢ (x) = min{|f,, ()|, M}, che / |[fnldp — 0.
b's

n—-+o0o

Ad ogni M > 0 fissato, g,]y B jroo 0 puntualmente, inoltre per costruzione 0 < gf:/[ < M, con

/ Mdp = Mu(X) < 400, dunque dal teorema di convergenza dominata / gMdu — o
b's bl

n—-+oo
Prendiamo ora e, M, che verifichino la proprieta precedente e notiamo che |f,,| = g2 + (| fn] —
M)X{zex:|f,(x)|>Mm}: dunque, otteniamo

< i n|d
0 < n_lffoo/xlf |dp
_ lim gT]LMdM—&— lim (Iful = M)dp
= lim (Ifnl = M)dp
n=+o0 Jepe X:| fo(x)|>M}
< lim Uhﬁ#
n—+o00 {zeX:|fn(z)|>M}
< e

Essendo ¢ arbitrario, concludiamo che il limite ¢ 0.

3. Siar > 0 fissato, p una misura Boreliana su R e finita sui compatti e sia f(x) := p((z—r, z+r)).
Dimostrare che f € inferiormente semi-continua, ovvero che per ogni successione convergente

. e .
Tn =3 @siha f(z) < liminf f(2,)

1 se0ec A

0 se0g A’ che la disuguaglianza

Dimostrare, utilizzando la misura di Dirac pu(A4) = {

precedente potrebbe essere stretta.

Data una successione x, NI definiamo g, (%) := X (s, —r,z,+r)- 1l suo limite puntuale, e
n—-+0oo

in particolare il limite inferiore, ¢ g(x) = X(3—r,z+r), dunque dal Lemma di Fatou otteniamo

n—-+oo

f(x) /Rm o)A /R;ggog iz éﬂﬂo/Rg p=lim inf p((@n—r, @ntr)) = lim inf f (2,

1 1 1
Prendendo u(A) = { (1) zz 8 ;ﬁ €Ty =r—" _)/J‘r r, siottiene f(x,) = pu <(—n,2r — n>) =

rma f(1) = p((0,2r)) = 0.



4. Sia (X, ¥, 1) uno spazio misura e f : X — [0, +-00] una funzione L'(x). Dimostrare che:

(a)
(b)

()

L’insieme A := {z € X : f(z) = 400} ha misura nulla u(A) = 0.

L’insieme B := {z € X : f(z) # 0} & o-finito, cioé ¢ unione numerabile B = U B, di
neN
insiemi misurabili di misura finita u(B,) < +oo.

Per ogni £ > 0, esiste un insieme misurabile C. € ¥ con misura finita u(C:) < 400 e

/ fdu <e.
X\C.

Supponiamo per assurdo che u(A) = §y > 0; allora
[ sz [ gan= ity oo = 40,
X A

contraddicendo il fatto che f € L'(u).

—+oo
1
Possiamo scrivere B = A U U B, con B, = {x eX:—<f(z)< n}: si tratta di
n
n=1

insiemi misurabili, in quanto preimmagini di insiemi aperti (chiuso nel caso di A) e
inoltre hanno misura finita: questo ¢ stato appena visto per A, ed & vero anche per
ciascun B, perche se qualche B,,, avesse misura infinita, allora

1 B
/ fduZ/ fduz/ Ly B _
X B, B, 0 no

Consideriamo la successione di funzioni f,, = fxs,, con B, come sopra: la successione
converge in modo monotono crescente a fxp\4, con f nulla all'infuori di B\ A e A di
misura nulla, dunque

/Bn fdMZ/and,u n_)/_f_oo/XfXB\AdM:/de,u—/X\deu—/AfdM:/de'u_

Di conseguenza, fissato € > 0, bastera prendere C; = B,,_, con n. sufficientemente grande

afﬁnché/ fd,u:/ fdu—/ fdu<e.
X\Bn. X B,



