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1. Utilizzando opportune serie di funzioni, dimostrare le uguaglianze
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2. Sia (X,Σ, µ) uno spazio misura.

(a) Se µ è completa e f è misurabile rispetto a Σ, allora ogni g : X → R tale che f(x) = g(x)
per µ-q.o. x ∈ X è anch’essa misurabile.

(b) Se µ non è completa e f è misurabile rispetto a Σ, allora esiste g : X → R tale che
f(x) = g(x) per µ-q.o. x ∈ X ma g non è misurabile.

3. Sia (X,Σ, µ) uno spazio misura, f : X → R µ-misurabile e

An := {x ∈ X : n ≤ |f(x)| < n+ 1}.

Dimostrare che le seguenti condizioni sono equivalenti:

(a) f è essenzialmente limitata, cioè esiste M > 0 tale che |f(x)| ≤M per µ-q.o. x ∈ X;

(b) µ(An) > 0 solo per finiti n;

(c) Se g ∈ L1(µ) allora anche fg ∈ L1(µ).

Dimostrare che, assumendo inoltre µ(X) < +∞, f ∈ L1(µ) se e solo se

+∞∑
n=0

nµ(An) < +∞.


