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Argomento: Spazi `p

1. Siano `p definiti da:

`p :=

{a(k)}k∈N : ‖a‖p =

(∑
k∈N
|a(k)|p

) 1
p

< +∞


`∞ :=

{
{a(k)}k∈N : ‖a‖∞ = sup

k∈N
|a(k)| < +∞

}
Dimostrare che:

(a) Se 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞ allora ‖x‖q ≤ ‖x‖p per ogni x ∈ `p, e in particolare `p ⊂ `q.

(b) Lo spazio (`p, ‖ · ‖q) NON è completo per nessun p < q.

(Suggerimento: considerare la successione an(k) :=

{
a(k) k ≤ n
0 k > n

per un qualche

a ∈ `q \ `p, ad esempio a(k) =
1

k
1
p

.)

(c) `p è separabile per ogni p < +∞.
(Suggerimento: considerare il sottospazio di X ⊂ `p dato da

X := {a ∈ `p : a(k) ∈ Q∀ k ∈ N, a(k) = 0 definitivamente}.)

(d) Dimostrare che lo spazio delle successioni infinitesime c0 ⊂ `1 definito da

c0 :=

{
{a(k)}k∈N : a(k) →

k→+∞
0

}
è separabile mentre `∞ NON lo è.
(Suggerimento: mostrare che non è separabile il sottoinsieme Y ⊂ `∞ definito da

Y := {a ∈ `∞ : a(k) ∈ {0, 1} ∀ k ∈ N}.)

2. Sia {an}n∈N definita da an(k) =

{
1 n = k
0 n 6= k

. Dimostrare che:

(a) ‖an‖p = 1 per ogni n ∈ N, p ∈ [1,+∞];

(b) an non ha estratte convergenti per nessun p ∈ [1,+∞].

3. Sia {an}n∈N definita da an(k) =

(
cos 1

n

)k
n

.

(a) Calcolare ‖an‖p per ogni p ∈ [1,+∞] e dedurne che an ∈ `p per ogni p ≥ 1;

(b) Dimostrare che an è limitata in `p se e solo se p ≥ 2;

(c) Dimostrare che an converge se e solo se p > 2 e trovarne il suo limite.


