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Discutere la convergenza dei seguenti integrali impropri:

1.

ˆ +∞

1

e
1
x − 1

x
dx;

L’integranda è limitata, dunque la convergenza dell’integrale dipenderà solo dal comporta-

mento all’infinito. Poiché, per t → 0, vale et − 1 = t + O
(
t2
)
, allora ponendo t =

1

x
avremo

e
1
x − 1

x
=

1

x

(
1

x
+O

(
1

x2

))
,

dunque l’integranda ha lo stesso andamento asintotico di
1

x2
, e pertanto converge.

2.

ˆ +∞

0

3
√

sin (x4)

x2
dx;

Bisogna studiare il comportamento dell’integranda all’infinito e in x = 0, dove la funzione è

illimitata. All’infinito l’integranda è più piccola di
1

x2
e dunque converge. In 0 invece dal

limite notevole
sin t

t
→
t→0

1 otteniamo che il comportamento è quello di
3
√
x4

x2
=

1

x
2
3

, pertanto

l’integrale converge anche in x = 0 e dunque è convergente.

Verificare la convergenza e calcolare il valore dei seguenti integrali impropri:

3.

ˆ +∞

0

x

(x+ 1)2(x+ 2)
dx;

L’integrale è convergente perché l’integranda è limitata e all’infinito all’andamento di
1

x2
. Per

calcolarlo, cerchiamo A,B,C per cui

x

(x+ 1)2(x+ 2)
=

A

(x+ 1)2
+

B

x+ 1
+

C

x+ 2
.

Scrivendo

A

(x+ 1)2
+

B

x+ 1
+

C

x+ 2
=

(B + C)x2 + (A+ 3B + 2C)x+ 2A+ 2B + C

(x+ 1)2(x+ 2)
,

avremo A = −1, B = 2, C = −2 e dunque

1



ˆ +∞

0

x

(x+ 1)2(x+ 2)
dx =

ˆ +∞

0

(
2

x+ 1
− 1

(x+ 1)
2 −

2

x+ 2

)
dx

=

[
2 log(x+ 1) +

1

x+ 1
− 2 log(x+ 2)

]+∞

0

= −1 +

[
2 log

(x+ 1)

(x+ 2)

]+∞

0

= 2 log 2− 1.

4.

ˆ +∞

0

(
log
(
x2 + 1

)
− 2 log x

)
dx.

L’integrale è convergente perché l’unica singolarità, in x = 0, è di tipo logaritmico, e all’infinito

l’andamento è lo stesso di
1

x2
poiché

ˆ +∞

0

(
log
(
x2 + 1

)
− 2 log x

)
dx =

ˆ +∞

0

log

(
1 +

1

x2

)
dx

.

Per calcolare l’integrale procediamo per parti:

ˆ +∞

0

(
log
(
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)
− 2 log x

)
dx =

[
x
(
log
(
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)
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0
−
ˆ +∞

0

x

(
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x

)
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=

[
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(
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1

x2
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0

+

ˆ +∞

0

2

1 + x2
dx

= [2 arctanx]+∞
0

= π
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