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ARGOMENTO: DISEQUAZIONI, INSIEMI DI DEFINIZIONE

Determinare I'insieme di definizione e il segno delle seguenti funzioni:

2+ sinx
1. fla)=In ———
/(@) 2sin’x — 1
Innanzi tutto, data la periodicita del seno, sara sufficiente studiare f per 0 < x < 2.
Affinché f sia definita & necessario che il denominatore della frazione sia diverso da zero, e che

V2

I’argomento del logaritmo sia positivo. Il denominatore ¢ diverso da zero per sinz = iT,
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RVLAEVGE poiché il numeratore € sempre positivo e dunque la funzione & definita

b

cioe = #
2 2
se e solo se il numeratore & positivo: scrivendo 2sin® 2z — 1 = 2 (sinx — {) (sinx + {),

AN . . . ™
cio equivale a sinx > 7 oppure sSmzx < — , ovvero — < x < —Tr, ZW <z < ETF.
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Per quanto riguarda il segno, f sara non-negativa se e solo se I'argomento del logaritmo &
maggiore o uguale a 1, cio¢ quando & verificata

24+sinx

CyrRCIE
2sin“x —1

Portando a sinistra il membro di destra e scrivendo come un’unica frazione, si ottiene

3 +sing — 2sin’x

> 0.

2sinx —1
Ricordando che il denominatore ¢ sempre positivo nell’insieme di definizione della funzione,
bastera studiare il segno del numeratore: fattorizzando 3 4 sinz — 2sin®z = (1 + sinz)(3 —
2sinz) e ricordando che —1 < sinz < 1, quest’ultima quantita si annullera per sinx = —1,

cioe © = 5™ e sard positiva per ogni altro valore di z. In conclusione, f(z) =0 per & = 37

f(z)>0 < <3 < <5 < <3 > < <7
T — — — -, = —T.
e X pe 4 X 471',77 X 47T x 27T',27'(' X 471'

2 fa) = |e" — 2| —1;
La funzione & definita per tutti i valori di x reale.
Per studiarne il segno, notiamo che ’argomento del modulo & non-negativo se e solo se x > In 2,
dunque possiamo scrivere la funzione come

e*—3 sex>1In2
f(x)—{ 1—¢e® sexz<In2

Nel primo intervallo di definizione di f avremo f(x) > 0 per z > In3, mentre nell’altro
intervallo f(z) > 0 per x < 0. Dunque, avremo f(x) > 0 per z > In3,z < 0, f(x) = 0 per
x=0,In3e f(z) <0per0<z<In3.



3. f(z) = tan(2z) — tan®(2z);
Innanzi tutto, poiché la tangente ha periodo m, f(z) avra periodo T e dunque sara sufficiente
studiarla per 0 < z < w. La funzione e definita fintanto che I’argomento della tangente &
diverso da 57 cioe = # %

Per quanto riguarda il segno, ponendo y = tan(2x) potremo scrivere la funzione come

y—y =y(1-9")=y(l-y)(A+y).

Studiando il segno dei vari fattori, otteniamo

] ly<-1]-1<y<0[0<y<1l]y>1]

Y - - + +
1—y + + + —
1ty - + + +
Ly -+ -y [+ | - [+ =
. N .. L. T 3
Dunque, la funzione sara positiva per tan(2z) < —1 e 0 < tan(2z) < 1, cioe 1 < T
3
el << g; analogamente, f(z) = 0 per z = 0’%’§7T e f(x) < 0 per % <z < % e
% + 322 + 4z
4. f(x) = TQ; La radice cubica non ha problemi di definizione, dunque f sara definita
2z _

per x che non annulla il denominatore. Inoltre, poiché la radice cubica e nulla solo quando lo
In2
& il suo argomento, f(x) sara ben definita per e2* — 2 # 0, cioe x # -
Per studiare il segno, scriviamo il numeratore della funzione come
z3+3z2+4x:x(x2+3x+4),

con quest’ultimo polinomio di secondo grado privo di radici reali e dunque sempre positivo;
pertanto, il numeratore avra lo stesso segno di z.
Studiando i vari casi, si ottiene

<0]0< <h172 >h172
T T > T >
> +32% +4z || — — +
Ve —2 - |+ +
[f(@) [+ [- [+ |

In2
Dunque,f(x)>0perx<()e:r>n7,f(x):()perx:()ef(x)<Oper0<x<1.

5. f(z) = arcsin (2% — 2);

La funzione & definita fintanto che ’argomento dell’arcoseno € compreso tra —1 e 1, estremi
inclusi, cioe se —1 < 2—2<1. Questa condizione equivale a 1 < 2 < 3, cioe —V3 <zr<-1
oppure 1 <z < V3.

Riguardo il segno, ricordiamo che ’arcoseno ha lo stesso segno del suo argomento, dunque
avremo f(z) > 0 per tutte le 2 per cui f ¢ definita che verificano 2% — 2 > 0, cioé = < -2
oppure x > v/2. Pertanto, concludiamo che f(z) > 0 per —V3<ar<—V2eV2<a<V3,
f(@)=0perz==+v2e f(z) <Oper —vV2<z<—-lel<z<V2

1—e”*

26+ 723 — 8’
Poiché ’arcotangente non ha problemi di definizione, la funzione non & definita solo per le x

6. f(z) = arctan



che annullano il denominatore. Quest’ultimo diventa, scrivendo y = z*, y* + 7y — 8, che ha

per radici y = 1 e y = —8. Dunque, il denominatore di f(x) vale 0 quando z3 = 1 oppure

23 = =8, quindi f(z) non ¢ definita in z =1e 2z = —2.

Per studiare il segno di f, ricordiamo che l’arcotaligentze ha lo stesso segno del suo argomento
—e

a8 + Txd — 8

284+ 723 -8 = (1’3 — 1) (x3 + 8) e studiando il segno dei vari fattori si ottiene:

e quindi bastera studiare il segno di g(z) = ; scrivendo il denominatore come

] [zr<—2]-2<2<0[0<az<l]z>1]

1—e” || + + — —
-1 - — — +
2’ +8] - + + +
o) [+ [- [+ - |

Dunque f(z) >0 perz < —2e0<zxz <1, f(z)=0perz=0e f(z) <Oper —2<x<0e
x> 1.

. f(@) = V/2cos?x —5cosz + 2 — V2
Per periodicita, restringiamo lo studio della funzione a 0 < x < 2w. f sara definita per le
x per cui 'argomento della radice & non-negativo; ponendo y = cosz otteniamo il polinomio

1
2y? — 5y + 2, che ha per radici y = 3 ey = 2. Dunque, 2cos’z — Hcosz + 2 = (2cosx —
1
1)(cosz — 2) e sara minore o uguale a 0 se cosz < 3 oppure cos z > 2; essendo pero il coseno
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sempre minore o uguale a 1, & possibile solo la prima condizione che equivale a 3 <z< §7r.

Per lo studio del segno, notiamo che poiché V2 > 0 allora la condizione f(x) > 0 equivarra a
2cos?x —Hcosx +2> 2,

cioe 0 = 2cos® 2 — 5cosz = 2cosz(2cosz — 5). Essendo il secondo fattore sempre negativo,

. \ o . . . .. N . N
la funzione sara positiva per gli stessi valori per cui il coseno € negativo, cioe 5 <z < 5™ e

3 3
analogamente f(xz) = 0 per x = g, Jme f(z) <0 perax< g,x > o



