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SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI 7 DEL 19-20 NOVEMBRE 2019
ARGOMENTO: STUDIO DI FUNZIONE

Studiare graficamente le seguenti funzioni, determinandone:

e Insieme di definizione;

Eventuali simmetrie;

Segno ed intersezioni con gli assi;

Comportamento agli estremi del dominio ed eventuali asintoti;

Eventuali punti di discontinuita e non derivabilita;

Studio della derivata prima con intervalli di monotonia ed eventuali massimi e minimi;

Studio della derivata seconda con intervalli di concavita/convessita ed eventuali punti di flesso.

cos T
1. f(z) = ——;
f(@) 24 sinx
Dominio: Essendo 2 + sinx > 0 per ogni x € R, il denominatore non ¢ mai nullo e dunque la
funzione ¢ sempre definita

Vr € R.

Simmetrie: Poiché il numeratore € pari ma il denominatore non é né pari né dispari, concludiamo
che
f non & né pari né dispari.

Segno: Innanzi tutto, la funzione avra le stesse periodicita di seno e coseno e quindi avra periodo
2m; di conseguenza, sara sufficiente studiarla per 0 < & < 2. Per trovare il segno di f
notiamo che il denominatore ¢ sempre positivo e dunque f(x) e cosx avranno lo stesso
segno, dato da

N w
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T f(z) <0 <= Tcr<in
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f(sc)>0<:>0<x<z,§ﬂ'<x<27r; f(:c):0<:>x:g, 5 5
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Da questo studio degli zeri di f e dal calcolo di f(0) = 3 concludiamo che
C o . . (T 3 , 1
Il grafico di f interseca ’asse x nei punti (5, 0) (5™ 0] e l’asse y nel punto | 0, 3

Estremi del dominio: Essendo f definita per ogni x reale, gli estremi del dominio sono oo, ma data la
periodicita della funzione avremo

A lim f(x).

r—+oo

Da questo segue in particolare che

f non ha asintoti.



Continuita/derivabilita: Nessuna delle funzioni che definisce f ha problemi di continuita o derivabilita, dunque

f(z) & continua e derivabile Yz € R.

Studio derivata prima:
—sinz(2 +sinz) — cos? 1+ 2sinz

(@) = (2 +sinx)? B (2 +sing)?

1
La funzione &€ dunque crescente fintanto che sinx < 5 cioe

R 7 11 N 7 11
f & monotona crescente per 67‘( <z < gﬂ ed e monotona decrescente se 0 < x < 67‘(, Eﬂ' <z <2T.

I due punti in cui la derivata si annulla saranno quindi rispettivamente di minimo e di
massimo assoluti per la funzione:

(z, f(x)) = <gﬂ, f) ¢ un minimo assoluto per f;

11
(z, f(x)) = (67r, \/f) ¢ un massimo assoluto per f.
Studio derivata seconda:

—2cos (2 +sinz)? + (14 2sinz)2cos (2 +sinz)  2cosz(sinz — 1)
(2 +sinz)* ~ (2+sinz)3

f(w) =

Poiché sinz —1 < 0 e il dominatore & sempre positivo, la concavita sara determinata dal
segno del coseno, ma con il segno opposto, e cioe:

. T 3 . T 3
feconvessaper§<x<§7redeconcavase0<:c<§,§7r<:c<27r.

T = g, gﬂ' sono punti di flesso a tangente obliqua per f.
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Figura 1: Grafico di f(z) = %



2. f(zx) =2vV2—a?

Dominio: La funzione e definita quando ’argomento della radice ¢ maggiore o uguale a zero; questa
condizione equivale a 2 > a:2, cioe

V2 <2<V

Simmetrie: Poiché il primo fattore e dispari mentre la radice € pari, essendo f il loro prodotto
otterremo che
f e dispari.

Segno: Poiché la radice & sempre positiva, ad eccezioni dei valori = +v/2 in cui f (z) si annulla,
ha lo stesso segno di x, ovvero:

f2)>0 <= 0<2z<V2 f2)=0 < z=0,£V2 f(x) <0 = —V2<z<0.

Estremi del dominio: Gli estremi del dominio sono £v/2 e il comportamento di f ¢ dato da:

lim z)=0.
£

Da questo in particolare otteniamo che
f non ha asintoti.

Continuita/derivabilita: f € continua su tutto il dominio perché lo sono le funzioni elementari che la definiscono;
analogamente, sara derivabile all’interno del dominio ma non nei punti di bordo perché

f(z)—f(i\@) VV2+a

lim = lim —r———— = Fo0, e dunque

w2 TFV2 =0 \/\2Fx
f(x) & continua Vz € [—\/5, V2| e derivabile per z € (—\@, \/5) .

Studio derivata prima:
-1 2 — 222
() =2 — 22+ 2(2x = .
f'(x) ( )2\/2_x2 e

La funzione & crescente se e solo se 22 < 1, cioe

f & monotona crescente per —1 < z < 1 ed & monotona decrescente se —vV2 <z < —1,1 < z < V2.

Gli zeri della derivata prima x = #+1 saranno quindi di massimo e di minimo per la
funzione, e sono di massimo e minimo assoluti perché f assume sia valori positivi che
negativi ma agli estremi del dominio si annulla:

(z, f(x)) = (1,1) & un massimo assoluto per f, mentre (z, f(z)) = (—1,—1) & un minimo assoluto per f.

Studio derivata seconda:

(—dz)V2 — 2% - (2 - 2$2) \/% 223 — 62

o= 2—a o (2—22)F

Poiché 22° — 62 = 2z (2° — 3) e 2> — 3 < 0 sul dominio di f(z), allora f”(z) avra lo
stesso segno di z e cioe:

f & convessa per — V2 <z < 0 ed & concava se 0 < z < V2.

x =0 e un punto di flesso a tangente obliqua per f.
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Figura 2: Grafico di f(z) = 2v/2 — a2

La funzione ¢ definita se il denominatore dell’esponente ¢ diverso da zero, ovvero per
x # —1.

Poiché né la frazione che si trova a esponente né la funzione esponenziali sono né pari né
dispari, avremo che
f non & né pari né dispari.

Poiche gli esponenziali sono sempre positivi concludiamo che lo ¢ anche f:
fl@)>0 VzeR.
Calcolando poi f(0) =1 otteniamo che

Il grafico di f non interseca ’asse x ma interseca ’asse y nel punto (0, 1).

Gli estremi del dominio sono 1, +o0; facendo il limite all’esponente e usando le proprieta
dell’esponenziale otteniamo:

lim f(z)=e lim f(z) =40 lim f(z)=0.

r—+oo rz——1— rz——1t
Da cio deduciamo 1’esistenza di un asintoto verticale e di un asintoto orizzontale:

Gli asintoti di f sono: x = —1 (asintoto orizzontale) e y = e (asintoto orizzontale).

Le funzioni che definiscono f sono continue e derivabili sul proprio dominio e dunque
varra lo stesso per f:

f(z) & continua e derivabile Vz # —1.

, r+1—2 = ex+1
r) = ———eztl —m —m—
(@) (x4 1)2
Poiché vale sempre f' > 0, avremo
f € monotona crescente Vo # —1.

f non ha punti di massimo né di minimo relativi.



Studio derivata seconda:

f”(x) _ (Z_:Tll)z (ZC + 1)2 _ 2(.’5 + 1)(3::11 - 2 + 1 . .
N (x+1)4 (x4 1)4 ‘

La derivata seconda ha lo stesso segno di 2z + 1, quindi

1
f econvessaperz < —1,—-1<z< —5 ed e concava se x > —5
. R 1 ) , 1
Il suo unico zero ¢ z = —g che verifica f —3 = 0, dunque

1
T = —3 € un punto di flesso a tangente obliqua per f.
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Figura 3: Grafico di f(z) = e#+1




