
AM110 - Analisi matematica 1

Luca Battaglia

Esercizi assegnati per casa

Esercizio 1.
Calcolare, se esiste, il limite

lim
x→0

x2 − arctan
(
x2

)
(log(cosx))3

.

Soluzione:

x2 − arctan
(
x2

)
(log(cosx))3

=
x2 −

(
x2 − x6

3 + o
(
x6

))
cosx− 1 + o(cosx− 1)

=
x6

3 + o
(
x6

)(
−x2

2 + o (x3)
)3

=
x6

3 + o
(
x6

)
−x6

8 + o (x6)

→
x→0

−8

3
.

Esercizio 2.
Calcolare, se esiste, il limite

lim
x→0

6x − 3x − 2x + 1

(tan 3
√
x)

6 .

Soluzione:

6x − 3x − 2x + 1

(tan 3
√
x)

6

=
ex log 6 − ex log 3 − ex log 2 + 1

( 3
√
x+ o ( 3

√
x))

6

=

(
1 + x log 6 + (x log 6)2

2 + o
(
(x log 6)2

))
−

(
1 + x log 3 + (x log 3)2

2 + o
(
(x log 3)2

))
−

(
1 + x log 2 + (x log 2)2

2 + o
(
(x log 2)2

))
+ 1

x2 + o (x2)

=

(
1 + (log 2 + log 3)x+ log2 3+log2 2+2 log 2 log 3

2 x2 + o
(
x2

))
−

(
1 + log 3x+ log2 3

2 x2 + o
(
x2

))
−

(
1 + log 2x+ log2 2

2 x2 + o
(
x2

))
+ 1

x2 + o (x2)

=
log 2 log 3x2 + o

(
x2

)
x2 + o (x2)

= log 2 log 3.

Esercizio 3.
Calcolare, se esiste, il limite

lim
x→0

2 log(1 + x)− log(1 + 2x)

e
√
1+x2 − e

3√1+x2
.
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Soluzione:

2 log(1 + x)− log(1 + 2x)

e
√
1+x2 − e

3√1+x2

=
1

e

2 log(1 + x)− log(1 + 2x)

e
√
1+x2−1 − e

3√1+x2−1

=
1

e

2
(
x− x2

2 + o
(
x2

))
−

(
2x− 2x2 + o

(
x2

))(
1 +

√
1 + x2 − 1 + o

(√
1 + x2 − 1

))
−

(
1 + 3

√
1 + x2 − 1 + o

(
3
√
1 + x2 − 1

))
=

1

e

x2 + o
(
x2

)(
x2

2 + o (x3)
)
−
(
x2

3 + o (x3)
)

=
1

e

x2 + o
(
x2

)
x2

6 + o (x3)

→
x→0

6

e
.

Esercizio 4.
Calcolare l’integrale ˆ

1

4e−x − ex
dx.

Soluzione: ˆ
1

4e−x − ex
dx =

ˆ
ex

4− e2x
dx

(y=ex)
=

ˆ
1

4− y2
dy

=

ˆ (
1

4

1

y + 2
− 1

4

1

y − 2

)
dy

=
1

4
log |y + 2| − 1

4
log |y − 2|+ c

=
1

4
log |ex + 2| − 1

4
log |ex − 2|+ c

Esercizio 5.
Calcolare l’integrale ˆ

1√
x2 + 5− 2

dx.

Soluzione:

ˆ
1√

x2 + 5− 2
dx

(y=−x+
√
x2+5)

=

ˆ
1

y + 5−y2

2y − 2

(
−5 + y2

2y2

)
dy

=

ˆ (
−1

y
− 4

(y − 2)2 + 1

)
= − log |y| − 4 arctan(y − 2) + c

= − log
∣∣∣−x+

√
x2 + 5

∣∣∣− 4 arctan
(
−x+

√
x2 + 5− 2

)
+ c.

Esercizio 6.
Calcolare l’integrale ˆ π

6

0

1

cosx
dx.
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Soluzione: ˆ 2
3π

π
2

1

sinx
dx =

ˆ 2
3π

π
2

sinx

1− cos2 x
dx

(y=cos x)
=

ˆ 1
2

0

1

1− y2
dy

=

ˆ 1
2

0

(
1

2

1

y + 1
− 1

2
y − 1

)
dy

=

[
1

2
log |y + 1| − 1

2
log |y − 1|

] 1
2

0

=
1

2
log

3

2
− 1

2
log

1

2

=
1

2
log 3.

Esercizio 7.
Calcolare l’integrale ˆ 2

−2

x2e|x|dx.

Soluzione: ˆ 2

−2

x2e|x|dx =

ˆ 2

0

x2exdx+

ˆ 0

−2

x2e−xdx

(y = −x) =

ˆ 2

0

x2exdx+

ˆ 2

0

y2eydx

= 2

([
x2ex

]2
0
−
ˆ 2

0

2xexdx

)
= 8e2 − 4

ˆ 2

0

xexdx

= 8e2 − 4

(
[xex]20 −

ˆ 2

0

exdx

)
= 8e2 − 4

(
2e2 − [ex]20

)
= 4e2 − 4.

Esercizio 8.
Risolvere l’equazione differenziale{

x′(t) = x(t) + et log(1 + t)
x(0) = 1

.

Soluzione:

x(t) = e−
´ t
0
−1ds

(
1 +

ˆ t

0

e
´ s
0
−1dres log(1 + s)ds

)
= et

(
1 +

ˆ t

0

log(1 + s)ds

)
= et (1 + (1 + t) log(1 + t)− t) .

Esercizio 9.
Risolvere l’equazione differenziale  x′(t) =

t√
(t+ 1)x(t)

x(0) = 1
.
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Soluzione:

x′(t)
√

x(t) =
t√
t+ 1

⇒
2

3
(t+ 1)

3
2 − 2

√
t+ 1 +

4

3
=

ˆ t

0

τ√
τ + 1

dτ

=

ˆ x(t)

1

√
xdx

=
2

3
x(t)

3
2 − 2

3

⇒ x(t) =
(
(t+ 1)

3
2 − 3

√
t+ 1 + 3

) 2
3

.

Esercizio 10.
Risolvere l’equazione differenziale x′′(t)− 5x′(t) + 6x(t) = tet

x′(0) = 1
x(0) = 1

.

Soluzione: Il polinomio caratteristico λ2−5λ+6 ha per radici λ = 2, 3, dunque le soluzioni dell’equazione
omogenea sono c1e

2t + c2e
3t. La soluzione particolare va cercata del tipo x(t) = aet + btet e

avremo x′′(t)−5x′(t)+6x(t) = (2a−3b)et+2bet, dunque a =
3

4
, b =

1

2
e la soluzione generale

è x(t) = c1e
2t+c2e

3t+
3

4
et+

tet

2
. Con le condizioni iniziali avremo


x′(0) = 2c1 + 3c2 +

5

4

x(0) = c1 + c2 +
3

4

,

dunque c1 = 1, c2 = −3

4
e la soluzione ottenuta è

x(t) = e2t − 3

4
e3t +

3

4
et +

tet

2
.
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