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Esercizio 1. 1. f(z)=2* - 322 +2= (22 — 1)(2% - 2)

e Dominio: R

e Simmetrie: Pari

e Segno: 2* — 32242 >0 <= 2 € (00, —V2]U[-1,1] U2, +00)

e Asintoti: Non ci sono asintoti verticali perché il dominio ¢ tutto R e

non ci sono asintoti orizzontali perche lim,_, 1, f(x) = 400, neanche

asintoti obliqui perché limg, 4o @ = 400

e Derivata prima e punti critici: f/(z) = 423 — 62 > 0 <= 2z €
[—\/g, 0] U [4/2,400), quindi i punti critici sono :t\/g e 0, i primi
due sono punti di minimo mentre 1’origine é punto di massimo.

: . _ 2 1 1
e Derivata seconda: f/(z) =122 -6 >0 < z < -5 Vx> 7

2. f(z) = Bx —2?)e®
e Dominio: R
e Segno: 3z —22)e™* >0 <= Bz —2?)>0 <= 0<zx<3

e Asintoti: Non ci sono asintoti verticali perché il dominio é tutto R, ci
sta un asintoto orizzontale a 400, infatti hr—s{l f(z) = 0, mentre non
xT—r+00

x
ci sono asintoti obliqui perché lim M
r——00 X

:+OO

e Derivata prima e punti critici: f/(z) = e *(2? — 5z +3) > 0 —
5—/13 5+13 5413
e A 2

, quindi i punti critici sono il primo &

di massimo mentre il secondo di minimo.



Derivata seconda: f”(z) = e *(—2> + 70 —8) > 0 < 1z €

7T—V17T T+ V17
2 7 2

9z +1)

C(z+2)3

Dominio: x # —2

Segno: f(x) >0 <= z<-2Vz>-1

Asintoti verticali: lim f(z) = Foo
r——2F

Asintoti orizzontali: lim f(z) =0
r—+oo

9(2z+1)
- (@t2)7 20 <~ $§—§7

Derivata prima e punti critici: f/(x) =
e —% ¢ un punto di massimo locale.
54x

B < -2 >
(x+2)5_0<:>x_ Vx>0

Derivata seconda: f”(z) =

=xvV4 — 22

Dominio: —2 <z <2
Segno: f(x) >0 <= x > 0 dato che la radice & sempre positiva.
Simmetrie: f(x) = —f(—x) quindi la funzione & dispari.

Asintoti: Non ci sono asintoti verticali perché il dominio ¢ un intervallo
chiuso e limitato e la funzione é continua. Non ci sono nemmeno
asintoti orizzontali o obliqui dato che la funzione non ¢é definita fuori
da [-2,2].

4 — 222
Vi — z2

Tz < \[, —+/2 & un minimo mentre v/2 ¢ un massimo.

Derivata prima e punti critici: f'(z) = >0 «— —V2<

2z(2? — 6)

: Cp (Y —

Derivata seconda: f”(z) = (1= 272 >0 < =<0
_ erw

C 3r+2

Dominio: x # —%
Segno: f(z) >0 <= —2<z Va>0

Asintoti: lim f(x) =0, lim f(x) = Foo, non ci sono asintoti
T——00 a:~>7§i
x
obliqui dato che lim M =+o0
T—+o0 xX

e (6362 +4x + 2)

(B 12 >0 é vera
T

Derivata prima e punti critici: f/(z) =

VaeR\{-2



4e2* (9303 + 1222 4+ 10z + 1)

(3z 4 2)3
i flessi notiamo che il denominatore é maggiore di zero per x > —%.
Mentre il numeratore ¢ il prodotto tra 4e2*, che ¢ sempre positivo,
ed il polinomio p(x) = 923 + 122 + 10z + 1. Notiamo che p/(z) =
2722 + 242 + 10 che é sempre strettamente maggiore di zero, quindi
p(z) @ strettamente crescente; inoltre p(—1) = -6 <0ep(0) =1>0
quindi p(x) ha un unico zero xzy € (—1,0). In definitiva f”(z) >
0 <= z € (—00,—2) U (xg, +00).

e Derivata seconda: f”(z) =

, per studiare

222 + 3z + 1
6 @)= ———
e Dominio: z # 1
e Segno: f(z)>0 < —-1<z<—-3Vaz>1
e Asintoti verticali: lim f(x) = do00
z—1%
e fe) . B -
e Asintoti obliqui: lim ——= =2, lim [f(z)—2z] = 5, quindi la
z—+oo X r—+oo
retta 2 + 5 € un asintoto obliquo della funzione.
2(x? — 22 — 2)
(z —1)
(—00,1—+3) U (1++3,400). 1 —+/3 & un minimo e 1 + /3 & un

massimo.

e Derivata prima e punti critici: f/(x) = >0 < x¢€

e Derivata seconda: f'(z) = 320 = z>1

(z—1)
7. f(z) =log® (|2z])

e Dominio: = # 0

e Segno:f(z) >0,Vz eR

e Simmetrie: Pari

e Asintoti: Non ci sono né asintoti orizzontali né asintoti obliqui.

lim f(x)=+oc0

z—0F

_ 2og(2e) o L

e Derivata prima e punti critici: f'(x)
1 1
(—,0> U (,+oo>, i% sono entrambi minimi.

2 2
2(1-1 2
e Derivata seconda: f”(x) = M
T

0,

>0 xe[—g,()) U
3]
8. f(z) =log (2* — 32® + 3x)

e Dominio: x >0



11. f(z)

Segno:f(z) >0 < z>1

Asintoti: lim+ f(z) = —oo. Non ci sono asintoti orizzontali o obliqui.
z—0
Derivata prima e punti critici: f/(z) 3z —1)° >0 & vera per
v : =" v
P P x3 — 322 + 3z P

ogni x nel dominio.
3(1 — z)(—3 + 3z — 32% + z3)
x2(3 — 3z + 22)2 ’
ragionamento analogo al punto 5 si puo vedere che f/(z) > 0 <
x € (1,xp) con xg € (2,3).
x
(5
sin 9 + 1
Dominio: R
Segno: f(x) >0 <= 2km <x <7+ 2kw con k € Z.

Simmetrie: Dispari

Derivata seconda: f”(x) =

con un

Asintoti: Non ci sono

2 2
Derivata prima e punti critici: f'(z) = 2 COS(7r —tl x) Sin(ﬂ—z x) >

0 = —g—l—%?rga:gg—i—?lm,kez.

Derivata seconda: f”(x) = —sin(z) > 0 <= —m + 2kr < z < 2km,
keZ.
_ xlog (5x)

2 —3log (x)
Dominio: 2 > 0 A z # e?
Segno: f(z) >0 <= w € [1,e

o

)

x
Asintoti: lim f(x) = Foo, non ci sono asintoti orizzontali. lim M
2 r—+oc0 I
1 r—e3
x
—— ma lim [f(z:) - f} = —oo quindi non ci sono asintoti obliqui.
xr— 400 3

_ 2 + 5log(5x) — 3log(z) (1 + log(5z))

Derivata prima e punti critici: f’(a?) (2 — 3log(x))2
— 3log(x

0 usando la sostituzione ¢ = log(z) si ottiene che la funzione & cres-
[e%—% 25+91082(5) +48 108(5) ¢3) U (c3 AL VasTo1082(5) 148 1og(s>]
. . . . \/5 . ’ a, \/5 ’
il primo é un minimo e il secondo un massimo.

(2 +1og125) (—8 4 3log x)

x(—2+ 3logx)3

cente in

Derivata seconda: f”(x) = >0 < zx¢€

(O, e%) u [eg ,+00)

932

- In(1— 2?)



e Dominio: z € (—1,1)
e Segno: Sempre negativa
e Simmetrie: Pari

e Asintoti: Non ci sono

.’1?2

1— 22
In?(1 — x2)
Per lo studio dei punti critici notiamo che il denominatore & sem-

pre maggiore di zero, mentre il numeratore & 2zF(z) con F(x) =
2

2z [In(1 — 2?) +

e Derivata prima e punti critici: f/'(z) =

In(1 —2?) + 1 * 5 |- 2z & maggiore di zero quando x ¢ maggiore
—x
. , 223 .
di zero. Dato che F'(z) = W, F(z) risulta decrescente per
—x

x € (—1,0) e crescente per x € (0,1), e poiché F(0) = 0 si deduce
che F(x) >0V x € (—1,1). Quindi in definitiva f'(z) >0 < =z €
(—1,0) U (0,1).

_ 2(4z* + (22 — 1)2log?(1 — 22) + (522 — 32*) log(1 — z2))

e Derivata seconda: f”'(x) 3
(1 —22)2log”(1 — a?)
1—]a? -2

-

e Dominio: z # 0

e Segno: f(z) >0 < =z ¢€[—V3,~1]U[1,V3]

e Simmetrie: Pari

o . f(z) i
Asintoti: 1 =-0c0. lim ——~=-1, 1 =0
o Asintoti: lim, f(x) co. lim = , m—%ﬂr-loof(x) +a ,

quindi la funzione ha un asintoto obliquo lungo la retta —x, dalla

parita segue che ne ha anche uno lungo = a —oo.

z(z* — 4+ |22 - 2|)
|z[* |22 — 2| -

0 <= 2<—V2 V 0< 2z <2 La derivata non & definita in

++/2 ma dallo studio della monotonia si pud dedurre che sono dei

massimi.

e Derivata prima e punti critici: f'(z) = —

222 (|22 — 22 + 2(2% - 2)3)
|z[?]a? -2

x < —V/2V x> /2. 1l numeratore si puo studiare facendo la sosti-

tuzione y = 22 — 2.

>0 —

e Derivata seconda: f”(x) =

2T

13. f(x) = e=*+1

e Dominio:R

e Segno: Sempre positiva.



Asintoti: Nessun asintoto verticale. lim f(z) =1
Tr—Fo0
Derivat . ¢ tf/() 222711 2?2 -1 >0
erivata prima e punti critici: f'(z) = —2e+*+1 ——— =
p p (22 +1)2 =
x € [-1,1]. —1 minimo, 1 massimo.
Derivata seconda: f”(z) =
_ 1
C lte®

Dominio: R

Segno: Sempre positiva

Simmetrie: Né pari né dispari

Asintoti: lim, 400 f(2) =1 e lim,—_ o f(x) = 0 dunque abbiamo
un asintoto orizzonatale sia a +o0o che a —oo, di conseguenza non

ci sono asintoti obliqui. Inoltre non sono presenti asintoti verticali
perché il dominio ¢ tutto R.

X

e
(ex + 1)2
pertanto la funzione é sempre crescente e non ci sono punti critici.

Derivata prima e punti critici: f'(z) = > 0 per ogni x € R,

er — eQm
— = >0 < x <0, pertanto
(5 177

abbiamo un punto di flesso a tangente obliqua per x = 0.

Derivata seconda: f"(x) =

= tan(x) + cot(x)

Dominio: z # k3, per ogni k € Z.

Segno: f(z) >0 <= =z € (4L, @) con k € Z pari.

Simmetrie: Dispari

Asintoti: Se k & pari limm_ﬂ%ﬁr flz)=+oc0e liml_)%,ﬁr flz) = —o0,

viceversa se k ¢ dispari. Dal momento che la funzione é periodica,
lim, 1+ f(z) non esiste e pertanto non ci sono asintoti orizzontali.
Inoltre, sempre per la periodicita, non esistono asintoti obliqui.

. . L —cos(2x
Derivata prima e punti critici: f’'(z) = 2—() =0 < z=
sin”(z) cos?(z)
™  km . . . . . .

-+ o5 per ogni k € Z, i punti con k pari sono di massimo, mentre
quelli con k dispari sono di minimo.

_ 2 sin(2x) sin(z)? cos(z)? + cos(2z)? sin(2x)

. Lol

Derivata seconda: f"(x) Sin(2)T cos(z)3 >
k k+1

0 <= =z ¢ (%, (—FT)W) con k € Z pari (quindi & convessa per

questi z, altrimenti & concava). Siccome la derivata seconda non &
mai nulla nel dominio, non abbiamo punti di flesso.



_ log(z)

16. f(z) == -

e Dominio: (0, +00)
e Segno: Sempre positiva

e Simmetrie: Né pari né dispari.

Asintoti: lim,_,o+ f(z) = 400, quindi ¢’¢ I asintoto verticale = 0,
mentre non ¢’¢ asintoto orizzontale perché lim,_, . f(z) = 4+00. La
retta y = x € un asintoto obliquo per la funzione.

1 —In(z)
22
(come si puod dedurre dallo studio di funzione della derivata prima,
che ¢é crescente per x < 1 e diventa decrescente dopo il suo punto di

massimo che & sopra il suo asintoto orizzontale).

3 — 2log(x)
23

abbiamo un punto di flesso per z = es.

17. f(z) = 2% = etlos®

Derivata prima e punti critici: f'(z) =1 — >0 = z>1

3
>0 < z < e2, pertanto

Derivata seconda: f(z) =

Dominio: (0, 400)

e Segno: sempre positiva

Asintoti orizzontali: Non ci sono poiché lim,_ .., 2% = +00

Asintoti verticali: Non ci sono, infatti lim,_,o+ e*1°8% =1

Asintoti obliqui: Non ci sono, infatti limg_,eo 2771 = 400
Derivata prima e punti critici: f/(z) = e*¢%(logz + 1) > 0 <=
x € [%, +00), quindi 'unico punto critico &  ed ¢ un punto di minimo.

18. f(z) = Vr— ]z -1
Dominio: (0, 4+00)

Segno: f(z) >0 < x> 3
Asintoti orizzontali: lim,_,~ f(z) =0 (quindi ’asse x ¢ un asintoto)

Asintoti verticali: Non ci sono, infatti lim,_,q+ f(z) = —1

Asintoti obliqui: Non ci sono, poiché ¢’¢ quello orizzontale.

Derivata prima e punti critici: (Conviene dividere nei casi x > 1 e
x < 1 per calcolare la derivata)

z—1—\/T
) = SavaeT S T >1
VitodvE g0 g<g<1
2/z\/1—z

Si noti che in = 1 la funzione non ¢& derivabile (i limiti laterali del
rapporto incrementale sono diversi, fanno il destro —oo ed il sinistro
+00, questo tipo di punti si chiamano cuspidi). La derivata prima di
f & sempre strettamente negativa per x > 1 e strettamente positiva
per 0 < x < 1, di conseguenza non abbiamo punti critici.



19. f(x) — earctan(Sw)

e Dominio: R

e Segno: Sempre positiva.

e Simmetrie: Né pari né dispari.

e Asintoti: Non ci sono asintoti verticali e obliqui; ci sono gli asin-

. . . . . P Jus

toti orizzontali sia a +oo che a —oo, infatti lim, 4o f(z) = €2 e
. _T
lim, o f(z) = e 2.

e Derivata prima e punti critici: Si osservi che la funzione é stretta-
mente crescente perché composizione di funzioni strettamente cres-

centi, dunque non ha punti critici (questo argomento permetteva di
concludere senza calcolare la derivata prima, ma comunque si poteva

arctan(5x)

calcolare e vedere che ¢ positiva: f'(z) = SEH_W)
25 arctan(bz) __ 250 arctan(bz)x
e Derivata seconda: f”(z) = c T 25:02; >0 —
< —.
=10
641’
20. f(z) = —; 3 (Per fare i conti puo essere utile fare il cambio t = €%%)
e2r _
e Dominio: R\ {10%3}
e Segno: f(z) >0 <= x> 183
e Simmetrie: Né pari né dispari
o Asintoti: limw%#_ f(z) = —o0, lime%Jr f(x) =400, lim,,_o f(z) =

0elimy 400 f(2) =400
2e67 — 1247 1

e Derivata prima e punti critici: f'(z) = e > §log(6),
quindi per x = 10%6 abbiamo un punto di minimo.
4 8x — 36 6x 144 4z

e Derivata seconda: f”(z) = ¢ €+ lide >0 <= =z >

(6237 _ 3)3

log 3
& , dunque non ci sono punti di flesso.

2

21. f(x) =sin?2 — cosx

e Dominio: R.

e Segno: Ponendo t = coszx € [—1,1],
flz)=—t* —t+1.

e Simmetrie: f(—z) = f(x), quindi f & pari.

e Asintoti: Nessun asintoto (funzione periodica).



e Derivata prima:
f/(z) =sinz(1 + 2cos z).

Punti critici:
1 2
sine =0=x = knr, cosx:—§:>x::|:§+2k7r.

e Derivata secondas:

2k
f"(z) = cosz+2cos(2z) = cos(x)+2(2cos’ x—1) =0 <= = = %—!—Tﬂ-, keZ.

22. f(z) = +/|2%2 —3z| —x

e Dominio: R.

e Segno:

f(x) >0 perz <

e Simmetrie: Nessuna.
e Asintoti:

—z— 400t Va2 =3z =2 — 2 +0(1) = f(z) > -3,
3

asintoto orizzontale y = —3.

—z— —00: Va2 =3z =—z+ 35 +0(1) = f(z) = —22+ 3 +0(1),
asintoto obliquo y = —2x + %

e Derivata prima: Per tratti:

fa) Vi -3z — o, z<0o0x >3,
xT) =
V—22+3z—2, 0<z<3,

2 —3

ro =17

2v—a2+ 3z
Si risolve f’(x) =0 in (0, 3):

1, r<0o0x >3,

-1, O0<z<3.

82 —24r4+9=0

o 33V2
2 4

Punti critici non derivabili: z =0, z = 3.



23. f(z

~—

24. f(x)

25. f(x)

Derivata seconda: Per 0 < z < 3:

—2v/—22 4+ 3z — (3 — 22) J%
4(—2? + 3x)

f(x) =
(Analoghe formule valgono sugli altri tratti.)

. 10
= Sin —_—
2 +1

Dominio: R

Simmetrie: Pari

Segno: f(x) >0 <— xe(—oo,—\/ E_ 7_\/£_

U (/2 —1,400)

Asintoti orizzontali: lim,_, 1 f(z) = 0 (quindi I'asse x & un asintoto
sia a +00 che a —00)

Asintoti verticali: Non ci sono poiché il dominio & tutto R
Asintoti obliqui: Non ci sono, poiché ci sono quelli orizzontali.

Derivata prima e punti critici: f/(z) = (m22+1)2 cos(fz_H) >0 =

U

7 € (=00, —\/2=m)u(—\[23x, . [20tny 0, | /20y f20se

i punti critici sono gli estremi degli intervalli e sono massimi o minimi
alternati (cominciando con un massimo, vedi figura 4)

=loglogx — ————
| log log x|

Dominio: (1,e) U (e, +00)

Segno: f(x) >0 <= z € (e°, +00)

Asintoti orizzontali: lim,_, f(z) = +00, quindi non abbiamo asin-
toti.

Asintoti verticali: lim,_,;+ f(2) = —o0, lim,_,.+ f(z) = —c0

Asintoti obliqui: Non ci sono, poiché lim, ., @ =0

Suggerimento: Invece di studiare la derivata prima, studiare la monoto-
nia della funzione g(t) = t— Tl tl dal momento che loglog x ¢ monotona
questo ci dara la monotonia di f(x) = g(loglogx) (anche nello studio
del segno si poteva, volendo, cambiare variabile ¢ = loglogx per

semplificarsi i conti).
= arccos( sin(3x))

Dominio: R.

10



e Segno: sinZz € [—1,1] quindi f(z) € [0,7]; in particolare

f(@)=0 <> sinZz =1 < 2 =3 + 3kn,
f(@)=m < sinfz=-1 < z=—37 + 3knm, ke Z.
e Simmetrie:

f(—z) = arccos(sin(—2xz)) = arccos(—sin 2z) = m—arccos(sin 32) = 7— f (),

quindi f(—z)+ f(z) = 7 (simmetria centrale rispetto al punto (0, 7)).
Non é pari né dispari.

Asintoti: f ¢ 3m-periodica (periodo di sin(2x)), quindi non ha asintoti.

Derivata prima e punti critici: per semplicita poniamo u(x) = sin%:z:.
Allora

2 2 2 2
§COS§.T _ gCOSgiL’

u'(r)
V1= u(z)? 1 —sin2§x |cos%ac|'

Quindi, dove cos%x #0,

F@) =

2 2
—%, coszx >0,
f'(w) = { o

2 2
+35, coszz <O0.

La derivata non & definita quando COS%{L‘ =0, cioé per

%ng—i—kﬂ'{:)x:%“—&—%’rk, keZ.

Non esistono punti con f/(z) = 0 (la derivata, dove definita, é costante
:l:%) I punti in cui la derivata manca sono gli unici punti di massimo
o minimo; classificazione locale:
— per x = %4—31677 (qui sin%x = 1) si passa da f' = —% af' = +§:
minimo locale con f = 0;

— per x = 3T 4+ 3% 4 3kr = 3T 4+ 3(k 4 1)7 (qui sinZz = —1) si
passa da ' =+2 a f’ = —2: massimo locale con f = 7.
e Derivata seconda: dove definita (cio¢ per cosZz # 0) f'(z) ¢ costante,
quindi
f"(x) =0 per cosiz #0.

In corrispondenza di cos2z = 0 la derivata prima non ¢ continua e

3
f" non ¢ definita.

Esercizio 2. Troviamo dapprima il flesso della funzione f(z) = 4logx + 222 +
x+1: f'(x) =4— % >0 <— m% <1 <= z > 1 dove nell’ultima equivalenza
abbiamo usato che la funzione & definita solo per gli x positivi, dunque il punto
di flesso & © = 1. L’equazione della retta tangente ad finx =1 ¢

y=f()+f()(z-1)=4+9(x—-1)=9z -5

11



Esercizio 3. Abbiamo che lim,_.g+ f(z) = lim,_,o- f(x) = 0, pertanto se a # 0
abbiamo una discontinuita eliminabile, mentre se &« = 0 abbiamo che la funzione
é continua. Siccome una funzione derivabile in un punto, é anche continua in
quel punto, per studiare la derivabilitd supponiamo a = 0 (altrimenti non &

derivabile):
g L0~ 10

. 2
= Jiy g ) = +o0

pertanto la funzione non é derivabile ed ha un flesso a tangente verticale come
punto di non derivabilita.

Esercizio 4. Siano =,y € R, a meno di scambiare i ruoli, supponiamo senza
perdita di generalita x < y. Dal Teorema di Lagrange, esiste ¢ € (z,y) tale che

PR )
r—y

Dalle ipotesi abbiamo |f/(¢)| < M, pertanto
[f(@) = f)l = f (Ol —yl < Mz —yl.

Esercizio 5. Osserviamo che f(—/7) =0 = f(—(%)%), pertanto per il Teorema
di Rolle esiste z; € (—/7, —3%) punto critico della funzione f. Analogamente,
siccome f(—=3%) = f(v/7), per il Teorema di Rolle esiste x5 € (—(%)%, \/7) punto

critico della funzione f.

Esercizio 6. Abbiamo f/'(z) = 1 + cos(x) > 0 per ogni x € R, pertanto la
funzione ¢ strettamente crescente (perché i punti in cui la derivata prima ¢ zero
sono isolati), dunque ¢ iniettiva. Inoltre lim,_, o f(z) = —oc0 e lim, 1o f(2) =
400, quindi per il Teorema dei valori intermedi f assume tutti i valori reali,
pertanto é anche suriettiva.

Esercizio 7. Per trovare i massimi, calcoliamo la derivata:
d(t) =1,35e 28921(1 — 2,8021).
Poniamo ¢/(t) = 0:
1,35~ 2802 (1 — 2 802¢) = 0.
Poiché 1, 35e~2:802t £ ) per ogni ¢, abbiamo:

1

1-2,802t=0 = t:2’802

ore

La derivata cambia segno da positiva a negativa in t = ﬁlm, quindi questo
;
¢ un massimo e corrisponde al momento peggiore per mettersi alla guida (che
corrispondono circa a 21 minuti!); la concentrazione massima dunque ¢é

_672,802~2,T102 _ 1,35
2,802 2,802

cmaxzc( ) :1735 -e_lmg/ml.

2,802
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