AM210 - Analisi matematica 3

Luca Battaglia

Esercitazione 3 di martedi 5 novembre 2024

Argomenti: norme, continuita

Esercizio. .
Dimostrare che per ogni x,y > 0 e p,q > 1 tali che — + — =1 vale la disuguaglianza di Young:
p q

Dati due vettori non nulli x = (xl, cesTn), ¥y = (Y1,-..,yn) € R®\ {0}, applicare la disuguaglianza
Y =

di Young con x = per ottenere la disuguaglianza di Holder
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Dimostrare, a partire dalla disuguaglianza di Young, la disuguaglianza di Minkowski

Iz +yllp < llzllp + l[yllp,

ovvero che ||z||, é una norma in R™.

Soluzione: Essendo la funzione t — logt continua sull’intera semiretta positiva, avremo

1 1 1 1
log(zy) =logz + logy = —log(a?) + — log(y?) < log (xp + yq) ,
p q p q

ovvero la disuguaglianza di Young.
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Scegliendo poi x = Y = e sommando per j = 1,...,n si ottiene:
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cioe la disuguaglianza di Holder (che & banalmente vera nel caso in cui z = 0 oppure y = 0,
per il quale non puo essere applicato questo argomento).

Applicando infine quest’ultima disuguaglianza con esponenti p, P T ricaviamo:
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ossia la disuguaglianza di Minkowski.

Esercizio 1.
Discutere, al variare del parametro o € R, la continuita della funzione

B
f(l' y) — 6 (x,y) 7é (030)
0 (z,y) = (0,0)
Soluzione: La funzione e chiaramente continua nei punti diversi dall’origine, ma nell’origine lo & se e solo

3 3
se a > 3 perché per a < 3 abbiamo

4o

7 0= f(0,0),

x—0

mentre per a > g abbiamo
x2+ 6 % (E2+ 6 % 24_
f(z,y) < ( yx)z Jr(yﬁ )" _ (% 457
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(z,y)—(0,0)

Esercizio 2.
Discutere la continuita della funzione

arctan (z2y?
flz,y) = M (z,y) # (0,0)
0 (z,) = (0,0)

Soluzione: La funzione e chiaramente continua nei punti diversi dall’origine, ma non lo & nell’origine
perché ad esempio
arctan (x4)

flea) = TR o 24 50,0),

2x4 x—0

Esercizio 3.
Discutere la continuita della funzione

log(1
f(xayaz) = @j_gy(2 iLﬁZU (m7y72) 7é (070,0)
0 (,y,2) = (0,0,0)




Soluzione: La funzione € continua dappertutto perché nell’origine vale

Vvl (Jzz| 4+ O (222?))
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|f(z,y,2)] =

Esercizio 4 (Assegnato per casa).
Discutere la continuita della funzione
LY
; (z,y) # (0,0)
flay) =3 (@ +y)og (1+ )
0 (z,y) = (0,0)
: o — , . a? +y°
Soluzione: La funzione & continua lontano dall’origine e anche in (0,0) perché, essendo |zy| < 5
allora 1
Fl)| < D 0= 100)
2 log (1 + x4+y6) wy ’
Esercizio 5 (Assegnato per casa).
Discutere la continuita della funzione
arctan(x + y) — arctanx — arctany
; 0,0
fla,y) = 2 4y (2.9) # (
0 (z,y) = (0,0)

Soluzione: La funzione & continua nell’origine perché

24y +0(@+y)?) - (2+0(a*) - (y+ 0 (¥*))
f(z,y) = 22 + 42
O ((z+1y)?)
x? + y?
= o(Var+y)
(z,y)—(0,0) 0

= £(0,0).




