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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 1 (26 SETTEMBRE 2008)
SUCCESSIONI DI FUNZIONI

—ngp M—00 0 sex>0 N .
folz)=c¢ = 1 som—0 la convergenza non & uniforme

su tutto [0,+00) perché la funzione limite non & continua, ma c’¢
convergenza uniforme in ogni intervallo del tipo [0, +00): infatti, es-

. . . — — —
sendo le f, funzioni decrescenti, sup |e "] =e ™ " 0.
z€[J,+00)

1
ful(z) = ~X[=n.n] "2 0 Vo € R; la convergenza ¢ uniforme perché
1
sup | fu(x)] = = "= 0.
zeR n
fulz) = X(0,2] "2 0 Va € R, ma la convergenza non & uniforme in
1
fn ()
n

vergenza uniforme in (—oo, 0] U [4, +00) ¥§ > 0 perché

n—oo N .
=1 "% 0;c’e tuttavia con-

quanto V n € N sup |fn(x)] >
R

1
sup [fn(x)]=0sen > —.
2€(—00,0]U[5,400) 9
fnlx) = % "2P° 0 Vo € R, ma la convergenza non & uniforme perché
n
sup | f(z)] > |fn (n®) | = n "= +00; la convergenza ¢ uniforme in
rz€eR

[-M, M] VM > 0, perché, essendo tutte le f,, funzioni crescenti, rag-
giungeranno il valore massimo agli estremi dell’intervallo considerato

M n o0
edmque sup [ful@)] = |fa(EM)] = = "0,
M]

z€[—M;
fulx) = 23: "ZP°0Vz € R; calcoliamo sup |f, ()| studiando la
e +n zER
2 92 2
derivata di f,; f,(z) = TNz T otiamo che

(22 +n)? (22 +n)*’

fi(x) > 0se|z| <+vne f(x) <0se|zr| >+/n quindi f, ha un mas-

simo locale in # = v/n e un minimo locale in © = —/n; siccome f,, ¢

una funzione dispari e lim f,(z) = 0 si ha che sup|f,(z)| =
r—+oo z€R

\/’Tl 1 n—00

=|fn (£vn)| = 34— — 0 e quindi la convergenza ¢ uni-

2n :2\/5

forme.
sin(nx) 00
fulx) = { e sex 70 = 0Vz € R e la convergenza & uni-
= sex =0
sin(nx) nlz| 1

forme perché sup
z€R\{0}

5 — — e dunque
cer\{0} PPlz]  n

n2x

1 n—oo

sup [fn(z) — f(z)| = — "= 0.
zeR n



(g) fa(x) = arctan (n* —z) "=~ g Vz € R e la convergenza non & uni-

forme poiché sup |arctan (n2 — 33) — g‘ > ‘arctan (n2 — (n2 + n)) —
z€R

T ™ N .
5| = arctan(—n) — 5 = m; ¢’¢ perd convergenza

n—00 ’_E . E‘
2 2

uniforme in tutti gli intervalli del tipo (—oo, M], perché essendo le

frn funzioni decrescenti si ha

| n—oo

sup ‘arctan (n2 —x) — | = |arctan (n2 — M) - 2| "0
z€(—o00,M] 2 2
TLIQ
(h) folz) = et dt " VT sex#0 , che & una funzione dis-
na? 0 sex =0

in ogni (—oo, —6] U [§, +00) perché sup

continua e quindi la convergenza non & uniforme su tutto R ma lo &

z€(—00,—0d]U[d,+00)
400 —na?
—t2 —t2
—/ e dt‘ < sup / e " dt+

na?
/ e " dt—
a2
—o0 z€(—00,—0]U[d,+00) J —00

400 ) —nd? R 400 5 e
+ sup / e tdt :/ et dt+/ e Udt "7 0.
n n

z€(—00,—8]U[d,+00) J nz? —o0 62

(i) fn(z) = sin (7nz?) e " 0Vz eR e la convergenza non € uni-

sin (ﬂ'nxQ) e~ >

forme in tutto R perché sup
zER

sin (m (\/1270)2) (A=)

forme in (—oo, —0] U [0, +00) ¥§ > 0 in quanto

1 n—oo N .
= — —+# 0;laconvergenza e uni-
e

>

sup sin (7ma:2) e~ne’ —na”

< sup e =
z€(—00,—8]U[d,+00) z€(—00,—6]U[d,+00)
= " PO,
. . arctan (5) . .
2. lim f,(z) = lim L =(0Vx € R, e la convergenza ¢ uniforme,
n—o00 n—o0 n
arctan (£ 1 1 1
perché sup () < T onope 0; fl(z) = = 5 = nzpe
2ER n 2n n?q4 (z) n2 + x2
n
n— oo

— 0Vx € R, e anche in questo caso la convergenza & uniforme, perché
1 n—0oo . . .
sup | 5——=| < — = 0, dunque sono verificate le ipotesi del teorema
2 4 o2 2
zeR | N+ n
di derivazione per successione di funzioni (convergenza puntuale delle f,
e convergenza uniforme delle derivate) e quindi si ha lim f/ (x) =
n—00

= ( lim fn(x))/ =0vVzx e R.

n—oo
lim g,(z) = lim ——— =0V € R, ela convergenza ¢ uniforme perché
n—o00 n—oo | + n2x2
1 —n?ax?

1
gh(z) = , che si annulla in 2 = +—, quindi essendo
n

1 1 noeo
(1)) = 2 g -

(14 n222)?

lim g,(x) =0 si ha sup|g,(z)| =
z€R

z—+o0 n

1— TL2£C2 n—00 N . 4
=-————5 — X{o} ma la convergenza non ¢ uniforme perché la fun-
(1 + n222?)



!
zione limite non ¢ continua,; ( lim gn(x)> =0Vz € Requindi lim ¢/, (z) =
n—oo n—oo

-

(a)

lim gn(x))/ S x#0.

n—oo

NSiN T COST n—oo
e

n—+x
n sin T cos T

sinzcosz e la convergenza € uniforme in quanto

. n
smxcosx( —1)
x+n

us

2
r+n

sup —sinxcoszx| =

xG[O,%]

sup
ze[O,%}

n+x

n

T

< sup — 1= sup < s _—nz>°°0;
zef0.5] z€[0,3] z€[0,3] 2n

si puo quindi applicare il teorema di passagglo al limite sotto inte-

™
2 psinxcosx /2 n sin x cos x
0

x+n r+n

grale e dunque lim ——dx = lim ———dx =
n—oo J n+ax n—00 n—+ax

2 sin(2x)d { cos? x} L
T = — =
0

Fl El
:/ sinxcoszdw:/ —
0 0 2

2
n—oo

5 € la convergenza ¢ uniforme su [O, \/ﬂ infatti

EE
= sup < sup =
z€[0,v2] 24 x? z€[0,v2] 2

en —1
= "22°0; applicando il teorema di passaggio al limite sotto

Vi VR
segno di integrale si ha che lim 7dx = / lim m dx =
0

n—oo Jq 2+

_/ﬁ dx _1/“5 dx \f/
_ S
o 2+x° 2 Jg 1+( 1+y?

V2
=

2
= T[arctan Yl =

2
nxle " n—o0

0 Vz € R, la successione e equidominata su tutto
14+ nx

na?e—ne’ 2 2
(0, +00) perché ——— < ze ™™ < zxe *; la convergenza ¢ uni-
14+ nx

forme su tutti i compatti contenuti in (0, +00) poiché
nl,Qefna:

sup |—| < sup ‘xei
ces,Mm)| 1+nx ze[8,M]
applicare il passaggio al limite sotto segno di integrale improprio:

+oo 2 —nax? +oo 2 —nax? +o00o

. nr-e . nr-e

lim ——dx = lim ———dx = Odx = 0.
n—oo Jq 1+ nx 0 0

2
nrl < Me™9" "2° 00 quindi si puo

sin(nx) gy "

n 0 Vz € R e la convergenza ¢ uniforme in tutto 'intervallo
n+x

1
[0,400) perché  sup <
z€[0,400) | T +x z€[0,+00) | T +x
la successione non ¢ equidominata, quindi non e consentito scambiare
i segni di limite e integrale; tuttavia, integrando per parti si trova che

1
S7n~>ooon’la
n

sin(nx)




lim T sin(na) de— Tim [ |- cos(na) 1+ B
n—o0 [ n+x n—00 n(n + x) 0

+o00 400
1
_/ Lm)zdx = lim — + lim —/ Mdm:
0 n (n + 1’) n—oo n n—o00 0 n (’I’L + (E)
. oo cos(na) . cos(nx) )
= lim ————"5dz; la funzione ——————= tende uniforme-
n—oo Jo n(n+ x) n(n+ )

cos(nx)
n(n+z)*|~

mente a 0 Vz € [0, 4+00), perché  sup
z€[0,400)

1
2
n(n+x)
cos(nx) 1
2| = 7 S 2
n(n+x) n(n+z) 1+
sare al limite sotto il segno di integrale e si trova che

400 _: “+oo
lim sin(nz) dr = lim — 7605(7”) sdr =
n=o0 Jo n+x n—oo [o n(n+x)

+o0 +o00
:/ tim — <02, :/ 0dz = 0.
0 n—00 n(n—i—:v) 0

4. Sia f,’Lk una sottosuccessione di f/, uniformemente convergente alla fun-
zione g; essendo f,(0) limitata, ovviamente lo sara anche f,, (0) e quindi
avra una sottosuccessione f,, (0) convergente ad un certo [ € R. Ovvia-

J

1 : N . .
< sup < - "29° 0 e inoltre & equidominata in quanto
z€[0,+00) n

e dunque questa volta si puo pas-

mente anche fT’ij convergera uniformemente a g e quindi Vz € [—1,1] si
o i fo, (0) = 1 (£, @+ [ 12, 0dt) = tim fo, 0+

+/0I jlgrolo f;ij (t)dt =1+ /Omg(t)dt =: f(z), dove lo scambio tra i segni
di limite e di integrale ¢ giustificato dall’uniforme convergenza di f,, . La

convergenza di fnkj ¢ uniforme, perché sup |fnk7 () = f(z)] =
: ze[-1,1]

o @4 [ e =1 [ at0a] < £, 0 <11+

= sup
z€[—1,1]
T 1
s | Vi, @ = 01t < 1, ) =11+ [ 187, 0) = 0]t <
re[—1, 0 J _1 J
< |fnkj (0) =1 +2 sup |f,, (z) —g(x)|, dove entrambi i membri ten-

z€[—1,1]
dono a 0, il primo per la convergenza di fnk_j (0) e il secondo per la con-

vergenza uniforme di f,'%j.
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 2 (3 OTTOBRE 2008)
SERIE DI FUNZIONI, SERIE DI POTENZE

~% e dunque converge
< le™"| < 1< z > 0; la convergenza non ¢ uniforme (e quindi neanche

totale) in (0, +00) perché la serie non converge ai bordi di questo in-
o0

tervallo in quanto per x = 0 si ha Z 1 = 400; ¢’ pero convergenza

n=0

totale (e quindi anche uniforme) negli intervalli del tipo [d, +00) V6 > 0

perché Z sup |e "] = Z e ™ < 4o0.
n—0 TE€[d,+00) _

o0
E n® & la serie armonica generalizzata e quindi converge in (—oo, —1);
n=1
la convergenza non ¢ uniforme (e dunque neanche totale) perché in
x =1 la serie diverge, ma ¢ totale (e quindi anche uniforme) sugli

intervalli (—oo, —1 — §] in quanto Z [n®| =

ne 1x€( 71 8]
o0
=Y i
n=1

o0 .
x sin(nzx) x sm(n:c)
E ——— converge su tutto R perché g —| <
n n?
n=1 n=1
o0
< |z g — < +o00; la convergenza non ¢ uniforme (e neanche to-

a1
tale) su tutto R perché il termine n-esimo non tende uniformemente

: 2 3
z sin(nz n~sin (n .
a 0: infatti sup g ) > 2( ) = |Sin (n3)| noe 0, ma e
z€R n n
totale (e uniforme) negli intervalli limitati perché
> x sin(nx) 1
sup —_— § sup ‘ 7 < +o00.
1 TE[—M,M] n 1 TE[—M,M]
2 )e—nmz

cos (n x i
Z ————~——— converge totalmente su tutto R perché
1+n2+ 22

n=0
<§O: L < 400
*nzol—kn2 '

> cos (n?z) oo’

1+ n? + 22

Z e~ne’ arctan(nz) vale 0 se x = 0 e converge anche per z # 0 in

n=0



2
quanto E ‘ na? arctan(nz) ‘ < E e” " < +o00; la convergenza

n=0
non e unlforme (e neanche totale) in R perché il termine n-esimo non

’ﬂI

tende uniformemente a 0, in quanto sup |e arctan(nz)| >

r€eR

1 1 n— N
> le=(%)” arctan <n> ' = %e_ﬁ -+ 0 ma & totale su (—oo, —4]U
n

U4, +00) perché Z sup |e*m”2 arctan(nz)| <
n—0 TE(—00,—6]U[d,+00)

o0

™ 2 ™

< - sup e—ne” — L efnzi
2 z%ze( 00, ~ 3] U6, +00) 2 ,;

o]

x
Z ———— vale 0 per z = 0 e converge anche per tutti gli altri val-
n + n2x?

1 1
Z‘nzxz‘ m272<+00;

x n — 7’1,21'2

d
la convergenza inoltre ¢ totale perché — = =
& P drn+n22?2  (n+n?x?)?

n=1

o0
ori di x in quanto E
n+ n2x2
n=1

1
=0 & = +—— e percio, essendo lim fn(z) =0,

NG

T

o0

-y 7

—|n+ n2(:|:f)

=1
= — <
T;Qn\/ﬁ oo

n + n2x2

= (D)

converge < x € (—oo,—1) U (1, +00) perché, applicando
1
||’

x'IL
oo

valgono rispettivamente Z (-1)"ne Z — e divergono entrambe;
n

il criterio della radice, si ha che f{ e per x = £1 le serie

n=1 n=1
poiché ai bordi di quest’intervallo la serie diverge, non puo esserci con-
vergenza uniforme (né totale); la convergenza non & uniforme neppure
in (—oo,—1—0]U[Ll + d,+00) perché il termine n-esimo non tende

uniformemente a 0, giacché sup w >
. 2€(—00,—1—6]U[1+6,+00) z
> ’(_ann =1, ma ¢ totale in [-M,—1—48§]U[1+ 3§, M] VM >0
= n* = M
perché z:l . _?U%U[Hé ) P nz::l (14 o) < 400.
ixlogn _ Zelog(mlogn) _ Z plognlogz _ i (elogn)logw _
n n=1 n=1 n=1

nlog T

o

e dunque ¢ una serie armonica generalizzata e converge

Il
_

n

1
slogr € (—oo,—-1) & € (O, >; dato che non c’e convergenza in
e



1
x = —, la convergenza non ¢ uniforme su tutto l'intervallo ma & totale
e

1 1 _ 15
n(O,e }mquantoz sup ’nogm| Zn

n= 1ac€ 0——6

Z / e~ gt converge totalmente su tutto R perché

> " 4,2 ( t) > 1 ne 2
n =n
sup / e g Y Z 3 Sup / e Y dy‘
n—1 z€R |JO n—1 z€R |JO
oo 1 oo

n=1 n=0
o0
E —: Il raggio di convergenza e r =
n .
n=1 limsup,, o {/|%

studiamo ora il comportamento della serie ai bordi di questo inter-

1
vallo: per x = 1 abbiamo Z — che diverge e per x = —1 abbiamo
n

> &

n=1
n

che converge.

3
—

(oo}
E — 2" utilizzando il criterio del rapporto troviamo che r =
n

3
—_

5 (2n)! (n + 1)"+! lim n+1 n+1\"

= m —F—— = 1m =
n—oo n? (2n+2)!  n-ooo 2n+4 1)(2n + 2) n

= nhﬂngo m = 0, quindi questa serie converge solo per z = 0.
S S 1

2(34’(*1)) air= =

n=0 limsup,, o, {/|3+ (=1)")"|

1
- - = —; ai bordi dell’intervallo di convergenza
limsup,,_, 3+ (—1) 4
o~ B+ (=D")"

la serie diverge perché in entrambe le serie Z — e
n=0
Z -1 - il termine n-esimo non tende a 0 ma oscilla.

> cos(mnx) )
Z ————— converge totalmente su tutto R in quanto

2
n
n 1
o0
cos(mnx) 1 R . s
E sup |— 45— < E — < +00, quindi in particolare c’e conver-
—oreR[ 7 n=0""

genza uniforme in [0, 1] e dunque e possibile scambiare serie e inte-

grale: / Z cos(mn) Z / cos(mnx) _
= i i/ cos(mnz)dx = Z ! —rnsin(rnz)]) = Z 0=0.
— n? Jo n2 0o

n=1 n=0



oo
(b) Z(n + 1)a™ converge totalmente (e quindi uniformemente) su tutti

n=0
oo

gli intervalli del tipo [—1 + §,1 — 8], perché Z sup |(n+
n—0 z€[—1+46,1—4]

+1)2"| = Z(n +1)(1 = )" < +00; poiché 'intervallo di integrazione
n=0
¢ contenuto nell’insieme in cui la serie converge totalmente, si pos-

1 oo 0 1
2 2
sono scambiare serie e integrale: / E (n+ Da"dx = E / (n+
0 n=o0 n=0"0

N T L - | I 1 1 1 1
2

n=0 n=0 n=0

logn TR
(c) g 3ng — converge totalmente (e quindi uniformemente) su tutto
n
n=1

o0

logn . logn
[0, 4+00). perché Z sup S”gnf” = Z Bi < 400, dunque, es-
n:1£6[07+oo) n=1
sendo la serie a termini positivi cio e sufficiente per poter scambiare

log n log n
tegrali = -
serie e integrali: / Z 3nnz Z/ 3"n$

_ilogn/Jroodx_ = logn [ _Zlogn I
N 3" Jo ne 3n nmlogn 0 N 3n logn

n=1 n=1 n=1
oo oo
1 1 1 3 1
:E 7227_1: Col=C-1=2
3n 3n 1-—3 2 2
n=1 n=0
>, cos(nx)e ™"
d ———— converge totalmente (e quindi uniformemente) su
(d) nzl p—— g (e q )
tutti gli intervalli del tipo [§, +00), poiché
e nx e —nx o —nd
sup cos(nx)e” < Z sup e _ Z e < 400,
n—1 TE[6,400) n+1 n—1 TE€[J,+00) n+1 ne1 n+1

ma poiché l'integrale € improprio e la serie non & a termini posi-
tivi, cio non e sufficiente per poter scambiare serie e integrali; tut-

nx oo

i cos(nzx)e~
— n+1
positivi, converge totalmente sui compatti per quanto visto sopra e

—nx

e y e N ..
< E , e quest’ultima serie € a termini
n+1

tavia

—’I'Lil)

+oo oo +oco
dunque/ n+1d1;_2/ n—|—1 _

[e'e) oo 1 e*""” —+o0 oo 1
-3 =y | } ) PELE
n=1n+1/0 n:1n+1 n |, onctn
S =\n n+l) 2 2 3 no n+1
+ .- =1 < 400, quindi la serie di partenza ¢ equidominata e adesso
+oo —nx
. . L . cos(nz)e
b t li: ——dzr =
possiamo scambiare serie e integrali / Z —— x

n=1



0 400 nx 0 +oo
:Z/ COS(nil Z / cos(nx)e " dx (wzre)
0 n e

+oo —+oo
(vZne) Z; cosye Ydy = cosye Ydy =
i ), ye tdy = | ye Ydy

nx

+o0 +oo —
_ cos(nx)e
— cosye Ydy = E ——dr =
A 0 1 n+ 1

oo [~cosye V] 1
= cosye Ydy = +——T 20— _|
/O 2 2
arctan(nz) =

= 1
4. f(z) & ben definita perché f(z) := Z < ;T Z — < 400
n=1

Vz € R; tale funzione € continua perché la successione delle somme parziali

n2

arctan(nz) | . . .. . .
Sn(z) = E ——— — ¢ una successione di funzioni continue (in quanto
n
n=1
o0
arctan(nz)

2

somme finite di funzioni continue) e inoltre, essendo E sup

—1*€R n

o0
T . o .
5 g — < 400, la convergenza ¢ totale e quindi anche uniforme, e

dunqu_e la continuita viene mantenuta passando al limite; per quanto

1
riguarda la derivabilita di f, la serie delle derivate —————— con-
& ! Z (14 n2z2)
verge uniformemente su ogni insieme del tipo (—oo, 5] [5, +00) e quindi,
per il teorema di derivazione per serie di funzioni, f ¢ derivabile in ogni
(—o0, =] U [d, +0) e dunque anche in (—oo,0) U (0, +00); in 0 invece la
serie della derivata non converge e quindi la derivabilita va verificata "a

w. gl _ f@) = f0) . f(x) ..~ arctan(nz)

M = _— = —_— = _— >
mano”: f'(0) ili% z—0 ili% x ilg%) Z:l n2zx =
> i arctan(nz) i . arctan(nz) i n 7
ST T e )

N
1
= E ~ > M VM >0, quindi f'(0) = +oc e cio¢ f non & derivabile in 0.
n

oo n
-1
5. (a) Z (=) : la convergenza ¢ uniforme perché ¢ una serie di fun-
n=1
zioni costanti, ma non ¢ assoluta (e quindi neanche totale) perché
SRS
S| -3t e
n n

n=1 n=1

(b) Non esistono, in quanto la convergenza totale implica quella assoluta.

2 . PN .
(c) E e " arctan(nz). (La convergenza di questa serie ¢ stata discussa

al punto f del primo esercizio).



(d)

()

Non esistono, in quanto la convergenza totale implica quella uni-
forme.

(o]

(=1« :
E ~————: fissato x, la serie converge puntualmente ma non assolu-
n

n=1
tamente; inoltre, la convergenza non & uniforme (e quindi neanche to-

N+p (_1)7},'r N+p (_1)77.” N+p
tale) perché su A A L = . DU
pperchésup| 3 | [ |5 e
n=N n=N n=N
n— o0
- 0.
=1

E —X[n—1,n)¢ fissato z, la serie ¢ costituita da un unico termine
n

n=1

e quindi la convergenza e puntuale e assoluta; inoltre, & uniforme,

e’} N

) 1 1 1

perché sup Z ZX[nfl,n) - Z ﬁX[nfl,n) = igg Z EX[nfl,n) =

1 n=1 n=1 n=N
= = "ZP°0; tuttavia, non ¢’ convergenza totale in quanto

n
(oo} oo

1 1

> s | L | =30 % = v,
n=1 zeR | T n=1 n
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 3 (10 OTTOBRE 2008)
SVILUPPI IN SERIE DI TAYLOR, SERIE DI POTENZE

= 1 1
Z (=1)"ndx™ iy = - — = i
n=0 lim SUPp 00 \ | (_1) n5| lim SUP;,— 00 n®
1 . - n_5
=1= 1; per x =1 abbiamo Z (=1)"n® che non converge e per
n=0
o0
x = —1 abbiamo Z n®, che diverge.
n=0
o0
2m 1 1 1
Z?mn:r: = = 5 = — = 00, quindi
=1 limsup,,_,. {/| 3= limsup,, o5 0

la serie converge Vz € R.
o0

E —n:c": utilizzando il criterio del rapporto abbiamo che r =
n=0 ¢
n! €”+1

e
= lim —— = lim = 0, quindi la serie converge solo
per z = 0.
)
n n+1 1
E Lw": sappiamo che r = =1
n=0 n’ + n? : nl|n24n+1
= lim sup,,_, o P
“n4+n+1
er £ =1 la serie ————— diverge (confronto con la serie
P ; n3 4 n? ge (
oo o
1 n?4+n+1
—) mentre per x = —1 la serie —1)" ———— converge per
n§:0 =) P nEZO( ) E ge p

nf+n+1 1 N
n3 + n? n? n+1
cente in quanto somma di successioni decrescenti).

il criterio di Leibniz (infatti, che & decres-

- . nmw n . . . N e nm
Zsm (7) z"™: notiamo innanzi tutto che la quantita sin (7)
n=0

=3 mod 4; di

vale 0 per n pari, vale 1 per n =1 mod 4 e —1 per
1
= 1; infine, ai

conseguenza avremo r = — = — =
limsup,, o 4/TS(E)]

bordi del raggio di convergenza la serie non converge perché

o0 o0
Z sin (E) e Z (—1)" sin <E> non soddisfano la condizione nec-
= 2 2

n
1
1

— n—
essaria che I'n-esimo termine tenda a 0.

o0 o0
x n x
g (5 — 3) : posto y = 5~ 3 la serie diventa E y" che ovvia-

n=0 n=0
mente converge < —1 < y < 1; la serie di partenza dunque converge



<:>—1<g—3<1<:>4<a:<8.

> 2n 2 x .n

T L Y
Z — ot posto y = —, la serie diventa Z =, che converge <

n43n 3 n
n=1 n=1
e -1<y<1,cioe & —V3<z<V3
o0
Z plognyn: p = L = 1 - =
: n /|1 . logn
— limsup,,_, ., v/[n°8"|  limsup, . n =
1 1

- logn . logn | -

n limsup,,_, e » °&"

limsup,,_, ., e'°8™

1 1 >
= = — = 1; per x = %1 abbiamo le serie Z plogn

. log2 n 60 -
limsup,,_,..€ = n=1

o0
e E (—1)" n'°&"™ che non convergono percheé il termine n-esimo non
n=1

tende a 0.
> 1
(=)™ (2% 4+ 3%") 2™ r = — =
T = = —; ai bordi
lim sup,, ,, V8" + 9™ limsup,,_, nfon ((%)” + 1)
S 23n 32n
di questo intervallo abbiamo le serie Z 9+ e

n=0
oo

23n + 32n
Z (-1)" —gn che non convergono perché il termine n-esimo
n=0

non tende a 0.

(o] n 1 o0 n
ngo n'ZT)” ponendo y = o abbiamo 7;) %y”; applicando il cri-
n"™ (n+1)!

terio del rapporto, abbiamo che r = lim
n—oo n! (n 41

n" n "o
I D= 1 _ly o di i
Jim. (n+1)"+1(n+ ) Jim <n+1> - il raggio di con

)n+1 =

nn

o0
. 1 e :
vergenza ¢ dunque —; per z = — la serie vale che per la for-
’ 1.n
e 4 nle
n=0
o0

1
mula di Stirling si comporta come Z

o V2mn

che diverge; infine, per

e n
e . n . )
T = ~1 la serie vale nEZO (-1) len che converge per Leibniz perché

il termine n-esimo, comportandosi come , tende a 0, e inoltre

1
V2mn
¢ decrescente perché il rapporto tra il termine n 4+ 1-esimo e quello n-

. (D)™ et (D)™ 1 1+ \" ~¢_y
esimo & pari a = =- = 1.
P etin+1)! n»  e(n+1)n* e n e

o0 \/ﬁ+1 )
Zx" / e’ dt: notiamo che, per il teorema della media inte-
ND

n=0



oo

Vn+1
grale, si ha Z / et dt = Z zheln” per un opportuno /n <

2
<c¢, < \/ﬁ—|— 1; quindi si ha che e” < e cn® < o(vit1)®
n 2
= limsup ¥e? < limsup Veer” < limsup { e(V"*1)" ma

n—oo n—oo n—oo
. . n 2 (ﬁ“)Z’ o
limsup ve™ = eelimsup (V)" i supe\ v® = e e quindi
n—oo n—oo n—oo
1

. n 2
limsup Ve¢»” =e. Dunque r = ——— = —; sul bordo
n—so0 lim sup,,_,, Vecr €

St et

1
dell’intervallo di convergenza, per x = — la serie vale Z
e

671
n=0
Vitl oo
ma essendo / el dt > e", questa quantitd ¢ maggiore di Z 1
vn n=0
1 f et dt
e dunque diverge, mentre in r = —— la serie Z
e’ﬂ

n=0
che non converge perché ha termine n-esimo, in modulo, maggiore di

1.

o0 n 1
Z (Z k:) x2™: utilizzando il criterio del rapporto abbiamo che

n=1 \k=1
no1 1+l_|_..._|_l
r= lim Lk= ik = lim 12 Tf = lim 1-—
1 2 (1
——————— =1; per x = +£1 si hanno le serie -
TEEpyaY: > (53)

oo n
1
e Z (-1)" <Z k:) che non convergono perche il termine n-esimo

non tende a 0.

o0 3\ntl 3n+3
_ 3Y _(I) _ _x
f(x)—log(l :v)—nz::O i —nz::O R
11 LSz (=D
f@) x+ 10 101—(—%) 10;_%( 10) _Z 10n+1
v Ly
fl)=e e _en:O n!
_arctan (m5) 1 & n(x5)2n+1 B
f@)=—3 *E;(f) mt+1
1 oo x10n+5 oo n xlOn
:En:o(_ T :nz:%(_ Vot
el x2n+1 s x2n
=z = zcoshzx
7;) (2n)! ;(Zn)'



(b)

4. (a)

(b)

A R N G VA € IR =N G L ) I
— (2n +1)1220+1 =2 (2n + 1)! =2 (2n+1)!

L x . n=1
_5‘“ (3)-%
gnz :x;nx 1:z2%x :z@nzox :zﬁl—x:

x

= ———, ove il terzo passaggio e giustificato dal fatto che nelle
(1—a)

serie di potenze si puo derivare termine a termine.

e ( n+2 / tn-{-l _/ t”+1
nz::(nJrl n+2) Z n+1 Tyl = dt; n+1 B

= / log(t+ 1)dt = [(t + 1) log(t +1) —t — 1]y = (z + 1) log(z + 1) —
0
ove il secondo passaggio e giustificato dal fatto che nelle serie di

potenze si puo integrare termine a termine.

R o

n=0 n=0
oyt
_Z/ 2n+12“ :;{(22111)(3;::11)!}0:

_ -n"
nz% 2n + 1)(2n + 1)

L1072
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 4 (17 OTTOBRE 2008)
FUNZIONI ANALITICHE, VARIABILI COMPLESSE, SERIE DI FOURIER

(a) log(—4) =log| — 4| + i(arg(—4) + 2k7) = log4 + mi + 2kmi, k € Z.
(b) log(1 + v/3i) = log |1 + v/3i| + i(arg(1 + v/3i) + 2k) = log 2 + %+
2%kmi k € Z.

(c) log (Z (377:)> = log(exp(3mi) — 1) = log(—2) = log 2 + mi+

=1 °
2kni k€ Z.
1 1 )
(d) V1+i=(1+14)® =exp <3 log(1 + z)> = exp <3 (log\/§+ %Z+

. 1 T 2. . 6 T
+2kmi)) = exp <3 log \/5) exp (12 + 3km> =2 (cos (E+

2 2
+3k:7r> + ¢sin (1772 + 3]€7T)) ke Z.

Wl

(e) (32)‘/§ = exp (ﬁlog(Si)) = exp <\@ <10g3 + %Z + 2k7ri>> =
= exp (\@log 3) exp (ﬁm + 2\f2km'> —3v2 (cos <\/2§7T+

2

+2\/§k7r) +isin (fﬁ T 2\/51@77)) kel

1—1

144\ , )
(f) <1 + Z) =77t = exp(fi logi) = exp <Z <10g 1+ %+
—1

+ 2kmi)) = exp(—ilog1) exp (—i2 (g + 2k:7r)> =2t L c 7.

o0

(a) Z nlz™: utilizzando il criterio del rapporto troviamo che r =
n=0
n!
= lim — = = lim —— = 0, quindi la serie converge solamente
n—00 (TL + 1)' n—oon 4+ 1
in z =0.
o0

(b) Z(cosn + isinn)z" ha come raggio di convergenza r =

n=0

1 1
limsup,, ., {/]cosn +isinn| limsup,_,. V1
di questo disco la serie non converge perché il termine n-esimo ha
modulo 1: infatti, |(cosn + isinn)z"| = |cosn + isinn| - |z|" =
=1-]1"=1.

=1: sul bordo




oo n 1

Z 2?2-)11: r= = limsup Vn22" = 2; sul
n?2(2i

. —
n=1 lim SUpP,, 00 { nz(;i)" e
oo zn
bordo del disco la serie converge assolutamente perché Z —| =
— [n?(20)"
o0 o0 oo
|z]™ A 1
=D e = D g = D r < OO
n=1 n=1 n=1
= (1+20)" | a2 (1+20)" (n+ 1)!
Z o e = nhj{lo (420" | — nh—{%o | Nt
n=0 : N Crsyia n! (1 + 27)
. n+ o .
= lim ——— = 00, quindi la serie converge su tutto C.
1 . .
Z cosh(in) Z cosnz™: r= = 1; ai bordi

limsup,, ., V/|cosn|

del dominio la berle non converge perché il termine n-esimo non tende
a O

n 1
E arctann = =
. n n
— limsup,,_, ., ¥/ |arctann|

1 . .
= - = —; sul bordo del disco di convergenza
lim sup,, _, | arctan n| ‘ ' ' .
la serie diverge, perché il termine n-esimo non tende a 0: infatti,

2 " ,
|(arctann)™z"| = ( arctan n> = enlog(F arctann) n2p0 e~ =, perché
T

2 lo arctan x
lim zlog ( arctan x) = lim M =
T

T— 400 T——+00 =
T

log (2) + log(arctan z)

lim T ; per la regola di de I'Hopital, questo
r—+00 =
x
1 2
ce s . (z2+1) arctan . X
limite ¢ uguale a lim ~————— = lim ——— =
T +o0 -5 z—4o00 (a2 + 1)arctanz
. 1 2
= lim ———m = ——.
z—+oco arctanx s
) sin(2x)  e¥® — T . .
f(z) =sinzcosz = = ¢ un polinomio trigono-

44
metrico e dunque questo ¢ il suo sviluppo in serie di Fourier.
~ 1 77
f(z) = 2*: calcoliamo i coefficienti di Fourier: fo = o / 2?dr =
T

—T

397 1 3 3 2 .
[g] _<7r+7r> :W—,mentrepernyé()sihafn:

2 \ 3 3 3

1

2

1 ™ . 1 2 —inx 2 s )

—/ re My = — —L + — ze” "dx | =
2 J_, 27 m R X 3

1

21

2 —inm mw —inx T ™
e - 2ze 2 ina
( ) [”ﬂ} +Z_2n2/e d | =
- -

27]_67177,71' _"_ 27.[.6’Ln7T Znﬂ'

; notiamo che """ = cosnw+



. . 2(-1)" . .
+isinnm = cosnm = (—1)", dunque f, = ( 5 ) ; lo sviluppo in se-
n

w2 > (-n" ,
rie di Fourier diventa quindi 2% = 3 +2 Z 5—e"". Sos-
n=—o00,n#0 n
™
tituendo = = 0 in questa espressione otteniamo che 0 = §+

2

e o A SR o G ) PR O G ) L
2D :§+n§ 42y =Tt

n=—o00,n#0 n=-—1
S N e N o VA R S G VA o N G Y
I B DL S
n=1 n=1 n=1 n=1
2 2
™ . . . . 2 7T'
BEETE Sostituendo x = 7 invece si ottiene 7° = ?4—
(D" e 7 - D' e
n oy Sty 5 e,
n=—00,n#0 n=—oo,n#0
o) 0 S 2
1 7 1 1 - g2
DD Rl D D e Db h I
n=—00,n#0 n=1 n=1
(¢) f(z) = €®: calcoliamo i coefficienti di Fourier: f,, =
1 " T —inmd 1 /ﬂ m(l—in)d er(l—in) "
— e’e T = — e r=|——— =
2 J_, 2 J_ . 2n(1 —in) | __
B eTr—inﬂ' _ e—7r+in7r B einﬂ' (eﬂ' _ e—7r) 1+in _ em —e T (_1)”
27(1 —in)  2r(1—idn) 14+in 27w 1+n?
(_1)nn T I (_1)” (_]‘)nn ine
= = .
JrZ1—|—n2 ¢ 2 n:z—oo 1—|—n2+21—|—n2 ¢
(o)
. . . . n 1
. Come nei reali, anche nei complessi si ha Z =1 VzeC,|z| < 1;
—z
n=0
riscrivendo il numero z in forma polare, I'identita diventa Z (rexp(iz))" =
n=0
= Z r™ exp(inz), e applicando le Formule di Eulero Z r" exp(inz) =
n=0 n=0
= Z r"*(cos(nz) + isin(nz)) = ! =
o 1 —r(cosx + isinx)

1 1—rcosx+irsinx

1—rcosx —irsinz1l—rcosx+irsinz
1—7rcosx+irsinz 1—17rcosx

1—2rcpsx—|—r2c032x—|—r25m2x r2 —2rcosz +1

. rsinx
+2

————————. Uguagliando i coefficienti della parte reale e della
r2 —2rcosx + 1
o0

parte immaginaria, si trova che g r" cos(nx) =
n=0

1—rcoszx
- TP e
72 —2rcosx + 1
> rsinx
E r"sin(nx)zQ—.
¢ r2 —2rcosz + 1
n=

. Supponiamo che f non sia la funzione identicamente nulla, ovvero che



Jzo € (a,b) tale che f(zg) # 0; allora, per il teorema della permanenza del
segno, per un certo € > 0 si avra f(x) # 0V € (zg — €, 20 + €); allora, es-
sendo f(z)g(x) = 0, dovra essere g(z) = 0 Vz € (z¢ — €, 2o + €), ma allora,
essendo ¢ una funzione analitica, se ¢ nulla nell’intervallo (xg — €, z¢ + €)
lo sara anche in tutto (a,b). Un controesempio, con funzioni C*° ma non

0 >0
analitiche, ¢ il seguente: f(z) = { _ er=

e E sex <0
g(x): 6_1% Se.’lf>0
0 sex <0
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 5 (24 OTTOBRE 2008)
LIMITI IN PIU VARIABILI, RIPASSO

4 4

2% (22 + y?)
J)Q +y2

= 0; infatti,

li S
(@) (0.0) 72 + 112 22 + y2

_ x2 (:L’,y):))(o,()) O

sin (:z:2 + yz)
im  ——
(zy)—(0,0)  T°+Y
: 2
sin
)
p—(0,0) P

=1, perché, ponendo p = /22 + 92, si ha

=1

lim _sin(zy) sin(zy) - oyl _
00 oty VARV
1 1
(#)* (v*)* _ Va2 +2V/a? +y? (,9)—(0,0)
Ny A S

= 0, perché

. sin (z°) sin (2°) 1 ,
lim 5 T=0|= 1< = 15 Q_l,perche
[(@,y)|—+o0 T= + Y ety =ty ety 1
2
1 1 1
42 2 - ;
—2 4+ = — -] >0, einfine lim ———F——=
yoyTy (y 2> - ()| —+oo 2% + 92 —
= lim ——~ =0.
p—>00 p2 — %
by Tyt (@ +y)eos (@ +yT)
(2,4)—(0,0) w? 432 '
22y + (22 +y2) cos (z* + o7 2
( x2—2y2 ( )—1: x2+y2+cos(x4+y7)—1 <
22|y 4 7 (22 +42) [yl 47
< x2+y2+|cos(x +y)—1|§w+|cos(a: +y') -1 =

ly| + |cos (z* +y") — 1] (2030000

. 223 _ 223 _ (xﬁ)% @4)% )
(2,y)—(0,0) z61+ y? 3:c6 + y? 5 +yt T
6 4\3 (.6 4\ %
< («° + ya:)ﬁ +(°Z4 +v%) = (5 + y4)%+%—1 = (25 + y4)% (2.4)3(00)
12y2
flz,y) = aTty? 5C (,y) # (0,0) e ovviamente continua in tutti
0 se (z,y) = (0,0)

i punti diversi da (0,0), quindi ci limiteremo a studiare la continuita
di f nell’origine: la funzione & continua anche in questo punto, perché



Jj2y2 !L'2 (.’174 + y2)
li 0,0)] = -
- y)un |f(z,y) = f(0,0)] 2 T (2t 4 y?)
_ 2 (z,y):;(o ,0) 0.

zy
(b) flz,y) =4 =*+v* se (z,y) #(0,0) ¢ ovviamente continua in tutti
0 se (z,y) = (0,0)
i punti diversi da (0, 0), ma non lo & nell’origine perché, muovendosi
4
y ]. y—0

lungo la parabola z = y? la funzione vale f (yz7 y) i =3 7 0.
Y
e"v—1
se (z,y) # (0,0) N S .
c) flx,y) = { o2 +y? non & continua nell’origine perché
© 0 (z,y) = (0,0)
2
T —1z501
lungo la retta y = x la funzione vale f(z,x) = ¢ 53 30 5
x
S — 0,0,0
(d) flz,y,2) = { 602“’2“2 2 Ei:z:z; i 50’0303 ¢ ovviamente con-
tinua in tutti i punti diversi da (0,0,0), e lo & anche nell’origine
1 1 1
e | @)
perché = <
x? +y? + 22 22 4 y? + 22
1 1 1
2.2 0 2\3 (02 4 .2 0 L2\2 (22 4 .2 4 ,2)2
<(x +y?+22)2 (a2 +y* +22)% (a2 4y +z)2:
B 22+ y? 4 22
= (22 +¢? _'_22)% (@.9,2)2(0,0.0)
lzyl® 3 3
3. f(m,y) =4 @+ ¢ (2,y) # (0,0) ¢ continua < a > =: se a < -
0 se (z,y) = (0,0) 2 2’
'y yo0
lungo la curva = = 3° la funzione vale f(y®,y) = G 5 - 0;
Y
. 3 oyl _ (@) (4°)°
se invece & > o, |f(z,y) — f(0’0)|:x2+y6 = <

<¢ﬁ+y)%@>+y)%

< 6)§a*1 (%y):;(oao) 0
2 + b

:(w2—|—y

+oo
. cos(nt)
4. Innanzi tutto x) =
altrimenti 'integranda conterrebbe la radice di una quantita negativa.
Effettuando, come suggerito dal testo, un cambio di variabile all’interno

cos(nt) . (y=nt) oo cosy dy

+oo
dell’integrale, abbiamo / = — 2 =
s 0 Vi+x 0 A /% +xn

—+oo
cosy . . . .
/ ———dy; a questo punto, integriamo per parti e troviamo
~Vn Vy+na

dt & definita solo per z > 0 perché

Il /+°° cosy _L { siny ]+°°+
W= e = v\ el

1t s
f/ _smy :4i/ ~ MYy, Se x #0 la funzione
2Jo (y+na)? 2VinJo (y+nx)?

siny

integranda converge uniformemente perché sup |——
(y + nzx)

y€(0,+00)

(M



siny

(y+nz)?|

"0 ed ¢ anche equidominata perché

< sup
y€(0,+00) (nx)

Nlw

1 sin 1

< % = — sull’intervallo (0,1) e Y | < — in [1,400), € en-

Y2 Y (y +nxz)? Y2

trambe queste funzioni sono integrabili in senso improprio nei rispettivi

intervalli; dunque si pud passare al limite sotto integrale e lim f,(z) =
n—oo

1 [t 1 i oo
= 7/ lim —Lyady :/ 0dy = 0; per z = 0 invece si ha
2Jo VI (y 4 ) 0

Vile  2J0 e

Jim |£,(0)] = lim —=
lim < / |Smy‘d +/+OO 0910 < lim 71 dy

oof
+o00

) o+ [, -
+ — ) = lim —— 2  — = lim — =0, e dunque

anche f,,(0) "= 0. La convergenza & uniforme perche per quanto ¢ stato

S oo siny
visto in precedenza, sup |fn(z)|= sup / —dy| <
z€[0,+00) z€[0 +oo) 2\/> y + n]j)§
+o0 : +o0
siny dy
5= SUP / dy < </ Yoy >
\f 0,400) J0 (y+nx)% 2\/5 0o VY 1 Y2
_ 2 nj}oo 0
vn '
& n
T 1
5. a —_— = —
@ 2 @y T T
n= limsup,,_, =0
1
= - - =3- - =3;perz =3
lim Supn_mo n m lim Supn_mo n W
la serie Z 2n ) diverge per il confronto con la serie armonica
’I'L
ma in x = —3 la serie 7001113 e per il
nzl 1 1 UZO w2 437 verge per 1

criterio di Leibniz.

n)!
)2 2": applichiamo il criterio del rapporto: r =

@2n)! (n+1))* e 2n)! ((n+1)!)2_

n! o

= 1. =
e () (2n+2)1  nioe (2n+2)!

I (n+1)? determinare il tamento al
= 1m = — er determinare 11 comportamento a
nooo 2n+1)(2n+2) 4P P

n
bordo, ricordiamo la formula di Stirling n! ~ v2rn—: dunque si
e

2n
(2n)! 477”% 22np2n

1
= = ; dunque, per

(n!)2 gn 27rnZ§: 4n Vrnnr4n o\ /mn

n

avra che




= (2n)!

1 . . o
r = - la serie diverge per il criterio del confronto con

2
4 — (n!)"4n
=1 1 > n (2n)!
—— mentre in x = —— la serie -1)" converge per
Leibniz.

o0

Z(l—i”)"z":rz 1 1

limsup,, ., v/[1 —"|" ~ limsup,,_, o |1 —i"|

n=0

1. . . . .
=3 ai bordi dell’intervallo non c’e convergenza perché il termine n-

1
esimo non tende a 0: infatti, se |z| = 3 [(1—i")"2"|=1sen=
=2 mod 4.
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LIMITI IN PIU VARIABILI, RIPASSO

)t o e || VPP ()
im —————= =0, perché < _
(SO0 Vit kg VETE|T e
=42 (m,y)j(0,0) 0.
sin (23 sin (23 23
im L) = 0, perché ( ) < ’ |
(2.)=(0,0) % + y* 22 +yt| T 2?4yt
x| (22 + ‘
< HEEP) oo

2
r?yz3

lim
(.9,2)=(0.0.0) (24 4+ y2 + 24) /22 + 32 + 22

la direzione (z,0,0) questa quantita & sempre nulla, mentre lungo la
2

non esiste perché lungo

T3 z—0
curva (x,x2,:c) vale ——— "— +oo.

3vVxt 4+ 222

log(1+|zy|)
f(x,y) — x2+y2 se ('T7y) 7& (an)
0 e (z,y) = (0,0)
di fuori dell’origine; tuttavia, nell’origine e discontinua, perché
log (1 + xz) 1

¢ chiaramente continua al

)= —————t = —.

flaw) = 2205
JYe=ta

flz,y) = y—w sex 7y ¢ ovviamente continua all’infuori
e sex =1y

della bisettrice del primo e terzo quadrante; tuttavia, la funzione &
continua anche lungo questa retta, perché, per il teorema della media

[Je v

integrale, si ha ~*— = —e % per un opportuno z € [z, yl, quindi
Y —t2
y—

2.3

fla,y,2) = s se (,4,2) 7 (0,0,0) 4\ iamente con-
0 se (,y,2) = (0,0,0)
tinua in tutti i punti dlver51 da (0,0,0), e lo ¢ anche nell’origine
1 1 3
s A N CO R U S GO
perché | — 5 1= 5
»t+y+z 26 +y2 4 24
1 1 3
_ (2% + 9% +24)°% (a8 + 9% +24)% (a8 + 9% +24)°
- 26 +y2 +Z4

7
= (m6 +y%+ z4) 12 (w,y,z)3(07o,o) 0.



3. flx

lungo la curva y = 2? la funzione vale f(z,z%) =

7y):{ Tamiayme se (z,y) # (0,0)

N . 3
e continua & a < gz seq >

0 se (x,y) = (0,0)

X
9|z 9

1

2] ()7 (4"

3 B |$|3—80¢

3
87
0

x—0
—>

se invecea<§, |f(xz,y) — f(0,0)] = =

<
8 (728 4+ 2y")* (728 4 291" —

8 4\3 (7.8 4\ %
728 + 2y*) ¥ (728 + 2y1) " $-a @1)300)

= (72° + 2¢")

x
fu(z) = — "% 0V € [-1,1] e la convergenza & uniforme in quanto
n
™ 1
sup 5 < — 220
ze[-1,1] |1

— ’ . .
fn(z) = cos®™(mx) "= xz, perché cos®(rx) =1 < x € Z, e quindi
la convergenza non e uniforme perché la funzione limite non e con-
tinua; la convergenza & tuttavia uniforme negli intervalli del tipo

[n+d0,n+1—0] poiché  sup |fu(2)] = fa(n+9d)=
[n+8,n+1-46]

= fu(n+1—13) = cos®™(xd) "= 0.

Snm) go g £ 0 noseo . . :
fulz) = n — X{o}, che non & continua in 0 e
1 sex =0
quindi la convergenza non e uniforme; tuttavia, ¥§ > 0 si ha che
sin(nx 1 1
sup (nz) < sup — | < — "2 0equindi
(~00,~8]U[8,+00) (—00,~8]U[8,+o0) | PT| — 10
la convergenza & uniforme in (—oo, —4] U [§, +00).

nx

5. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale delle seguenti serie di
funzioni:

(a)

n
Z % converge in (—1,1) perché, applicando il criterio della
n=1

(zn)"

e = |z| e in = %1 la serie vale rispet-
" +n

radice, si ha che ¥

= " = (=1)"n"
tivamente ; T e ; m che divergono entrambe; la

convergenza non e uniforme perché ai bordi del dominio la serie di-
verge, ma totale su [—1 + d,1 — ] in quanto
(oo} n oo

(zn)

x4+ n"|

n

sup
n—1 TE[—1+4,1-7]

< i%" < 4o00.

n=1

sup [z <

S we[~1+46,1-9] n"—1

oo

Z cos x converge < —1 < cosz < 1 & x # kr Vk € Z; la conver-
n=0

genza non ¢ uniforme (e quindi neanche totale) sugli intervalli

(km, (k + 1)7) perché la serie non converge sul bordo dell’intervallo,
ma @ totale (e quindi anche uniforme) sugli intervalli [k7 + §, (k+



oo

+1)m — §],¥é > 0 perché Z sup |cos™ x| =
70 k740, (k+1)m—0]

- n - n 1
—Zcos (k7r+5)—Zcos 5—m<+oo.

n=0 n=0
[e9) 2 logn e 22_1)\logn o)
v —1 10@(( 2+1) ) logn10g< 1)
C _— = e ® = 2211) =
@ > (55) >
n:l n=1 n=1
2 (o]
1 1
Z (elosm) 8 2+1) Z log( 2+1 e dunque & una serie armon-
=1 n=1
. "’ . x? -1 x? -1
ica generalizzata e converge < log 21 <-1&0< 21 <
1 22 1 x> 1
<-el<’-l<"—4+-©o =Y
: el Raly <ies

[l flsr e
x2<i_—§ |x] < Zf} * e—1’

/ 1 1
U (1, H1> ; poiché per z = + et 0 la serie diverge (armonica
e— e—

di esponente 1), la convergenza non puo essere né uniforme né totale,
ma ¢ totale e uniforme in tutti gli intervalli del tipo [—a, —1) U (1, q]

Ya € <1, ZJF_1>, perché Z sup log( 2+1)

1 n—1 *€[—a,—1)U(1,a]

oo
a.—l

S e

6. Notiamo che Z =i < z ¢ una delle determinazioni del logaritmo di
n= 0

i, cioé z =log |i| + i (argi + 2kmi) =4 (g +2k7r) ke Z.
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f(x,y){ ylf’ se (z,y) # (0,0)

¢ sicuramente continua al di

0 se (z,y) = (0,0)
22y — zy
fuori dell’origine, e inoltre lo € anche nell’origine perche e <
T Y
o 2l v @)l el (@ e?)
_9:2+y2 x2+y2_ 9:2+y2 $2+y2
(z,y)—(0,0)
=yl +|z| TS0
arctan(wsyz)
flz,y) = zt+y° se (z,y) # (0,0) & continua perché
0 se (z,y) = (0,
3 1
arctan (2%y?) |z |32 () (v°)*®
= <
a4+ oS = 2444y h 6
3 1
44 ,6\1 (4 ,6)3
(@' +9°)" (' +9°) 4,6\ (@)=(0,0)
< P =(a"+4°)7 =0
z2y? log(m2+y2) ]
fz,y) = 2242 se (z,y) # (0,0) ¢ continua nell’origine:
0 se (z,y) = (0,0)

c
infatti, fissato a > 0 esiste un opportuno ¢, tale che |logz| < %,
T
z2y? log (wQ + yz)
I’2 + yQ
)lfa (w,y):;(O,O)

_Ca (2% +y?) (2% + %)
(.’L’Q + y2)1+a

dunque

=cq (22 +9° 0.

2 2
2:E +y Yy Se x # 0 N . . . .
flayy) =< ™F arctan( ) ¢ ovviamente continua al di fuori
& sex =0
dell’asse delle y, quindi ci limitiamo a studiare il comportamento della
funzione su questo asse: nei punti del tipo (0,yg) con yo > 0, avvici-
nandoci da sinistra lungo la retta orizzontale abbiamo
2 2
) 7+ Yy
lim
z—0+ 7T 4+ 2 arctan (yx—o)
nei punti (0,y0) con yo <0, se ci avviciniamo da destra lungo la
. . . 2 + 43
retta orizzontale abbiamo lim
z—0- 7 + 2arctan (ym—“)
funzione non ¢ continua neanche in questi punti, e non ¢ continua
neanche nell’origine perché, muovendosi lungo la curva x = y3 abbi-

= +0o0 e quindi la funzione non é continua;

= +o00, quindi la

. y® + o2 oyt y? _
amo lim = lim =
v=0 7 4 2arctan (;—2) y=0 2 — arctan (y%)
1. z

2220 Z —arctan (£) 22:-0 15

z

—_
—
N — oy



v yz| .
(e) flw,y,2) =3 z2ry2tz2 ¢ (z,y,2) # (0,0,0) non e continua perche
0 e (z,y,2) = (0,0,0)

x|z| 2—0
f(x,x,x) = 3? - 0.

Z 5 / e~ dt & ben definita Vo € R perché
n

S
—¢2 —¢2 .
il dt| < - = — ; inoltre, 1
anf e —Zm/, e dt ﬁzn2<+oo,motre,a
n=0 0 n=0 oo n=0

convergenza della serie & totale (e quindi anche uniforme) su tutto R,
L™ e Y R 1
perche Z sup / e Vdt] < Z —2/ e Vdt = ﬁz — < 400,
n n
n=1"% z€R 0 n=0 > n=1
e dunque la funz10ne ¢ continua su tutto R, perché le somme parziali
sono continue (in quanto somme finite di funzioni continue) e la conver-
genza uniforme mantiene la continuita; per quanto riguarda la derivabilita,

(v=%) 1

1 nx x
notiamo innanzi tutto che —/ e dt V= f/ e*"2t2dt, e dunque
nJo

7n2z2

la serie delle derivate ¢ Z : questa serie converge totalmente in

n=1

[e’e} e’} —n262

e
(—o0, —8] U [8, +00) perché sup = <
;xe(—oo,—é]U[&-‘rOO) ; "

< 400 e dunque, per il teorema di derivazione per serie di funzioni, f &
derivabile Vx # 0; in z = O la funzione non é derivabile perché f'(0) =

= lim f(z) — 1(0) = lim = lim Z / —n?t? dt >
z—0 x—0 z—=0 I z—0 n
N 2 2

2 1 * 2,2 . e
> lim Z / g — lim —/ eV dt = lim =
x—0 nr —1 x—0 nx 0 x—0 n

n=1

2,2
—n“x
(&

n

= Z > M VM > 0.
2. sin (n®z) ,
. Z ——————— converge puntualmente su R\{0} Vo € R, perché

2,2
— x(1+n?2?)

Z sin (n%x)

2,2
— |z (1+n%z?)

1
SWZW<+OO, e per a < —1 la serie con-
X n<x

o0
verge anche in x = 0 perché nell’origine la serie vale Z n%; la convergenza
n=0
& totale in (—oo, —6] U [, +00) Yo € R, perché

= sin (n®x) Z 1 -y tre 1
su — 5| & < — o0, mentre 1n
o ze(—o0, 51]:)U[5 +00) (1 + RQI‘Z) ) ne0 1+ n242

( ,0) la convergenza ¢ uniforme e totale < a < —1, perché per a < —1

sin (n®x) = sin (n®x)
abbiamo sup |————| < sup |——=| <
nzo( 5.6) | (1 +n2z?) nzzoxe(—é,é) r



o0
< E Sup < E n® < 400, mentre per o« > 1 la convergenza
—0*€(= n=0
non puo essere umforme né totale in quanto non c’e convergenza nell’estremo

z=0.
Grazie alla convergenza uniforme su [J, +00) ¢ possibile scambiare serie
e integrali in entrambi i casi, perché la serie € a termini positivi Vz > 0,

+oo +oo
s (n-x sm(n-xT
dwmave 2 |1+n2 Z/ mzx)z)dxﬁ
+oo
dx (t= nz)
< <
Z/ z (1 +n%a?) Z/ +t2 Z/ 1+t2 -
oo

oo gy °° p e 1 o :
SZ 73: 2t2 :Zﬁ<+ooVa€R, se a <0 in-
n=0

|sin (n*x) L lsin (n%2)
ome/ Z 1+n2x2 Z P e )dxg

£
n

oo 1 no— 1
< Z/ |TL 1’| (t= n:r: Z/ o t dt <
- 0 x(1+n2x2 L(14t)n —
n=0 n
= oo gt
< E no‘_l/o T T g =3 E n®~!, mentre se & > 0 abbiamo che

=3

—
Mg\l

[sin (n2)[ / [sin (nz)| / sin (n*z)
—————dr >
1+TL2I2 Z 1+?’L2 Z 1+n2x2) Tz

n= 0
>§:/ [sin (n®z)| (= nm)z/n"‘ 1 ‘sm - 1t)‘dt
Bt 1+n2x2 1+t2) n
> % sin (Rt > sin (no=1¢) M™% @t
:Z/ )dtz n®t  inf ()/ =
— 1 —+ t2) el z€(0,nt—] ’T'Lailt 0 1 —+ t2
et . - - )
= Z n®~ ! inf [arctant]? ~ =sinl Z n® !arctan (n'~?), che di-
1 z€(0,1] @ ot
nl=@ 2
verge perché se a > 1 alloran' = < 1 e dunque arctan (nl_a) > = —,
2 nafl

mentrese 0 < o < 1sihan'™ > 1 e dunque per la monotonia dell’arcotangente

™ msinl —
arctan (n'~®) > = e otteniamo n®! che diverge.
(%) = 5 Y 5

n=1
R . o 1 .
. Se f & continua e strettamente positiva, allora g(z) = ) ¢ una funzione
T
ben definita e continua su tutto R"; inoltre, | lﬁm g(z) = +o00, quindi,
|| —00

essendo g continua e coerciva su R", che € un insieme chiuso, avra un punto
di minimo assoluto, ovvero Jzg € R™ tale che g(x) > g(z¢) Vo € R"; ma

flxo)’ siavra f(z) < f(zo), quindi

n ()
sin (e
1+ 22 4+ y? + arctan (1 + y%) —

H(”&Lﬁm 0 e quindi verifica tutte le ipotesi; inoltre,

1
allora, essendo —— = g(x) > g(zg) =
Fay = o) = 9(a0)

o € un punto di massimo assoluto.

Nel nostro caso, f(z,y) € continua e 0 <

1
[ —
T4 +y?



4
sin (671’ ) sin 1
< == O O i d. =
1+a22+y?+arctan(1+95) — 1+ % £(0,0), quindi (IIE?GXW f(@,y)
sin 1

1+

I
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2
L se (z, 0,0
flx,y) = Vatty? (z,9) #(0,0) ¢ chiaramente differenziabile
0 se (z,y) = (0,0)
all’infuori dell’origine; nell’origine la funzione ammette derivate parziali

entrambe identicamente nulle, perché f(x,0) = 0 Vz e f(0,y) = 0 Vy,
h h—0 h k—0 k
inoltre, f & differenziabile (e quindi dotata di derivate direzionali)

dunque lim
h—0

nell’origine in quanto ~ lim

(h,k)—(0,0) Vh? + k2
h2k h2\Vk2
lim lim <
T (k) FTRRVIZ L R2| (=00 | VIE + kR2VRE + B2

<

2 N TE 12
1rn (h HE)VR +E = lim VhAZ+E2=0
(hk)—(0,0) VA% + k2v/h2 + k2 T (k)= (0,0)

x4y
fz,y) = { (‘)”2+y2 <o E y; 7 Eg 8; non ¢ parzialmente derivabile

1
(e dunque neanche differenziabile) nell’origine perché f(z,0) = — e
x

f0,y) = é e dunque ?(O 0) = lim f(,0) - £(0,0) —

h—0 h
= }lllg%) 7= = +00 e analogamente 8—y(0 ,0) = ’15% S R

1
= %m%) i = +00; la funzione non ha neppure le derivate direzionali
—

perché

lim f(th,tk) — £(0,0) ~ lim t(h+k) ~ lim h+k _

t—0+ t t—0+ t3 (h2 +k2)  t—ot+ t2 (h2 + k2)
400 seh+k>0

= —00 seh+k<0 .

0 seh+k=0

log(1+m2+y2)
flx,y) = 2 4y? se (z,y) # (0,0) ¢ parzialmente derivabile
1 se (z,y) = (0,0)
0 f(h,0) — f(0,0
nell’origine: infatti a—f(O 0) = }lllrr%) f(1,0) . 1(0.0)
X —
log(1+h2) 2%h
= lim T — = lim log (1+ A7) — h* = lim 7W72h =
h—0 h ; h—0 h3 h—0  3h?
—2h —2h af
= 1. —_— 1' —_— M 1 —_— =
N @R+ h2) A (14 ) O Analogamente, 5 (0,0)
log(1+k2)
k) — —— -1
= lim w = lim —*——— = 0; la funzione ¢ inoltre
k—0 k k—0 k



differenziabile (e quindi ha derivate direzionali) nell’origine perché

log(1+h2+k?) 1 log(1+p%) 1
lim PR 2 .
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 p—0 p

2_2

Ty z
flo,y,z) = #*+y'+e° se (2,,2) #(0,0,0) ¢ identicamente nulla
0 se (z,y,2) = (0,0,0)

sugli assi cartesiani, quindi possiede tutte le derivate parziali (nulle)
nell’origine; inoltre, & differenziabile (e quindi derivabile in ogni di-
) hk2j2
lim
(hk,5)=(0,0,0) | (h2 + k4 + j6) \/h2 + k2 + 52
Vh2VE /52|
(h2 4+ k4 + jO) /B2 + k2 + 52
\/hQ +k4 +]6\/h2 +k4 +]6\/h2 +k2 +]2|j|

(R% 4+ k4 4 j6) /B2 + k2 + 52

rezione) in quanto

= lim
(h,k,j)—(0,0,0)

< im
(h,k,5)—(0,0,0)

= lim
(h,k,5)—(0,0,0)

il =0

f(x,y) = /|zy| & chiaramente differenziabile fuori dagli assi carte-
siani; sugli assi cartesiani, I'unico punto in cui esistono entrambe le
derivate parziali & Porigine: infatti, f(x,0) =0 = f(y,0) e quindi le
derivate parziali sono entrambe nulle; nei punti del tipo (xg,0) con

0 0
xo # 0 invece, esiste solo —f, anch’essa nulla, poiché —f(xm 0) =

Jy dy
= %g% ? = 0, mentre a(ﬂco,O) =
- h
= lim f(@o, h) — f(20,0) = lim [zoh] non esiste; per simmetria,
h—0 h h—0 h

nei punti (0, o) esiste (nulla) g ma non g—f; anche le derivate di-
x

f(th,tk) — f(0,0)

rezionali esistono solamente nell’origine perché lim
t—0+

t
t? th, tk) —
= lim \/Ty:\/@masezo7£0, lim f(wo + th, tk) f(xo,()):
t—0t t t—0+ t

v/ th)tk / th)k
= lim M = lim M = +00 e per simmetria
t t—0+ t

t—0+
th tk) — f(0
nei punti del tipo (0, o) si ha lim F(th, yo + tk) = 1(0,v0) -

t—0+ t

[|h tk
= w = +o00; nell’origine, tuttavia, la funzione non e dif-

li k| L se h==k
im —=—— =k.
(hk)—(0,0) VRZ + k2 V2

2gin (L
o= { GG w20

di fuori dell’asse y; 'unico punto di quest’asse in cui la funzione am-

ferenziabile perché

¢ chiaramente differenziabile al

7]
mette derivate parziali e 'origine; infatti, —f(O, Yo) =

dy
o f(0,y0 + k) = f(0,90) of _
— ;?L% i’ = 0 Vyg ma o (0,y0) =



= ;llli% h = }Lli% y% sin L che esiste (e vale 0), < yo = 0;

inoltre, la funzione ¢ differenziabile nell’origine, perché
hk? sin (& h|(h? + k2
(h:k)=(0,0) | v/h? + k2 (h.k)=(0,0) v/h? + k2
= " kl)im( : |h|\v/h2 + k2 = 0; infine, negli altri punti f ammette derivate
,k)—(0,0
direzionali solamente in direzione dell’asse y: infatti, se yy # 0 si ha

- th tk)?sin (&
lim f(th,yo +tk) — f(0,%0) ~ lim (yo + tk)?sin (4;)

t—0+ t t—0+
1 0 sek=0
= lim h k)?sin| — ) = .
t—0+ (vo + k) (th) { 3 sek#0
xy? . . .
flx,y) = — 3 Duo essere estesa ad una funzione continua anche
x° +y

 zly? (2° +4)

- 26 + y2

0; la funzione ammette inoltre derivate parziali en-

trambe nulle nell’origine perché f(z,0) =0 = f(0,y), mentre negli

8 4 SCG + 2\ _ 61‘6 4 3
altri punti si ha —f(x,y) - ( V) 5 Y e —f(a:,y) =
or (26 + ) Oy

B 43 (1’6 + y2) — 22y

(a +y?)*

y (1,6 + y2)
(8 +y?)*
625 (ms + y2)2

(a0 +y2)”

4y (1’6 + y2) 2zy

(@0 +y?)? (a6 +y?)*

2|zy| (25 + o2 2
L2yl ( y ) _ 6lzy| “¥200 g

(20 +y?)
prolungata ad una funzione di classe C'* su tutto R2.
2,2

fz,y) = - puo essere anch’essa estesa ad una funzione con-

x4 + y2

nell’origine con f(0,0) = 0, perché |f(z,y)|

_ |x|y2 (wry):;(o’o)

, € sono entrambe continue nell’origine perché

yz (x6 + y2)2
(26 +y2)°

0
L)

< +

6:r6y4 -
(26 +y2)°

(0,0 <

P 0
=% + 625 @300 4 ¢ 8—5(33,3/)

- A|zy| (2% + y?) (2% + 3?)
(26 + y2)?

5

+ +

; quindi, la funzione puo essere

2 (4 2
. y . e (x* +y
tinua nell’origine con f(0,0) = 0, in quanto | f(z,y)| < x(‘l—l—yz) =

s 0,0 . . . L.
= g2 (= y):>( )O; inoltre, essendo nulla lungo gli assi cartesiani, f

0
possiede anche derivate parziali nell’origine; tuttavia, solamente —f

9 2 2 4_|_ 2 —4 5,2
¢ continua nell’origine, infatti f‘ _ |2 (a: L ) 5 it <
Oz (24 +9?)
C2ely? (@4 y?) APy 20l (2 +y?) (2t 4 y?)
(I44+ 922)2 \ (9624 +y?)? T (at +y2)*
4lz| (z* + =+ z )
Hal ( y)(2 V) _ gl ED300 g O _
(1 +32) 9y



3.

4.

B 2332?} ($4 + y2) _ 2-'1721/3
(¢t +¢?)°

e quest’ultima quantita non ¢ continua

428 — 228 1
perché, calcolata lungo la curva y = ;v2, vale % = 5
T

| e se (zy) #(0,0)
TED=00"" w @y = 00

siani e quindi le derivate parziali nell’origine esistono e sono nulle, Vau > 0;

e anch’essa nulla sugli assi carte-

2
la funzione & anche differenziabile (e ha derivate direzionali) per a < 3

infatti > 2 il limit li Wk lcolat 1l
infatti, se a > = il limite im — calcolato sulla
3 (h,k)=(0,0) (RS 4 k2)™ V/h? + k2

h‘4—60¢ 2
curva k = h3, vale |7, che non tende a 0, mentre se o < — allora
204/1 + h* : ) 3
h2k . [l (h%)* (K?)*

lim =

i <

(h,k)=(0,0) | (h® + k2)* VRh2 + k2| (hk)—(0,0) (RS + k2)* Vh2 + k2 —
1 1

1/hz_}_]€2 (h6+k2)5 (h6+k2>2 B

2
< lim = lim 2+ k%) = 0;
= (h,k)—(0,0) (h® + k2)* Vh2 + k2 (h,k)—(0,0) ( )
2
infine, la funzione ammette derivate direzionali nell’origine anche per a € 3 1] ,
f(th,tk) — £(0,0) . t3h%k , t2-2ap?)

erché hm = 1M ——F——F 5 = hm 5 a
P t—0+ t t—0+ t (150 + 12k2)" 5o+ (t1hS + k2)°
esiste finito solamente per a < 1.

(a) f(x,y) = v/x? + y? & chiaramente continua, & dotata di tutte le derivate
U . f(th,tk) — f(0,0) . |tVRh2 + k2
direzionali in quanto lim = lim — =

t—0+ t t—0+

= v/ h? + k2, ma non ha derivate parziali perché f(z,0) = |z| e f(0,y) = |y|
non sono funzioni derivabili.

(b) f(z,y) = Hzy & chiaramente continua, ammette derivate parziali
nulle perché & nulla lungo gli assi, ma non ha le derivate direzionali

f(tha tk) — f(oa 0)

(ad eccezione delle direzioni degli assi) perché lim+ =
t—0

t
I t2xy . s/hk
= lim ¢/ —

t—0t

= lim
t—0+

(c) f(z,y) = V&2 + y? & chiaramente continua nell’origine, ma non am-
mette derivate parziali perché f(z,0) = 23 e f(0,y) = y% non sono
funzioni derivabili in 0, e non possiede derivate direzionali in alcuna

f(th,tk) — £(0,0) t5 VTR _

= 400

direzione perché lim = lim
t—0+ t t—0t t

s/ h? + k2

= lim ¢ AL +00
t—0+ t
xzy
(d) flz,y) =4 =°+v* se (z,y) # (0,0) non ¢ continua nell’origine perché
0 se (z,y) = (0,0)
2 rt 1 x—0

flx,z?) = — 1; lesistenza di derivate parziali e

:x6+w4 2 +1



direzionali di questa funzione & stata gia discussa nel terzo esercizio,

con o = 1.

foy | F e @£ 0.0
’ 0 se (z,y) = (0,0)

con derivate parziali entrambe nulle, perché ¢ nulla lungo gli assi

¢ parzialmente derivabile nell’origine,

cartesiani; non € continua perché f(z,x) = 3 “2% 0 e non ha le derivate
th,tk) — £(0,0 t2hk
direzionali in quanto tl_i)l’é1+ f( ’ )t f( ! ) = tl_i}l’é1+ m =
I hk n
= \im —— = Q.
t—0t+ ¢ (h? + k2)

Floy) = { V2 +y? se (r,y) € R%\A

1 se (z,y) € A ) ove

A ={(z,y) € R? y = 2% = # 0} non & continua, perché non lo & lungo

la parabola A, non ha le derivate parziali perché lungo gli assi vale

rispettivamente |z| e |y|, ma ha tutte le derivate direzionali perché
th,tk) — £(0,0 t|vVh? + k2

lim 1(th, t) — £(0,0) = lim H% = v/h? + k2, dato che per

t—0+ t ) t—0+t o o
t opportunamente piccolo la funzione lungo qualsiasi retta coincide

con \/x2 + 42
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0
1. (a) f(z,y) = 2* +y* — 2*y*: le derivate parziali sono Bif = 2r — 2xy?
x

9]
e 8—f = 2y — 22%y, dunque i punti in cui Vf(z,y) = (0,0) sono dati
x
Co 20 (1—-9?) =0 . .
dalle soluzioni del sistema { 2 (1 2 =0 " dalla prima equazione

si deduce che =0V y ==1: se x =0, dalla seconda ricaviamo
y = 0, mentre se y = £1 si ricava x = 1, quindi i punti critici di
f sono i seguenti: (0,0), (1,1), (1,-1), (=1,1), (=1, —1); per deter-
2
minare la loro natura, studiamo la matrice Hessiana: W(m, y) =
x
0% f *f
=2(1—4° z,y) = —day, —=(z,y) = 2 (1 — z?), dunque
(1=97): g5y & ¥) v: 5z (@ 9) =2(1 - %), dung

H(0,0) = ( g g ), che ¢ chiaramente definita positiva e dunque

il punto (0,0) & un minimo locale, mentre Hy(1,1) = Hf(—1,—-1) =

( _04 —04 ) ha determinante negativo e dunque i punti (1,1) e

(—1,—1) sono due selle; infine Hy(—1,1) = Hy(1,-1) = < 2 3 )
ha anch’essa determinante negativo e quindi anche questi due sono
punti di sella.

(b) flz,y) = 2%y +ay® —zy — 2®y*: Vf(r,y) = 20y +y* —y — 2297,
z® + 2zy — x — 22%y) = (y(y — 1)(1 — 22), 2(z — 1)(1 — 2y)) e dunque

11
i punti critici sono (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) e <2 > La matrice
o —2y(y —1) (1-22)2y —1) _
Hessiana e ( (1—22)(2y — 1) oz —1) , quindi H¢(0,0) =

:[1]@(1,1):(01 _01 ),Hf(O,l) Hy(1,0) = (1 0)

11 1 11
Hy (27 2) = ( (2) g ); dunque, il punto (27 2) ¢ di minimo lo-

cale, mentre gli altri non sono né massimi né minimi.
20 2 2 2
() flay) =7~ ) —da® —y? + 20y® + 20y — 2%y, V(r,y) =

= (x2 — 8z + 2y 4 2y — 2zy, —2y° — 2y + day + 22 — xz), quindi i punti
stazionari di f sono le soluzioni del sistema

2?2 — 8z +2y? +2y — 22y =0

2% — 2y +4ay + 22— 22 =0
ottiene che 2zy — 6z =0 = 2 = 0V y = 3; se x = 0 sostituendo nella
prima equazione si ottiene 2y° + 2y =0=y=0Vy=—1;se y =3

. Sommando le due equazioni si



si ottiene invece che 2% — 142 +24=0=2=12V2 =2; i punti

stazionari di f sono dunque (0,0), (0,—1), (12,3) e (2, 3); Studiamo
20 —8 -2y 4dy+2-—2x

dy+2—-22x —4y—-2+4x )

dunque nei punti critici otteniamo H(0,0) = ( _28 _22 >,Hf(0,1) =

-6 -2 10 —-10 —10 10
(_2 _ ),Hf(12,3)< 10 34 )er(Q,?))( 10 _6

quindi (0,0) & un punto di massimo, (12,3) & un punto di minimo e
(0,1) e (2,3) sono punti di sella.

flay) = (e +y) (y+1)% Viz,y) = ((y +1)%, (y +1)(2x + 3y+

orala matrice hessiana di f: Hy(x,y) =

0 2(y+1)
1 = = —]: —
1)) = (0,0) &y =—1; Hy(,9) (2(y+1) 20 +3y+1+3(y+1)
0 0 N . . ..
e dunque Hy(z,—1) = 0 2 —2 ) ¢ semidefinita e quindi non

sappiamo ancora di che tipo sono questi punti critici; per saperlo, stu-
diamo il segno della funzione: f(x,y) >0 < x > —y, quindi i punti
(x,—1) con x > 1 si trovano all’interno della regione in cui f & posi-

tiva ma f(x, —1) = 0 quindi sono dei minimi locali; analogamente, se

x < 1, per ognuno di questi punti ¢’¢ un intorno in cui la funzione &
negativa e quindi sono dei minimi; infine, (1, —1) & una sella perché
intorno ad esso ci sono sia punti in cui f € negativa sia punti in cui

¢ positiva.

f(x,y) — 2ty y2€y+2z2: Vf(ar,y) _ (41,3 + 4$y26y+2x2,y(2 + y)ey+212),
quindi i punti stazionari di f sono le soluzioni del sistema

{ 423 + day2evt2” =

; dalla prima equazione si ricava che x = 0
y(2 +y)er " =0 prima e

e dalla seconda che y =0V y = —2. Studiamo ora la matrice hes-
siana di f: Hy(x,y) =
1222 + 4y%(1 + 4a?)ev+2e” Az (2y + y?)ev T2’
4x(2y + y2)6y+212 (2 + 2y)6y+2z2 + (2y + y2)ey+2m2 s
o 0 0 16672 0 -
quindi H#(0,0) = ( 0 2 ) e H(0,—-2) = ( 0 _9p-2 ),qumdl

(0,—2) & un punto di sella ma non abbiamo sul punto (0,0); noti-
amo per che si ha f(z,y) = z* + y26y"’2$2 >0=f(0,0) V(z,y) € R?
e quindi (0,0) & un punto di minimo.

f(z,y) = 2> —2%cosy: Vf(x,y) = (3:02 — 2z cosy, &2 sin y), che si
2 2
annulla nei punti del tipo (0, y), <3, 2k7r> e < ,(2k+1) 7r>, Hy(z,y) =

6x —2cosy 2zsiny (20
( 2z siny 22 cosy ),dunQuer <3 2k7r> = ( 0 % )epermo

2
i punti del tipo 3 2km ) sono dei minimi, mentre

2 —2 e - .
Hy (—3, (2k + 1)71-) = ( 0 7()& e quindi i punti di questo tipo
9
sono dei massimi locali. Tuttavia, sui punti dell’asse y la matrice



—2cosy 0

0 0
da informazioni; cerchiamo di capire la natura di questi punti crit-
ici studiando il segno della nostra funzione: f(z,y) >0 < x > cosy;

Hessiana H¢(0,y) = ( ¢ semidefinita e quindi non ci

1 1
dunque, i punti del tipo (0,y) con (2k - 2) T<y < (Qk: + 2) T

sono dei massimi locali, perché f(0,y) =0 ma in ognuno di questi
punti ¢’ un intorno in cui la funzione assume valori negativi; analoga-

. . 1 3 C .
mente, i punti con | 2k + 3 T<y<|2k+ 3 7 sono minimi locali
perché intorno ad ognuno di questi punti la funzione ha valori pos-

1
itivi, ed infine i punti del tipo (O, (k + 2) 7T> sono punti di sella

perché intorno a ciascuno di questi punti la funzione assume sia val-

ori positivi che negativi.

flz,y,2) =2 + > + 22 — 2% + 2% Vf(z,y,2) = (2:r — 229 + 4a®,

2y — 222y, 2z), pertanto i punti stazionari di f sono le soluzioni del
20 — 2zy? 4+ 42° =0

sistema, 2y — 222y =0 : dalla terza equazione ricaviamo
22=0

che z = 0; dalla seconda otteniamo y =0V x = +1; se y =0 dalla

prima equazione si ricava 2z + 423 =0 = x = 0; se x = +1 abbi-

amo 6 — 2y* = 0 = y = £V/3, dunque i punti stazionari sono (0, 0, 0),

(il, V3, O), (il, —V/3, 0). Studiamo ora la matrice hessiana di f:

2-2y2+12x —4dxy O
Hy(z,y,2) = —4xy 2—22% 0 |, quindi H¢(0,0,0) =
0 0 2
2 00
=1 0 2 0 | ¢ una matrice definita positiva e dunque (0,0,0) &
0 0 2
un punto di minimo locale per f; Hy (1, +v/3, O) =
8 F4V/3 0 —-16  +4v3 0
—| F4V3 0 0 |eH[(-1,+V3,00=| £4V3 2 0
0 0 2 0 0 2

hanno autovalori 2, 12 e —4 e quindi (:I:l, +4/3, O) sono punti di sella.
f(z,y,2) = cos(zyz): Vf(z,y,z) = (—yzsin(xyz), —zzsin(zyz),
xzsin(zyz)) = (0,0,0) < zyz = km; per classificare questi punti stazionari
non sono necessari ulteriori calcoli: e sufficiente notare che la funzione
assume valori tra —1 e 1 e dunque i punti critici appartenenti alla
regione {(z,y,2) € R®, zyz = 2kr}, essendo tali che f(z,y,z) =1,
saranno necessariamente dei punti di massimo, mentre i punti tali

che zyz = (2k + 1)7 sono dei minimi, perché la funzione in quei punti

vale —1.

f(z,y) = z* — 2% + y? & definita su tutto R?: notiamo che f(0,y) = +oc0
e quindi sup f(z,y) = +oo; inoltre, f & inferiormente limitata
(z,y)ER?
1

2
1 1
perché z* — 22 + % = <x2 — 2) +y? — 1 > i cerchiamo gli even-



tuali punti di minimo tra i punti stazionari della nostra funzione:

2
Vi(x,y) = (4963 — 2z, 2y), quindi i tre punti critici sono (0, 0), i, 0)

2
2 2 1
e (—{,O): essendo f(0,0)=0 e f (i\g,()) =71 possiamo
lud h inf B - i ) =
concludere che (m,g)leﬂv flz,y) (17131;1)1ng f(@,y)
V2 1
= +—,0] =—-.
/ ( 27 4
1 N . . .
flz,y) = ¢ una funzione strettamente positiva, perché

x?2+2x4+y*+3
1
non si annulla in alcun punto e f(0,0) = = > 0; inoltre

lim  f(x,y) =0,quindi inf f(z,y) = 0edunque (per quanto
Il (z,9) =00 (z,y)eR?

dimostrato nell’ultimo esercizio del settimo tutorato) la funzione am-
mettera sicuramente almeno un punto di massimo, che sara tra i suoi

22+ 2
(22 + 2z +y* +3)%

)

punti critici, ma essendo Vf(x,y) = <

49
(22 + 2z + y* + 3)°

proprio 'unico punto di massimo assoluto di f, quindi sup f(z,y) =
(z,y)€R?

> nullo solamente nel punto (—1,0), questo sara

1
= = f(=1,0) = =.
(max f(@,y) = f(-1,0)= 3

f(x,y) = coszsiny: Ricordiamo la formula dello sviluppo di Taylor
al secondo ordine nel punto (0,0): f(x,y) = f(0,0) +(V£(0,0), (z,y))+

1
+§<Hf(0, 0)(z,y), (z,y)) + o (2* + y*); calcoliamo dunque le derivate

0
prime e seconde della nostra funzione: 8—f (z,y) = —sinzsiny, B0 (z,y) =
x
2 82

=cosxcosy, —=(z,y) = —cosxsiny, ——(x,y) = —sinx cosy

) Ox2 ) ) 8$8y ) )
*f . . o
W(m, y) = —cosxsiny: calcolando queste derivate nell’origine, si

Y

0
0 0
HOD e +50( 0 0 )@ (D ) rol i) =

+o (2* + ).

1 2y
=log (1 %): =

ha Vf(0,0) = (0,1) e H¢(0,0) = ( 0 >, quindi cos(z) sin(y) = 0+

1 2y
T (taty?)? T Uta+y?)? Lo
Hf(CE, y) = 2y 2(1+z+y2)—4y2 ) qulndl lOg (1 +z+ y2) =
- (raty?)? (+aty?)’

— (04 gten (305 ) (0 hrolt e —any



+y2 + 0 (2% + 7).

oy’
4. flz,y) =< z+2 °° (z,y) # (0,0) : essendo la funzione nulla lungo gli
0 y) = (0,0)

se (z, (0,0
. L . of of . C e
assi cartesiani, si avra a—x(O, 0)=0= a—y(O, 0), mentre nei punti diversi
yS (3)4 + y2) _ 4x4y3 af

= (z,y) =

of
dall’origi i ha == =
all’origine si ha &T(ﬂ?,y) (x4+y2)2 ¢ y
B 3xy? (x4 + yQ) — 2xy?

, che sono entrambe continue nell’origine, perché

(a4 +y?)°
’Qf(x ol = v et 4y?) ety P (et y?) ety
2 (@ +y2)? (@' +y2)? (@t 4y T
@t y?) (@ ry?) Ayl (e y?) 51yl V309 ¢
a (@t +y2)? (at +y?)?
g(w ol = 3wy? (z* + y?) — 2xy* 3|a:|y (z* +9?) 2|z |y*
0y (et +y?)° (z‘“ry )? (¢t +¢?)”
] (=* + ) (o +y ), 2l (@ y2) _ 52 ®P39 0, dunque,
(! +y2)° (= +9?)
f e CHR*R).
Facciamo vedere ora che f non & di classe C? su tutto R?: se per assurdo lo
fosse, per il lemma di Schwartz dovrebbe essere %%(m, y) = %?(m, Y)
9]
Y(z,y) € R?, e quindi in particolare anche nell’origine; invece, B 8—5(0, 0) =
55,0 = 3£(0,0 0,9) — 2£(0,0
may( ) ay( ):Om ga—f(OO) lim ( v = 50, ):
z—0 T y Oz y—)O y
Y
:E2y3
5 f(z,y)=q =*+v" se (z,y) # (0,0) ¢ chiaramente differenziabile al di
0 se (z,y) = (0,0)

fuori dell’origine, quindi ci limiteremo a studiarne il comportamento nell’origine:

2,3
T Vaty/y
la funzione ¢ continua perché | — 4 7 |y| 7 <
Tt +y zt 4+ gyt
zt 4+ yty/xt , 0,0) . . .
|y|\/ Tyttt yt = |y| (= y):>( ) 0; inoltre, ammette derivate parziali

zt +yt
entrambe nulle perché lungo gli assi € identicamente nulla, e ammette an-

th,tk) — £(0,0
che derivate direzionali perché lim f(th, tk) — 1(0,0) =

5793 913 t—0+t t
= lim Enk Wk ; tuttavia, la funzione non ¢ differenziabile
ot 87 (@t y) T R R
h, k - h, k
perché lim f(h, k) = f(0,0) = (VF(0,0), (h, k)) _
(k)00 N
h2Ef

= lim
(h,k)—=(0,0) (h* + k%) v/h? + k2

non esiste, in quanto lungo gli assi tale



1
quantita vale 0, ma se h = k vale ——=.

2V2
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y
1. SiaG(y, z) = / tan (%) dt e siay(z) = (cos z,sinz): notiamo che f(z) =

= G(vy(x)), durfque f(x) = (VG(y(x)),5(x)); inoltre, per il teorema fon-
damentale del calcolo integrale, si ha VG(y, z) = (tan (y2)) ,— (tan (22))
e quindi f'(z) = ((tan (cos®z) , — tan (sin*z)) , (— sinz, cos z)) =

= (— sin x tan (0052 :z;) — cosz tan (sin2 :v))

3
Yy

2. SiaG(y, z) = /2 e*ZGtzdt, esiay(z) = (x,x): notiamo che f(x) = G(y(x)),
y
—25¢2

dunque f'(z) = (VG (y(2)), 4(z)) = ?}—j(x,x) + %(m,az); inoltre, %e =

= 6225 =" esiste per ogni ¢ fissato e, per z € [zg — 0, 20 + d], si ha

y® +o0

/ —6t225%e =" dt| < 6(]z0 + (5|)5/ t2e=(120=9D° g < 400, dunque
y

2 — 00

sono soddisfatte le ipotesi per portare la derivazione sgtto il segno di inte-
grale e percio VG(y, z) = <3y2626y6 — 234(2726?’47 /j 6t225626t2dt> e
quindi f'(z) = ’
= 322" _2ze " 6x5/

z

3
267" 1.

T

2
1 2 2 t2 2 2 t2

3. f(z,y) :/ e (&) g1 fissato t, la funzione e (#H) & di classe

0
C', e dunque, essendo lintervallo di integrazione limitato, & possibile

o 1
derivare sotto segno di integrale, quindi of :/ —ot2ze= () gt o
0

1 1
? = / 72t2y6_(m2+y2)t2dt, dunque Vf = (2:17/ t26_(m2+y2)t2dt,
Y 0 0

1
—2y / t2e= (@497 dt) ; il gradiente si annulla solamente nel punto (0, 0),
0

1 2 2\,.2
perché / 26~ (@ +07)¢ gy & I'integrale di una funzione non negativa, con-

0
tinua e non identicamente nulla e quindi non ¢ mai nullo; notiamo inoltre
1 1
che e~ (e7+9°)¥” < ledunque f(x,y) = / e (@) gy < / 1dt =1 = f(0,0),
0

quindi l'origine ¢ un punto di massimo assoluto per la funzione, e dunque
& anche di massimo locale.

4. f(t) = /O+°° e sin(tz)dz.



(a)

(c)

2 2
Fissato x, la funzione t — e~ sin(tx) ¢ continua; inoltre, |e ™ Sin(tx)’ <

+oo
< e e / e < 400, dunque c¢’¢ equidominatezza e quindi,
0
per il teorema di continuita sotto integrale, si ha che f € C(R).

2 . . . .
¥ cos(tx) & una funzione continua in ¢; inoltre

a@
+oo

‘xe*wz cos(tx)} < \x|e*‘”2 e/ |x|e™

—’ sin(tx) = ze~

2
" < 400, dunque c’¢ equidom-

inatezza e quindi, per il teorema di derivazione sotto integrale, si ha
che f € C*(R).
Per quanto visto in precedenza, sono soddisfatte tutte le ipotesi nec-
essarie per derivare sotto il segno di integrale, dunque f’(t) =
+oo

= / ze= cos(tz)dz; integrando per parti, si ottiene

0
—+o0

cos(tx)] -

0

7{1/\2

i) = /(:OO ze™™ cos(tz)ds = [_e

oo e 1t [t 1ot
—/0 c 5 tsin(tx)de = 3 5/0 e sin(tz)dr = 3 §f(t)

+oo _—zx —tx
& — €
= —dx.
O x

+oo 1— ez(lft)
Notiamo innanzi tutto che f(t) = e *—————dx, dunque
0 X
I'integranda non ha un asintoto nell’origine per nessun valore di ¢, in
_ ea:(lft)

r =t — 1, quindi la convergenza dell’integrale

quanto lim e~
x—0 x€X
dipendera solamente dal comportamento all’infinito dell’integranda:
sicuramente per t < 0 la funzione non e definita perché
e~ % — e—ta:
lim ——dx = —o0, se t > 0 l'integrale converge perche ha
r——+o0 X

+oo
lo stesso comportamento di / e dx e in t = 0 l'integrale
0

oo e g o dr
/ ———dx si comporta come / —— e dunque diverge;
0 X X

quindi, I'insieme di definizione di f & (0, 4+00).

Innanzi tutto, f & continua perché se t € [1,+00), allora |f(¢)| <

+o0 e —_e T
<
0 X

puo applicare il teorema di continuita sotto integrale. Inoltre,
a e % — e—tm

ot x

—+o0
/ e~ dy
0

oo —tg 7 to©
r= [ et = [ )

t 1o t

—T

dr < 400 e dunque c’e equidominatezza e si

t

= e ' e quindi per t € [, +00) abbiamo che

“+oo
S/ ‘e_m|da: < 400, quindi la funzione ¢ C* e
0

¢ ¢
f(t) :/1 f'(s)ds — f(1) :/1 % =logt, perché f(1) =



—+o0
= / Odx = 0.
0

6. Innanzi tutto, notiamo che in tutti i casi la funzione f & continua e I'insieme
A & compatto, dunque esisteranno sempre sia il massimo che il minimo.

(a) fl@,y)=z—y, A={(z,y) € R? 22 4 9% = 2}; usiamo il metodo dei
1= X\(2z)
moltiplicatori di Lagrange: —1=A(2y) ; sommando le prime
22 4+9y2-2=0
due equazioni, abbiamo che 2A(x +y) =0, ma A non puo essere
uguale a 0, altrimenti la prima equazione del sistema darebbe 1 = 0,
dunque deve essere x = —y: sostituendo questo all’interno della terza
equazione, abbiamo che 22% =2 < z = 41, quindi i due possibili
punti di massimo/minimo sono (1,—1) e (=1, 1); poiché f(1,—1) =2

e f(—1,1) = —2, possiamo concludere che (mz)%fo(x,y) =2e

T,Yy)€
( m%nA f(z,y) = —2. (Alternativamente, si poteva procedere notando
z,y)E

che A= {(v2cost,\/2sint),t € [0,27)} e studiare il massimo e il
minimo della funzione f(v/2cost, v2sint) per t € [0, 27)).
1
(b) flz,y) = m: questa volta, I'insieme A = {(m,y) e R? y—
—z? = 0,0<z < 2} non coincide esattamente con 1’insieme di livello
di una funzione, ma presenta anche due punti di bordo che andranno

studiati separatamente: per quanto riguarda invece i punti all’interno

ey = 2
del vincolo, per i moltiplicatori di Lagrange si ha —m =A ;
y—x2=0
3= —2ux
posto u = A(y — 3z + 3)27 il sistema diventa —1=upu : SOS-
y—x2=0
tituendo il valore di 4 = —1 nella prima equazione, troviamo z = —:

39
i tre possibili punti di massimo/minimo sono dunque (2, 4) eidue
1
punti di bordo (0,0) e (2,4), ma essendo f(0,0) = 3’ f(2,4) =1,
4
-3

39 4 ) 39
f (2, 4> =3 concludiamo che (;,r;?égAf(x,y) =f (2’ 4)

( m%nA = f(0,0) = 3 (Alternativamente, si poteva studiare il mas-
z,Y)E
simo e il minimo della funzione f (z,2?) per z € [0,2]).

(¢) f(x,y) = 2® — 3z + y*: stavolta, oltre al solito vincolo, I'insieme A =
{(z, y) € R? 42 +9° < 9} contiene anche punti interni, quindi bisognera
studiare anche gli eventuali massimi e minimi all’interno dell’insieme:

Vf = (3z% — 3,2y) si annulla nei punti (—1,0) e (1,0), dove la fun-
zione vale rispettivamente 2 e —2; cerchiamo ora altri eventuali punti
di massimo o minimo sul bordo di A risolvendo il sistema:



322 —3=8)\z
2y = 2\y ; dalla seconda equazione siricavachey =0V A =
422 +y2 -9=0
3
=1: se y =0, dall’equazione del vincolo otteniamo che =z = 3 e

3 9
f (i70) = ig; se invece A\ = 1 otteniamo 3z — 3 = 8z, cioé x = 3V

2

Vo = fgz per z =3 non ci sono punti sull’insieme A, mentre se
1 VT 1 V77 259

T = -3 otteniamo y = iT ef <—3, :5:3) = W; riassumendo,

1 V77 259
(ﬁrg?gAf(%y) f( 33 ) o7 e(;r;;relAf(x,y) f(1,0)
(d) flz,y,2) =ay®2®, A= {(2,9,2) eR*, 2 >0,y > 0,2> 0,z +y+2z=1}:
notiamo innanzi tutto che la funzione e strettamente positiva all’interno
di A ed e nulla sul bordo, dunque min Af(:c,y,z) = f(z,y,0) = f(z,0,2) =

(z,y,2)€
= f(0,y, z) = 0; cerchiamo ora il massimo della funzione sul vincolo:
Y223 =
3 _
:2;;:1;;2:2__)\)\ ; eguagliando le prime due equazioni, e sapendo

r+y+2—-1=0
che y # 0 # z, otteniamo che y = 2z, facendo la stessa cosa con la
prima e la terza invece abbiamo z = 3z, e sostituendo nel vincolo

111 q .
—,—,— | deve essere necessari-
63 2

amente il punto di massimo della funzione sull’insieme A e dunque

111 1
(xgljfeAf(%yaZ) _f<6’3’2> = 132

1
troviamo x = 6; dunque, il punto (

7. T punti dell’ellissoide 222 — 4z 4+ y* + 22 + 1 = 0 che distano meno dall’origine
sono i punti della superficie di livello 222 — 4z + y? + 22 +1 =0 in cui
la funzione distanza dall’origine +/x2 + y2 + 22 assume valore minimo,
dunque ’esercizio consiste nella ricerca di punti di minimo vincolati; no-
tiamo infine che una funzione f non negativa raggiunte il suo minimo
valore in un punto se e solo se raggiunge il minimo anche la funzione
\/f , dunque per semplicita di calcolo studieremo il minimo della funzione
f(x,y,2) = 2* +y* + 2% sull’insieme 22% — 42 4+ y? + 22 +1 =0. Utiliz-
zando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, dobbiamo risolvere il sis-

2x = N4z — 4)
2y = M2y) _ o
tema 22 — A(22) : dalla seconda e terza equazione si

202 —dx +y? +22+1=0
ricava che A = 1, oppure y = 0 = z; se A = 1, dalla prima equazione si ri-
caverebbe z = 2, ma nell’ultima si avrebbe y? 4+ 2% + 1 = 0, quindi deve es-
sere necessariamente y = 0 = z, cioé nell’ultima equazione 222 — 4z + 1 =

2++/2 2 2
=0&sz= f;nelpunto( +2f

,0,0) la funzione f(x,y, z) = x?+



2+ 3 2—v2
+y? + 22 vale ( > =5 + /2, mentre in (f,0,0> vale
2 -2 3
=5 V2 dunque, il punto di quell’ellissoide che dista meno

2
P
dall’origine & (2\[ 0 o)
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 11 (12 DICEMBRE 2008)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI, MASSIMI E MINIMI VINCOLATI

R R R s

t (t)

=z 1 d

:/dsw(izz/ —SE:télog|:v(t)|710g3:4t¢$(t):
3 X

= et tlos3 — 364 (F stato scelto il segno positivo di z(t) per rispettare

le condizioni iniziali.)

& =1+ 22 . 2 /t i(s) /t
=g(t)=1 t) = ———ds = ds =
{m(O)zO () = 1+27(t) y 25 -1 f, "
z(t) dx
= / —— =t = arctant — arctan 0 = ¢t = z(t) = tan(t+
0 T4 + 1
+ arctan 0) = tant.
& —to =27
z(0) =1
+a(t)z(t) = b(t), dove in questo caso a(t) = —t e b(t) = 2t3; dunque
la soluzione sara data da x(t) = e~ Jo —sds (x(0)+

LR 2 L, s2 2
Jr/ 2s3edo “d“ds> =ez <1 +2/ s3e2d5) =e? (1+
0 0

27t t 52 12 .2 2
+2 [—526_7} + 4/ se‘?ds) =ez (—2t2€_% —de™T + 5) =
0

: questa equazione appartiene a quelle del tipo @(t)+

0
+2
=5e7 —2t* — 4.
(d) { i(—(l)—)a:_zosmt : applichiamo lo stesso metodo del punto prece-

dente, e in questo caso a(t) =1 e b(t) =sint: z(t) =

t t
p— t . S p— .
= Jods (/ sin seo d“ds) =e ! (/ e’ smsds) =
0 . 0

0

t ¢
+/ e’ sin sds :>2/ eSsinsds =1+ e'sint — e’ cost = z(t) =
0 0

t(1+etsintetcost) e' +sint — cost
=e - .
2 2

i=2xt3  [*0 dx b, tt
(e) { 2(0) = 1 /1 ?_/o 2s ds:>10g|x(t)|—log1—5$

= z(t) = ¢7. (Anche in questo caso ¢ stato scelto il segno positivo
per rispettare le condizioni iniziali)

(0) i = t2z* ./I(t)dw/tszdsi 1 Jrifﬁ,li
z(l)=2"J; a* ) 30(t) 24 3 3



N 1 _178153+8:> (1) = 2
207 8 s
L, tx

() { i(a)scze 0" la condizione iniziale & un punto di equilibrio per il

sistema, dunque la soluzione ¢ z(t) =0

ti + x = t222
(1) {

. effettuando il cambio di variabile y(t) = tx(t) il

z(1)=1
Y a2 y(t) g ¢ 1
sistemadiventa{ y=y : / —ZQJ:/ ds=1— —=t—
X y(1) =1 LY 1 y(t)
—1 )= —— )= —0\.
Zyt) =g =)=5—5
T = -2z
(i) ¢ @(0) = =1 : effettuando il cambio di variabile y(t) = @(t) otteni-
z(0) =1
: (t)
y=—2y /y dy —2t
amo : — =-=2t=1lo =-2=>y=—e 7,
ove il segno meno ¢ stato scelto per via dei dati iniziali: inserendo
P
questi valori nel sistema iniziale abbiamo { i (a) _61 , € dunque

e*Qt

T

DO =

¢
z(t)=1 f/ e %ds =
0

Y — «
2. { i(a) ‘fl g | se« > 1, la funzione |z|® & localmente lipschitziana su tutto

R e quindi per il teorema di Picard la soluzione e unica; inoltre, la con-
dizione iniziale ¢ un punto di equilibrio per il sistema e quindi la soluzione
e x(t) = 0.

Se invece 0 < a < 1, possiamo cercare un’altra soluzione con il metodo di

dr ; lz(t)[ w(t)

o |z l—a |z(t)|
= a(t)z(t)] 7 =t(1 —a) = [e(@t)]' = (1 - a)|t| = z(t) =
+((1 - a)\t|)ﬁ: abbiamo dunque trovato altre due soluzioni del prob-

lema di Cauchy: in realta, una soluzione del problema ¢ data anche dalla
1

(1—a)(t1 —t)T= set<t

funzione z(t) = ¢ 0 set; <t <ty Vit; <0<ty dunque
(L—a)(t—t2))Ta set >t

per a € (0,1) ci sono infinite soluzioni.

z(t)
separazione delle variabili: /

2

3. f(z,y) = / e’ dt: cerchiamo massimi e minimi sul vincolo > +y2=1
(L‘2

usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange: essendo V f(x,y) =

s X —2ze®" =2\
= (—23:6” , 2yeY ), il sistema da risolvere & 2yey4 =2\y ; dalla
> +y?—1=0
prima equazione ricaviamo che o z = 0 oppure A\ = —ez4, mentre dalla

seconda abbiamo y = 0 o eV = A; se z = 0, dal vincolo otteniamo y = +1,

1 0
mentre se y = 0 abbiamo z = +1, e f(0,£1) = / e’ dt = —/ e’ dt =
0 1



= f(:l:l’ 0)’ se invece x 7& 0 7é Y, si ha _614 == €y47 cioe €m4 + €y4 = Oa

1
che ¢ assurdo; dunque, (mafo(x,y) = / e’ dt e ( minAf(x,y) =
0 ,

z,y Y)E
1 2
= f/ et dt.
0

. fryy,2)=x+y+ 2 Vf(z,y) = (1,1,1), dunque non ci sono punti stazionari
all’interno di A la funzione sara nulla; cerchiamo ora gli estremi della fun-

1=2X\z
. .. 1=2\y .
zione sul bordo del nostro insieme: 1—o\- ; notiamo che

2 +y?+22-1=0
sicuramente \ # 0, perché altrimenti si avrebbe 1 =0, dunque abbiamo

che r =y = z = —, quindi, sostituendo questi valori nel vincolo, otteni-

1 1 1 1 1 1
amo 3z2 =1 i punti ——,— ] e | ——,———=,——=]: essendo
P (ﬁ V3 \/3) ( V3 V3 \/§>
1 1 1
+— +— +— | = +V6, concludiamo che max z,y,2) =6
f( V3 V3 \/§> e PR
e minAf(x,y,z)z—\/é.

(z,y,2)€

1
NTF - Tolleo = sup [Tf(x) - TF)| = sup / ey f(y)dy—

z€[0,1] z€[0,1]

1 5 o 1 2,2
,/ e yg(y)dy‘ = sup / e "V y(f(y) g(y))dy‘ =
0 0

z€]0,1]

< sup / eV y|(F(y) — 9(w)ldy < sup / yl(f () — 9())ldy <

z€(0,1] x€(0,1]

< ( sup (/00 —g<y>>|> ( var) = m I~ olloc = 1 — gllc, dumaue

z€[0,1
T ¢ una contrazione.
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 12 (12 DICEMBRE 2008)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI, RIPASSO

1. (a) @ —4x = 0: il polinomio caratteristico associato all’equazione &
P()\) = \* — 4, che ha come radici £v/2 e £v/2i, dunque Uintegrale

generale dell’equazione & x(t) = cle‘/§’5 + 026_ﬁt + c3 cos (\/515) +
+cy4 sin (\/it) .

=AM XN -2 —1= (-1 (AP -2a+1) =
=\-1)° (A* 4+ A+ 1), che ha come radici 1 (con molteplicita alge-

—1£v3i
brica 3) e #, quindi l'integrale generale sara z(t) = e’ (¢;+

+cot + 03t2) + e~ 2 <C4 cos <\é§t> + c5sin <\g§t> ) .

(¢) & — 24 — 3z = €?': il polinomio caratteristico dell’equazione omoge-
nea associata & A> — 2\ — 3 = (A + 1)(\ — 3), dunque I'integrale gen-
erale dell’omogenea associata ¢ P(\) = ¢; e3 + coe!; a questo punto,
cerchiamo una soluzione particolare usando il metodo simpatia, cioe
la cerchiamo del tipo ae?’: z(t) = ae® = &(t) — 2i(t) — 3x(t) =

= —6ae?!, dunque si ha una soluzione particolare per a = 76; I’integrale

2t
. ., e

enerale sard dunque z(¢) = ¢1e3 + coe ™t — —.
6

(d) @ —23 — 4@ + 8z =4t: P(\) =\ =2\ — 4\ +8 =
=(N-49)A-2)=(- 2) (A + 2), quindi 'omogenea associata ha

come integrale generale e?*(c; + cot) + cze™%; cerchiamo ora una

soluzione simile al termine forzante, cioe del tipo z(t) = at + b: = (t)—

1 1
—24(t) — 4a(t) + 8x(t) = 8at + 8 —4da =4t & a = 2 b= 7 dunque

t 1
I'integrale generale & x(t) = e*(c; + cat) + cze™ 2 + 3 + 7
r—t=0
#(0) = 2 5 .
2. (a) #(0) = 0 P(X) = X — A, che ha per radici 0 e £1, dunque
z(0) =3

I'integrale generale & (t) = ¢; €' 4 coet + ¢3; imponiamo ora le con-

dizioni iniziali: essendo #(t) = cie’ — coe™" e i(t) = cre’ + coe”t
Z(0)=c1 +co =2

avrd ¢ #(0)=c1 —c2 =0 , che ha per soluzione (c1, ca,c3) =
2(0)=c1+co+c3=3

= (1,1,1), dunque la soluzione & z(t) = e’ + e~ + 1.

, s



x —|—29'é—|—x=0

z (0
Z(0
(0
z(0) =
=(A— ) A+ i)2, dunque ci sono radici complesse multiple e percio
I'integrale generale sara ¢y sint + cot sint + c3 cost + ¢4t cos t; imponi-
amo ora le condizioni iniziali:
2 (0) = [(—e1 — 3eq) cosx — catcost + (c3 — 3ea) sint + et sint]i—g = —c1 — 3¢y =1
Z(0) = [(—c1 — 2¢4) sint — cotsint + (2¢2 — ¢3) cost — cqt costli—g = 2cg — ¢35 =1
#(0) = [(c1 + cq) cost + cat cost + (ca — ¢3) sint — eyt sint]—g = ¢1 + ¢4 =1
x(0) = [c1sint + catsint + ¢z cost + cat cost]i—g = c3 =1
le soluzioni di questo sistema sono (c1, ¢2, ¢3,¢4) = (2,1,1, —1), dunque
la soluzione del sistema & z(t) = (2 +¢)sint + (1 — t) cost.

\_/

L P =X 2241 = (A2 +1)° =

1
1
1

==

T+ 4x =sint
i(0)=—2 : P(\) = A2 +4 = (A +2i) (A — 2i), dunque I'integrale
z(0) =3

generale dell’omogenea associata ¢ ¢ sin(2t) + ¢g cos(2t); cerchiamo
una soluzione particolare col metodo simpatia: z(t) = acost + bsint =

1
Z(t) +4x(t) = 3acost + 3bsint =sint < a =0,b = 3 dunque 'integrale

t
generale dell’equazione & c; cos(2t) + cosin(2t) + %; imponiamo

ora le condizioni iniziali:

@(0) = [—2cy sin(2t) + 2c; cos(2t) + COSt]t 0 =202+ i=-2 .
z(0) = [cl cos(2t) + co sin(2t) + b‘“t] =c = % €
L . 3 1
soluzioni di questa equazione sono (ci,c2) 33 ) , dunque la
3 in(2t i
soluzione ¢ z(t) = 3 cos(2t) — sm; ) + ST

T -3t +3c—x=¢

#(0) =1 _ VN
#(0) =3 :PA) =X =32 +31—-1=(A—-1)7, dunque
z(0) =2

'omogenea associata ha come soluzione e (c1 + cot + c3t?); cerchi-
amo ora una soluzione particolare con il metodo simpatia, facendo
pero attenzione al fatto che il termine forzante & soluzione anche
dell’lomogenea associata, quindi dovremo cercare una soluzione del
tipo x(t) = at®e’: si ha 7 (t) — 3i(t) + 3&(t) — 2(t) = 6ae’, dunque

una soluzione particolare si ha per a = 5 e lintegrale generale e

et (01 + cot + 03t2 + t63>, imponiamo infine le condizioni iniziali:
#(0) = [¢t ((e1 + e +2¢5) + (e + 25 + 1)t + (e + §) 2 + %)LZO =i+t =1
(0) = [et ((cl +c2) + (c2 +2c3)t + (c3 + 3) 82+ %)LZO =c1+c=3
z(0) = [et (cl + cot + c3t® + %)L:O =c; =2

le soluzioni di questo sistema sono (c1, ¢c2,¢3) = (2,1,—1) e quindi la

3
soluzione & ¢! (2 +t—12+ 6)'



3. ¥ —x = e~ !; cerchiamo innanzi tutto tutte le soluzioni di questa equazione,

poi imporremo le condizioni: il polinomio caratteristico dell’equazione &

—1+V3i
A% — 1, che ha come radici 1 e 7\[, dunque 'omogenea associata

2
] 3t 3t
ha come soluzioni cje’ + e 2 <01 cos (g) + co sin (g) >§ cerchi-

amo una soluzione particolare del tipo z(t) = ae™": si ha @ —2 = —2ae™?,

—t
dunque una soluzione particolare ¢ ——— e l'integrale generale & ¢ie+

V3t [ V3t et . . .
creos | == | +esin | —— | | — —-; imponiamo ora le condizioni:

e V3t [ V3t et R
essendo lim e 2 [¢cicos| — | +cosin | — — — =0, si avra
t—+4o00 2 2 2

, ligrn z(t) = 0 & ¢1 = 0; adesso, imponiamo la condizione iniziale 2(0) = 0:
—+o0

ot \/gt . \/gt et 1
z(0) = le 2 <c1 cos <2 + co sin 5 Y . =ca-3 dunque

I’altra condizione si ha < ¢; = ok riassumendo, le soluzioni dell’equazione

+e

Nl

differenziale che rispettano le condizioni sono, al variare del parametro
, .1 1 . [ V/3t et
reale co, le seguenti: x(t) = e~ 2 5 cos 5\/375 + co 8in N -

) 2
T =e" . 2 . . .
4. (a) : la funzione ¢* non ha zeri, dunque non esistono punti
x(0) = g
di equilibrio; inoltre, ¢ di classe C! e dunque la soluzione & sempre
x(t)
. . . . . . _’:vz
unica; cerchiamo ora i tempi di esistenza: essendo / e ¥ dx =t,

Zo

—00 5 “+o00 5
la variabile t potra variare tra / e T dre / e~ " dx, dunque

o xo
ﬁ)
5 ]

I'intervallo massimale di esistenza & (@(mo) - g,‘b(tﬂo) + 5

ove O(x) :/ e*yZdy.
0

. f (2*—ax)loglz| sex#0
10 sex =0 :ipuntidiequilibrio sono
x(0) = g

d
29 =0 e xyg = £1; essendo . (2° — 2) log|z| = (32° — 1) log ||+

+2? — 1, la funzione (2® —z)log|z| ¢ di classe C" in tutti i punti
tranne origine; nell’origine, invece, il rapporto incrementale tende
a +o0o e quindi la funzione non & Lipschitziana e potrebbe esserci
, . o e dy Y ody
un’altra soluzione; tuttavia, si ha ~ =
o ( log [y| 0

v’ —y) ylogly|
= [log |log|yl||]§ = +o0, dunque anche in questo caso la soluzione

¢ unica; determiniamo ora lintervallo di esistenza: abbiamo ap-

. v dy
pena visto che P R s
o (¥® —y)loglyl

= +00, e inoltre dovra essere anche



/ 3—y =+o00 e/ 3—y = “4o00, perché se cosi
1 (P —y)loglyl 1 (® = y)loglly|
non fosse la soluzione non sarebbe piu unica intorno a quei punti;

dunque, se xg € (—1,0) U (0,1) la soluzione ¢ definita per tutti i
tempi, altrimenti se g < —1 l'intervallo massimale &

o dx .. .
T3~ 7, T00 | mentre se xg > 1 I'intervallo & (—o0,
oo (@ — x)log |z]

o0 d
/ W’—x)l(g:d); in questi casi la soluzione esplode in tempo
xo

finito, rispettivamente per tempi negativi e per tempi positivi, perché

/mo dx _/_°°_ dx ~/+°° dx -
oo (@3 —)loglz| (23 —x)logla| ~ J,, x3loglal

Too dy
</ — < +o00.
T

3
o X

22yz
5 f(x,y,2) = 654+y2+'24 se (2,4,2) #(0,0,0) ¢ chiaramente differenzi-

se (z,y,2) = (0,0,0)
abile in tutti i punti diversi dall’origine; nell’origine, la funzione & continua

erché z2yz _ Vatva?|z] < Vot g2+ 24 oty + 24z B
P I4+y2+2’4 I4+y2+24_ I4+y2+24
Vs 0,0,0 .. . . . C e .
= 2| @y z):;( ) 0, ed ¢ inoltre provvista di derivate parziali identica-

mente nulle, in quanto la funzione ¢ nulla sui tre assi cartesiani, e ha anche

tx,ty,tz) — £(0,0,0
le derivate direzionali (anch’esse nulle) perché lim+ f(tz, ty, Z)t £(0,0,0) =
t—0

t4x2yz — Jim tx2yz
t(that +12y2 + tdxt) 150 1224 4+ y2 + 1224
f(xa Y, Z) — f(O, 07 0) — <Vf(0, O, 0)7 (i[, Y, Z)>

ferenziabile perché la quantita =

VaZ+y?+ 22
2
= T yz lungo la direzione (:E,xz,x) vale
(1'4 +y2 + 24) /2 _|_y2 + 22
a® (@9.2)2000) | 1
3xty/2z2 + x* 3v2
6. fz,y) = 32° — 523 + 2y%; per trovare i punti critici calcoliamo il gradi-
ente della funzione: Vf(x,y) = (15:54 — 1522, 4y), che si annulla nei punti
(0,0) e (+1,0). Per determinare la natura di questi punti critici calcoliamo
602% — 30z 0
0 4

= 0; tuttavia, f non e dif-

la matrice Hessiana: Hy(z,y) = , che nei tre punti

critici vale rispettivamente Hy(0,0) = ( 8 2 >, H¢(1,0) = ( 300 Z )
-30 0

0 4
e (—1,0) & una sella, mentre sull’origine non possiamo ancora dire nulla:
tuttavia, notiamo che in qualsiasi intorno dell’origine esistono punti del
tipo (z,0), con x > 0, in cui la funzione & positiva, e punti del tipo (z,0)
con z < 0 in cui la funzione & negativa; dunque, il punto (0,0) non & né
un punto di massimo né di minimo locale.

e Hf(—1,0) = ( , dunque il punto (1,0) & di massimo locale
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1. (a

SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 1 (25 SETTEMBRE 2009)
LIMITI E CONTINUITA IN PTU VARIABILI

_leVET
GaT:

lim ———
(z,9)=(0,0) /22 + 32
_ |CC| (I,y):))(o,o) 0

Ty

= 0: infatti, 0 <

$y2

I p—

(2,9)—(0,0) 24 4 32

_ |a:| (nzy):;(O,O) 0
.133

ZIZy2

m4+y2

2| (=t +9°) _
— .’L'4 +y2

= 0: infatti, 0 < ‘

lim ——— non esiste: infatti, se z =0 quella quantita vale
(z,y)—(0,0) T° + ¥y
3 . b 1
sempre 0, mentre se y = x° abbiamo lim — = =
z—0 276 2

1 —cosy/x2 + 2 ~ lim l—cosp 1

(x,y)1—>m(0,0) 2 + 92 p—0 P> 2
VIzty|

flz,y) = iy S€ (:c, y) # (0, O) ¢ ovviamente continua in tutti
0 se (z,y) = (0,0)

i punti diversi da (0, 0), quindi ci limiteremo a studiare la continuita
di f nell’origine: la funzione non & continua anche in questo punto,
perché lungo la bisettrice del primo e terzo quadrante y = x si ha che
2
xT 1 z—0

f(x’x): = — 1.

x4 +22 241

sin(z%y) 0.0
flx,y) = V@8 +ys se (2,y) 7 (0,0) ¢ ovviamente continua in tutti
0 se (z,y) = (0,0)

sin(zy)

) fs-r=m @¥)30.0)

i punti diversi dall’origine, e lo & anche in (0, 0) perché 0 <

|x|3‘y| - (x8_|_y6)% (x8+y6)é

<
GET T

z3 4
flz,y) = attys ° (m,y) 7 (0’ 0) ¢ ovviamente continua in tutti
0 se(z,y)=(0,0)

i punti diversi dall’origine, e lo & anche in (0, 0) perché 0 < ‘

= (x8 —|—y6

23y
z* + o8

1
2

§ (2 +y8)% (x4 +3)

341 1=1 (2,4)—(0,0)

< xt 4 y8 :(l'4+yg)4 ’ R 0.
PO 7 et e O et et A N e e 1
. 5 D) - 2 7 9 2 7 2 B 4




(z—yz—y) (o) +{yy)+2y) (2,2 + .y -2y _ [z
+ = + =+
lylI> ) (@,y) |, ll=l? ||y|4|12 (z,y) _ ll=l>+ IIyH24 !
R R A R S R 2
4. = Sia A un aperto di R™; allora Vy € A si ha che B.(y) C 4, in par-
ticolare se y = f(x) per qualche zo € R". Poi, se f & continua, allora
|z = 2ol <& = [If(x) — f(zo)l| <&, cioe f(Bs(xo)) C Be(f(xo)) C A,
ovvero Bs(z¢) C f~1(A), cioe f~1(A) & aperto, essendo xg arbitrario.
< Siaxg € R"; allora B.(f(x0)) ¢ aperto in R™ e dunque f~*(B.(f(z0)))
¢ aperto, ciod Va € f~(Be(f(20))) st ha che Bs(w0) € f~1(B:(f(z0))),
ma allora f(Bs(zo)) C Be(f(x0)), cioe f & continua in xp, ma essendo
x( arbitrario, concludiamo che f € continua.
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SOLUZIONE DEL TUTORATO NUMERO 2 (2 OTTOBRE 2009)
LIMITI E CONTINUITA IN PIU VARIABILI
4

1. (a) lim $72 non esiste: infatti, ponendo y =0 si ha che
(z,9)=(0,0) (22 + y2)

4 2 1 ¢ L x4 zt z? 1
————— = — =1, mentre per y = x si ha = =— =-.
e pey (22 +92)° (22 +22)2  dat 4

i i 1 1
(b) im w = 0: infatti, smi:c +2y) <— 5 < ”(I’y—g_ﬂxj
[(zy)|—2oo X% 4y zt +y t 4y 22492 -1
perché 0 < ar:—1 229174—372—&—1:>x4>3152—1
2 4 - 4’
) o | G) 2y jw2ly
(c) lim = 0: infatti, < = <
(L,y,z)—>(0 0,0) 2 + y* + 22 72 4yt + 22 2+ yt 422 2?2yt 422
z2 + 22 |y (@ +y" +2°) |yl @w.2)>000)

— 0.

2 w24yt 422 T 222yt +22) 2
22 + /22 + y2 cos (x — y)

2%+ /22 + y2cos (x — y)

d lim = 1: infatti, =
@) (2,9)—(0,0) V2 + 2 /mz + 32
z? (2.4)3(0.0) 2%+ y?
= — = +cos(x —y), cos(x —y < =
/22 + Y2 ( ) ( ) \/sc2 + 92 \/3;2 + 32
g eV300
ezyzfl }
2. (a) f(z,y) =4 7 °° (@,4) # (0,0) ¢ continua in tutti i punti di-
0 se (z,y) = (0,0)
-1 1
versi dall’origine ma non ¢ continua in (0, 0) perché l1m f(y2,y) = lim ¢ vz -

y—0 2y 2

arctan(a: y ) (l‘
T )

b) f(z,y) = 2y

( 0 se (z,

in tutti i punti diversi da (0,0), e ¢ anche nell’ orlglne perche
Pl @ eh @ty @y

(/J

y) # (0, ) ¢ sicuramente continua
y) = (0,
lo

arctan (ac2y3)

x6 4 g4 —oab 4yt x6 4yt T x6 4yt
= (a° +y4)%+%71:5 (@)2(0.0)
2
. x,v, 0,0,0
(C) f(x’y,z) — (w4+y2+z2)\/x2+y4+z2 ( 'Y 2 ) 7é ( ) & ovvi-
0 se (2,y,2) = (0,0,0)
amente continua in tutti i punti dlver51 da (0,0,0), e lo & anche

2yz
(I4+y2+22) /I2+y4+22
1 1
(@2 +yt + 22) (2t + 2+ 22) % (2t + 42 + 22)°
(@4 +y2 +22) (@2 + ¢t + 22)°

nell’origine perché

IN

1 x z 5
)2 ( Y, ):;(010,0) O

:(I2+y4+22



Sy et dt
(d) f(z,y) = vz S¢TFY oyviamente continua all'infuori della
e™Y sexr =y
bisettrice del primo e terzo quadrante; inoltre, la funzione & con-
tinua anche lungo questa retta, perché, per il teorema della media

Y 12
et dt
integrale, si ha f = per un opportuno z € [z,y|, quindi
Y t?
fz e dt — Y| = 622 zy (x,y)—i;co, xd emg =0.
y—x
xzy® 10g(m2+y4)
(e) fz,y) = a4yt se (2,9) # (0,0) & oyviamente continua
0 se (z,y) = (0,
in tutti i punti diversi da (0,0,0), e lo ¢ anche nell’origine perché
ay’log(z® +y1)| _ oy’ 8 8
Pyt T E R @l T @yt
< s 4yt - L e
3. Chiaramente la funzione & continua in ogni punto diverso da (0,...,0).
Nell’origine invece ¢ continua < a7 + ...+ «a, > 23: infatti, in questo
o an
|z, | )72 (22) 7
caso abbiamo che 0 < 1] ] 5= ( 1) ( ”) 5 <
(22 +...+122) (22 +...+22)
ajt...tan
2 2\7 2 aj+...tan
Qb da) T e ) SIS G 00
(22 +...+122)
‘x|al+'~~+an
se invece a1 + ... + ay, < 28, allora f(z,...,z) = —— g =
(nz?)

‘m|a1+...+an72ﬁ
B

20 0.
4. (a) Se f =L allora f ha ovviamente sia un massimo che un minimo.
Supponiamo dunque che f non sia costante: allora 3zg € R™ tale che
f(zo) # L, diciamo f(xo) < L. Siaz, € R" una successione minimiz-

. — . N
zante (ovvero una successione tale che f(z,,) "= %f f: xp & una suc-

cessione limitata, perché se cosl non fosse esisterebbe una sottosucces-
sione z,,, tale che ||z, || — co e dunque si avrebbe che f(z,,) — L
mentre sappiamo che f(z,,)— %Lff < f(xzg) < L. Dunque da z,

possiamo estrarre una sottosuccessione x,,; tale che x,, — z € R".
Siccome f & continua, f(z,,) — f(x) ma poiché f(z,,) — %&ff si ha

che f(z) = %ff' Quindi z ¢ un punto di minimo assoluto di f. In

modo analogo si prova che se f(zo) > L allora f ammette un punto
di massimo assoluto.

(b) Poiche | l}m f(z) = LalloraVe > 03M > 0taleche ||z|| > M = |f(zx) — L| <
Z||—00

In particolare, ||z, |ly|| > M = |f(z) — f(y)| < e. Consideriamo ora
la palla chiusa Bjs41(0). Siccome questa palla & compatta, f & uni-
formemente continua in Bjpsy1(0) cioé 3§ (che possiamo supporre
<1) tale che 2,y € By41(0), [lz -yl < = |f(z) — f(y)| <e. Ma
alloraV z,y € R™ tali che ||z — y|| < 1, 2,y € Bar+1(0) oppure x,y ¢ By (0)

N ™



e quindi in ogni caso |f(z) — f(y)| <e. Quindi f & uniformemente
continua.

B eCOS(CL'S) < e
© 2422 +y2 +arctan (24 +yt) T 2

€ ll(z,y) || =00 .
< o755 =
| < R $ 0 e dunque 1£2ff 0 (e questo

inf non & un minimo perché f(z,y) > 0V(x,y) € R?.

5.0 < f(x,y)

e
- d _c.
£(0,0), dunque r%%x f 5

inoltre, |f(x,y)
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 3 (9 OTTOBRE 2009)
DERIVAZIONE IN PIU VARIABILI

$y2
1. (a) f(z,y)=q =*+v* se (z,y) f E 0) ¢ chiaramente differenziabile

0 se (z,y) 0)
all'infuori dell’origme. In (0,0) ammette derivate parziali entrambe
0=

f(0,y) Va,y, allora }lbl_% w _

nulle, perché essendo f(z,0) = N

= lim u =0= lim M ; inoltre, la funzione ha derivate
h—0 h k—0 k 4 1o
f(th,tk) — £(0,0) . t°hk
dlreZlOnah perChe thél n tL0+ m =
hk? B
= tLH(I)l+ [EEEr = { Oh Zg Z ig ; tuttavia, la funzione non &
differenziabile perché  lim f(h k) — £(0,0) — (V(0,0) — (h, k) =
(h,k)=(0,0) Vh? + k?
hk?

che va a +0o se h = k2.

= lim ,
(h,k)=(0,0) (h? 4+ k*) Vh? + k2

lo, 1+:1:f 2
(b) f(z,y) = { gSCTyQy) se (2,9) # (0,0) & oyviamente differenzi-
0 se (z,y) = (0,0)
abile in R?\ (0, 0). Nell’origine esistono entrambe le derivate parziali,
nulle, perché la funzione e nulla lungo gli assi; inoltre, ¢ differenzia-
bile (e ha dunque derivate direzionali) perché

F(h,k) — £(0,0) = (V£(0,0) — (h, k)>‘ log (1 + h?k?)

(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (h.k)—(0,0) | (h8 + k2) VA2 + k2
— lw h?k? - (h? + k%) (h® + k?)

(hok)=0,0) [ (h® + k2) VA2 + k2| ~ (h.k)=(0,0) | (k8 + k2) /b2 + k2
= lim VhZ2+E2=0.

" (hk)—(0,0)

4 . 1 .
(¢) fz,y) = v S (“‘4+y2> se () # (0,0) ammette derivate parziali
0 se (z,y) = (0,0)

entrambe nulle nell’origine, perché f(0,y) = 0;Vy = g(0,0) =0e

dy
%(0,0) = }IL% = }IZIL% Vhsin i) = 0; inoltre, f
¢ differenziabile (e dunque ammette derivate direzionali) perché

4 . 1
f(h7k)f(0,0)<Vf(0,0)(h,k)>‘ o Whsin (et ) | _
VhZ + k2 ()00 | VA2 ¥ k2
2 2h% ‘
< lim @ = lim Vb =o0.
(hk)=(0,0) Vh2Z + k2 (h,k)—(0,0)

(h,k)—(0,0)



h2
h . e’ —1 1
nell’origilzle, perché %(0,0) = %?B 1(h,0) - ! (O’S) = lim h= . =
i eh” —1—h? i 2he” —2h y 2eM” —2 i 4heh 0
=lim ——— =lim ———— = lim —— = lim =
h—0 h3 h—0 3h22 h—0  3h h—0 3
of i .
e analogamente ——(0,0) = lim ———— = 0. Inoltre, la funzione &
Oy k—0
differenziabile (e quindi possiede derivate direzionali) perché
eh’2+k271 ep271
lim e L — lim 1’2771 —0.
(hk)=(0,0)  V/h2 + k? p—0 p

2 2

Y=+ se (x,y,2) # (0,0,0)
e Ly, z) =4 Tryite Y Y
w2 =1 se (2,9,2) = (0,0,0)

tutte nulle nell’origine perché nulla lungo gli assi, inoltre ¢ dotata di

th,tk,tj) — £(0,0,0
derivate direzionali perché lim 1(th, th, tj) = £(0,0,0) =
t—0+ t
i t2h2tkt? j2 h2jk?  diff .
= lim = , ma non é differenzia-
t—0t+ ¢ (tAh* + t4k* +t454) Rt + k4
bile perché

ha derivate parziali

, h2kj? 1 ,
lim vale t——=se h=Fk = j.
(hok,j)—=(0,0,0) (h4 + k4 + j4) \/h2 + k2 + 52 3V3
2202
(a) flz,y) = PR puo essere anch’essa estesa ad una funzione con-

4 2) 2
. . . (@' +9%)y
tinua nell’origine con f(0,0) = 0, in quanto | f(z,y)| < TEi =
0; inoltre, essendo nulla lungo gli assi cartesiani, f

of

possiede anche derivate parziali nell’origine; tuttavia, solamente 90
222y (xz + y4) — 4a2yP

3f‘ _
dy (22 + y4)?
S22y | PP 2l () (2 )
(22 + y4)? (2 +y4)> ~ (22 + y4)?
Ayl (=2 +y*) (@ +9*) | @w—=00) of
+ 5 = 6]y| — 0 - =
(z2 +y*) Oz
B 233y2 (3;‘2 + y4) — 2x3y2
- (a2 +y4)°

perché, calcolata lungo la curva z = y?, vale

_ yz (w,y):>>(070)

¢ continua nell’origine, infatti

, ma

e quest’ultima quantita non ¢ continua

4y® — 298 1
48 2
4

x
(b) f(z,y) = ﬁyﬁ puo essere estesa ad una funzione continua anche
Z Yy

2 2, .6
. 2?ly| (=* +3°)
nell’origine con f(0,0) = 0, perché |f(x, <————— 2~ =
g £(0,0) P If(2,y)| < 21 g
o (my)= . . . . Lo
=z°|y| — 0; la funzione ammette inoltre derivate parziali en-

trambe nulle nell’origine perché f(z,0) =0 = f(0,y), mentre negli

(0,0)



altri punti si ha i(x,y) - (33 Y ) 7y f

ax - (an + y6)2 ay( y)
z* (22 + y°) — 6aty" ) . .
= 5 , € sono entrambe continue nell’origine perché
(=% +y°)
‘af( )| < 43y (22 + y°) 22%y 4|xy\ (22 +y )
7T, = >~
Z @ || @R @y
20zy| (22 + ) - ) zt (2% 448
2yl ( yQ) _ bfay] Y300 00 f(x’y)‘ L y2)
(@ +4°) 9y (@ +y°)
64yS 2(@2+99)° 68 (a2 +y5)° @ ,
i P ( y2) L0 (e y2) _ 22 4 60 @930
(22 +y°) (@2 +9°) (2% +y°)

quindi, la funzione puo essere prolungata ad una funzione di classe
C* su tutto R2.

(1143 d
3. f(x,y) = 22" y(t) = (cost,t) = F(1(t)) = cos? (1) = Z/0) =
= —2sin(t) cos(t)ecos(t)t3 + cos®(t) (3t* cos(t) — t* sin(t)) s’ —
= (3t* cos®(t) — t* sin(t) cos®(t) — 2sin(t) cos(t)) e Tnoltre, V f(z,y) =
= (200" a?yPe" 3%yPe™" ), dunque (VF(1(8)),3(1)) =
= <(2 cos(t)ecos(t)t + cos (t)t?’ecos(t)t3 ,3 cosg(t)thCOS(t)tS) , (—sint, 1)> =
= -2 Sin(t)ecos(t)tg — sin(t) cos? (t)t?’ecos(t)753 +3 cos?’(t)thcos(t)tS =
= (3t* cos®(t) — t* sin(t) cos®(t) — 2sin(t) cos(t)) oSt

4. Esibire un esempio di funzione f : R? — R che nell’origine sia:

(a) f(z,y) = /a2 + y? & chiaramente continua, & dotata di tutte le derivate

f(th,tk) — £(0,0) |t|\/h2 + k2

direzionali in quanto lim

t—0+ t 1&%04r
h,0 0,0 h
= v/ h? + k2, ma non ha derivate parziali perché lim M = lim u
h—0 h h—0 h
non esiste (e analogamente si dimostra che non esiste neanche 'altra
derivata parziale).
(b) f(z,y) = ¥y & chiaramente continua, ammette derivate parziali
nulle perché e nulla lungo gli assi, ma non ha le derivate direzionali
th,tk) — f(0,0
(ad eccezione delle direzioni degli assi) perché lim+ it )t 1(0,0) =
t—0
2 hk
= lim Y iy ¢ — =+
t—0+ t t—0+
(c) f(z,y) = ¥/x2 + y? & chiaramente continua nell’origine, ma non am-
h,0) — f(0,0 vV h? 1
mette derivate parziali perché lim M = lim — vh = lim = 400
h—0 h h—0 h h—0 \/>

(analogamente non ha ’altra derivata parziale); inoltre, non possiede

f(th,th) — £(0,0) _ . t5YR2 k2
t TS0t t o

alcuna derivata direzionale perché lim+
t—0

= lim ¢ h? + k2
t—0+ t

:+OO



(d)

2
f(x7y) :{ ? 22 Ei:z%gﬁ \A ,OVeA:{(_qj7y) €R27y:$27$7é0}7

\ . s e A z—0 .
non & continua nell’origine perché f(z,z%) = 1 =4~ 0, ammette derivate

parziali entrambe nulle perché e nulla lungo gli assi, e ha anche

le derivate direzionali perché lim J(th, tk) = 1(0,0) = lim v_ 0,
t—0+ t t—0+ 1

dato che per ¢ sufficientemente piccolo si ha f(tz,ty) = 0.

flx,y) = { vy se (v,y) € RA\A ove

1 se (z,y) € A
A ={(z,y) € R% y = 2% x # 0}, & discontinua nell’origine perché f(z, z?) = 1,
ha derivate parziali nulle perché e nulla lungo gli assi, ma non ha le

_ 3/72
derivate direzionali perché lim 1(th, tk) — f(0,0) = lim Pry _
t—0+ t t—0+ t

hk .
= tli%l+ ¥ = +00, dato che per ¢ abbastanza piccolo si ha f(tx, ty) = v/t2xy.
-
flag) = { VO se () eRNA
’ 1 se (z,y) € A ’

A={(z,y) € R* y =2* 2 #0}, non & continua, perché non lo &

lungo la parabola A, non ha le derivate parziali perché lungo gli

assi vale rispettivamente |z| e |y|, ma ha tutte le derivate direzion-

ali perché lim 1(th, tk) — £(0,0) = lim [tvh + k2 =V h2 + k2,
t—0+ t t—0+ t

dato che per ¢ opportunamente piccolo si ha f(tz,ty) = [t|\/ 22 + y2.
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1.

(a)

SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 4 (16 OTTOBRE 2009)
MASSIMI E MINIMI IN PTU VARIABILI

flz,y) =2t — 222 —y* + 2% Vf(z,y) = (4x3 —dx, 4y — 4y3) si an-
nulla se e solo se x =0V +1 e y =0V £1, dunque abbiamo nove

punti critici. La matrice Hessiana e Hy(x,y) = 0 - 122

dunque lorigine € un punto di sella perché H(0,0) = < _04 Z )
ha due autovalori di segno discorde; analogamente, sono selle anche i

quattro punti (1,1), (1,-1), (—1,1) e (-1, —1), perché Hy(£1,1) =

—H(x,-1)=(3

0 -3 | (1,0) e (—1,0) sono invece due punti di

minimo locale, perché Hy(£1,0) = 80 > ¢ strettamente definita

0 4
positiva, mentre (0,1) e (0, —1) sono punti di massimo perché H¢(0, £1)

0 -8

flay) =y (¢ +y* —1): Vf(z,y) = (y (@ +y* = 1) + 2%y, 2 (2°+
y? — 1) + 2;103/2) = (y (3332 + 9% — 1) T (x2 + 3y? — 1)) si annulla in
(0,0), quando y = 0 = 2 + 3y* — 1 (cioé in (£2,0)), quando z = 0 =

= ( 4 0 ) ha entrambi gli autovalori negativi.

1222 — 4 0 )

=322 + 9% — 1 (cioé in (0,%2)), e quando 22 + 3y* — 1 = 0 = 322 + ¢y*—

. L. 11 1 1 _ 6zy
_].—O(Cloeln (i272)e <i27_2>> Hf(377y)— ( 3$2+3y2_1
quindi Porigine, (£2, 0) e (0, £2) sono punti di sella perché H(0,0) =

0 -1 0 23
= ( 1 0 ) e Hp(£2,0) = Hy(0,£2) = ( 23 0 ) hanno de-

1 1
terminante negativo. I punti (iQ,i) sono di minimo relativo

2
) 11 . . .
perché H; ii’ i§ = ha determinante e traccia posi-

INIEENI[SY
(SIS

322 +3y? -1

1

2

1 1 1
tiva, mentre (ig’ :F> sono di massimo relativo in quanto H¢ (i, :F> =

N[

_3
= ( 12 3 ) ha traccia negativa e determinante positivo.
2

2
f(z,y) = 2> = 3zy®: Vf(x,y) = (31‘2 — 312, —6:cy) si annulla solo in
fgy _66;/ ) ¢ identica-
mente nulla nell’origine, quindi non ci da informazioni: tuttavia,
studiando il segno della funzione notiamo che f(0,0) =0 e in ogni
intorno dell’origine ci sono sia punti in cui la funzione assume valori

(0,0): la matrice Hessiana H¢(z,y) =

1 1
positivi (ad esempio, f <, O> = —3) sia punti in cui assume valori
n n

2" 2

6xy

)



n'n 3
essere né un punto di massimo né di minimo relativo.

11 2
negativi (ad esempio, f (, > = ——), e dunque 'origine non puo
n

(d) f(z,y) =2*—2®siny: Vf(z,y) = (42° — 32° siny, —2° cos y) si an-

nulla in tuttiipuntiin cuiz = 0einquelliin cuicosy =0ex = —siny,
3 33
ovvero nei punti del tipo (4, g + 2k7r> e (—4, 27r2k:7r). Hy(z,y) =
1222 — 6zsiny  —3x2 cosy . (3
= 302 cosy 2 siny , dunque i punti ik +2km ) e
33 s . 3w
—7 3" + 2km | sono dei minimi perché Hy 73 + 2km | =

33 20 0 0
_ 22 —( 2 —
_Hf( 4,27T—|—2k:7r> < 0 21 >,mentrer(O,y) <0 0
non ci da informazioni. Tuttavia, studiando il segno della funzione

notiamo che intorno a ogni punto dell’asse y ci sono sia punti in cui
la funzione & positiva sia punti in cui € negativa, dunque sono tutti
punti di sella.

(e) flz,y,z) =sin(zyz): Vf(x,y) = (yz cos(zyz), xz cos(xyz), zy cos(zyz))
si annulla in tutti i punti in cui due delle tre coordinate sono nulle
e in quelli in cui zyz = g + km: i punti del primo tipo sono tutti di
sella perché intorno ad ogni punto per cui zyz = 0 ci sono punti in
cui zyz > 0 (e dunque sin(zyz) > 0) e altri in cui in cui zyz > 0 (e
dunque sin(zyz) > 0); i punti in cui zyz = 5 + 2k7 sono tutti di mas-
simo assoluto, perché sin (g + 2k7r) = 1> sin(zyz) ¥(z,y,2) € R3,
e dunque in particolare sono di minimo relativo; analogamente, i

punti dove xyz = =7 + 2k7 sono di minimo relativo perché sin(xyz) >
3
> —1=sin <27T + 2k7r>.

2. (a) f(x,y) = 2" — 22% + y*: sicuramente sup f = +oo, perché £(0,y) =

R2
=y VL% 1 oo; inoltre, flay)=a* -2+ 14y — 1= (2 — 1)2 +

+y%> —1> —1e f(£1,0) = —1, dunque in%ff = r%iznf =—1.

1
(b) flz,y) = m: sicuramente iﬂ%ff =0, perché f(x,y) =

v R? = 210 0. ip-
3:4+(y+1)2+1>0 (z,y) € e f(z,0) 419 0; in
1

oltre, f(z,y) = P F R <lef(0,-1)=-1, dunquesﬂgz)pf =

= rrﬂlgxf =1.
2% +y° 0.0
3. (a) f(zy) =4 @+ °° (,y) #(0,0) ¢ continua nell’origine perché
0 se (z,y) = (0,0)

E el @) (@)

22142 224y = a2 +y2 22 + 42




P 3}
= |z| + |y| @300 4 Inoltre ha entrambe le derivate perché —f((), 0) =

0
£(1.0) - £(0,0) e y

. of
= }ILILI%) W = illli% i =1 e analogamente 8—y(0 ,0) =1;

ha anche le derivate direzionali perché hr(l)n I(th, tk)t_ 10,0 =
t—
. Bh 4+ 3k R4 kS
5ot t(12h2 +12K2)  h2 + k2
f(h.k) = £(0,0) = (Vf(0,0), (h, k) _ h* + K> = (h+ k) (* + &?)
Vh? + k2 (h? + k) Vh? + k2
—2z3 z—0 1

— = t—
222/2|z| V2
—2¥r___ se (z,y,2 0,0
(b) flx,y,2) = { a/m ( ) #0,0) ha derivate parziali

ma non e differenziabile perché

non

va a 0, in quanto se h = k vale

e (z,y,2) = (0,0)
tutte e tre nulle perché e nulla lungo gli assi, inoltre ¢ differen-
ziabile (e dunque continua e derivabile in ogni direzione) perché

f(ha k7.7) B f(0,0,0) B <Vf(070a0)7 (hvka.]»
/h2+k2 +]2
; 2 1 52 2. /12 2 4 2
. ikl (W12 + 32 + 202+ k2 4 52
(h,k,5)—(0,0,0) B2 + k2 + j2 = (h,k,5)—(0,0,0) h? 4 k2 + 52

= lim |h| =0
 (hyk,d)—(0,0,0)

(h,k,5)—(0,0,0)

ISy
4. f(z,y) =4 =*+v* se (z,y) # (0,0) : essendo la funzione nulla lungo gli
0 se (z,y) = (0,0)
9] 0
assi cartesiani, si avra —f(O, 0)=0= a—f
Y

ox

(0,0), mentre nei punti diversi

o 32 2+4_24 ) 32+4_434
dall’originesiha—f(x,y) - y(@*ty )2 Ty e—f(x,y) = (z* +4") 5 Y
Oz (a2 +y*) 9y (a2 +y*)
0 32y (22 +y*) — 2
che sono entrambe continue nell’origine, perché f(m,y)’ _ |2 (x Y ) 'y <
Oz (2 +y*)°
_ 322yl (2% + ") 20yl _ 3lyl (=* +y") (x2 +yt) 2yl (a2 4y’
(22 +y*)? (@2 +y%)* (932+y) (a2 +y*)?
_5ly ‘(aty)—>(00)oe ﬁ(zy) _ 2? (2% 4 y*) — dady? |x|3($ +y*)
gy (2 +y*)? (2 +y)?
43 |y|* _ lal (2% +y?) (x2 +y*) N 4 (22 +y*) |z] (22 + y*) _ 5jg 9300
(@2 +yh)* ~ (a2 + y*)? (22 +y*)° ’
dunque,
f € C*(R* R).
Mostriamo ora che f non ¢ di classe C? su tutto R?: se per assurdo lo
00 00
fosse, per il lemma di Schwartz dovrebbe essere a—a—f( JY) = a—ya—i(x,y)
V(z,y) € R?, e quindi in particolare anche nell’origine; invece, 63 g—f( ,0) =
y O
9L (4,0) — 2£(0,0 90 8L(0,2) — §L(0,0
y—0 y Ox Oy .r—)O x



2z

=lim — = 1.
x—0 x4aj

0
. Per la regola di derivazione di funzioni composte, —f(x, y) =

x
_/(9f . Of y 9p 99 — /22 1 a2
<(ap(pcosﬂ,psm0),ae(pcos@,psm@)),<ag€,8gj ,map=+/x?+y? =

dp T B B Y a0 y _ sinf
= et 7—x2+y2 —coseee—arctan(g) = PP Sy
dunque %(m,y) = cos Gg—i(pcos 0, psinf) — sin 0 gg (pcosB, psinf). Analoga-
op Y 00 x cos

mente, essendo — = =sinfe — = ——— = ——, si hache
Yy a2+ y? or  z*+y? p

Oy’ Oy
cosf Of .
%(pcosﬂ,psme).

= sin@a—p(pcos 0, psinf) +
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 5 (23 OTTOBRE 2009)
MASSIMI E MINIMI, FORMULA DI TAYLOR, INTEGRALI CON PARAMETRO

1. (a) flz,y) =2t +y* — 222 — 2% — 22292 Vf(x,y) = (42° — 4z — day®,
4y — Ay — 4x2y) si annulla se e solo se 4x (332 — - 1) =0=4y (y2—
z® — 1), dunque in (0,0), (+1,0) e (0,+1). Essendo Hy(z,y) =

2 42 B
= ( 2 —84;;/ ! 1242 _84:2/2 4 >, abbiamo che H;(0,0) =
= ( _04 _04 e quindi (0,0) & un punto di massimo locale, men-

tre Hy(£1,0) = ( g —08 ) e Hy(0,£1) = ( _08 g ), dunque gli

altri quattro punti sono tutti di sella.

(b) fla,y) = (& +)*(y = 2): Vf(z,y) = 2z +y)(y — 2), (x + y)(a+
+3y — 4)) si annulla in tutti e soli i punti della forma (z, —x) Vz € R.
Studiando il segno della funzione ricaviamo che f(x, —z) = 0 Va € R,
e che se x < —2 intorno a (x,—x) la funzione ha segno positivo,
dunque i punti stazionari in cui < —2 sono di massimo; analoga-
mente, se z > —2 la funzione assume valori negativi intorno a (z, —x)
e pertanto questi sono tutti punti di minimo; infine, il punto (-2, 2)
¢ una sella perche in qualsiasi suo intorno la funzione cambia segno.

(¢) flz,y,2) =2* +y* + 22 — 2%y Vf(z,y,2) = (2z — 2zy%, 2y — 222y, 22)
si annulla in (0,0,0), (£1,1,0) e (£1,—1,0). La matrice Hessiana &

2-2y> —dxy O

He(z,y,2) = —4zy  2—22> 0 |, dunque H(0,0,0) =
0 0 2
2 0 0
=] 0 2 0 | e definita positiva e quindi I'origine ¢ un massimo,
0 0 2
0 —4 0
mentre Hp(£1,£1,0) = | —4 2 0 | haperautovalori2e+4e
0o 0 2
quindi i punti (1,1,0) e (=1, —1,0) sono selle; infine Hy(+1,F1,0) =
0 4 0
= | 4 2 0 | ha anch’essa per autovalori 2 e +4 e dunque anche
0 0 2

questi due punti sono di sella.
1
(d) f(z,y) :/ ()2 gt fissato t € R, la funzione (= H07)E & g
0

classe C'!, dunque essendo I'intervallo di integrazione limitato ho che

1 1
Vf(z,y) = </ 2zt2e(**+v7)t dt,/ 2yt26(m +v7)t dt); pertanto, es-
0 0

1
sendo / 12e(=*+0%) g > 0 Y(z,y) € R? I'unico punto stazionario &
0



1 1

Porigine. Inoltre, essendo f(x,y) z/ (= +v7)¢ gy > / ldt=1=
0 0

= f(0,0), il punto (0,0) & di minimo.

2. Notiamo innanzi tutto che A = {(m,y) eR?:y? < (x2 — 1)2}, dunque
la funzione & sempre positiva all’interno dell’insieme e nulla sul bordo,
dunque mgn f = flea = 0; inoltre, essendo f continua e A compatto, la

funzione ammette sicuramente massimo su questo insieme, ma per quanto
detto in precedenza il massimo sara raggiunto all’interno di A, e dunque
in un punto stazionario. Vf(z,y) = (4z* —4z,2y) si annulla in (0,0)
e (£1,0), ma l'unico di questi tre punti che si trova all’interno di A &
lorigine, quindi mgxf = f(0,0) = 1.

3. (a) flay) = eV Vilay) = (206”7, =" V), Hi(y) =
2 T — _ x°—
= < (4x_2_|:;§22iy Y Qieiy ! ) dunque f(x,y) = f(0,0)+

V0,00, (2,) + 3 4(20). Hy (0,0)(9) +0 (22 +97) =
=14 (D) + 5 (o (5 ] ) o) ole? +4) =

2
:l—y—x2+§+o(az2+y2).

1 1
b = arct .V =
) o) = axctante -+ VHn) = (b T )
2(z+y) . 2(z+y)
Hi(z,y) = ( ((g‘gfy')l) ((I‘fy)"')l) ), dunque Vf(0,0) = (1,1) e
((z+y)+1)?  ((@t+y)+1)?

0 0 -
Hf(O,O):(O O),equmdlf(x,y):m+y+0(x2+y2).

y

4. (a) Posta G(y,z) = / sin (2?) dz e y(t) = (t*,¢?), abbiamo che f(t) =

= G(y(t)), dunqué () = (VG(y(t)),%(t)), ma per il teorema fonda-
mentale del calcolo integrale abbiamo che VG(y, z) = (sin (y2) ,—sin (2?)),
dunque f'(t) = <(sin (t4) ,—sin (ts)) , (4t3, 2t)> = 4t3 sin (t4) — 2tsin (tS).

v 2

(b) Posta G(y, z,w) = / e “dxey(t) = (t*,t,t*), abbiamo che f(t) =

= Gy (1), dunque £'(1) = (VG(1(1)),5(1); iolire, e+ = g2+
w
v 2

/ —zle T g| <

esiste per ogni w fissato, e per w € [wg — d, wy + 6] ho che
+oo 5
< / 22~ (Iwol+9) gy « 4 o0, dunque posso derivare sotto il segno

— 00

y
di integrale e quindi VG(y, z,w) = (eyzw,—ez2w,/ —xQeIZWda:>;
z

t3
pertanto, f'(t) = < <6t8, 76t4,/ etQIde> , (3t2, 1, 2t)> = 312" —
t



(a)

(b)

(c)

t3
_et —|—2t/ et dr.
t

+o0 ea:(lft) -1
Notiamo innanzi tutto che f(t) = e *————dx, dunque
x

0
I’integranda non ha un asintoto nell’origine per nessun valore di ¢, in
1-t)
e -1

r = 1 — ¢, quindi la convergenza dell’integrale

quanto lir% e~
T—> X
dipendera solamente dal comportamento all’infinito dell’integranda:

sicuramente per t < 0 la funzione non & definita perché
—tx —x
e —e

lim ———dx = +o00, se t > 0 l'integrale converge perché ha
r——+o0 xX

+oo
lo stesso comportamento di / e "dx e in t = 0 l'integrale
0

o0 —x o0

1—e ) dz . .

———dx si comporta come — e dunque diverge; quindi,
0 X X

0
I'insieme di definizione di f & (0, +00).
Innanzi tutto, f & continua perché se t € [, +00), allora |f ()| <

+oo e xT
<
O :L.

puo applicare il teorema di continuita sotto integrale. Inoltre,
0etT—e "
otz

—+oo
/ —e "y
0

o0 —tx ] T
!’ _ _,—tx _ € _ _1
(@) —/0 e~ dx = [ " } =-7

0

T - 67 9\ . . .
dxr < 400 e dunque c’e¢ equidominatezza e si

= —e ' ¢ quindi per t € [T, +00) abbiamo che

+oo
< / |e*m| dx < +o0, quindi la funzione & C* e
0

f@) = f(1) :/:fl(s)dS:/lt—ds = —logt, ma essendo f(1) =

S

+oo
= / 0dx = 0, ho che f(t) = —logt.
0
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 6 (30 OTTOBRE 2009)
SERIE DI POTENZE, RIPASSO

e 1
1. (a) E —z™: il raggio di convergenza della serie & =
et limsup,, . ¢ e—:
1 1 . . . .
= ———— = —; studiamo ora la convergenza ai bordi dell'intervallo:
lim sup,, _,

n

71

1 oo
perx = — ottengo Z — che divergee perz = —— ottengo Z
n=1

n= 1

che converge, dunque l'intervallo di convergenza ¢ {— )
e’

n " L . 1 _
(b) Z(—l) ESTE il raggio di convergenza & = =

10

n=1 limsup,,_, {
1
= ; al bordi dell’intervallo ottengo per x =1

: nf 1 __
limsup,, ;o /710 =1

E eperzxr=-—1 E —5 che convergono entrambe, dunque
n

10
n=1 n n=1
I'intervallo di convergenza & [—1,1].
e” : . oo & n+1)!
(c) E —a™: il raggio di convergenza e lim —25— = lim —u =
n! n—oo _€ n—oo nl  entl
— (n+1)!
.on+1 .
= lim = oo,dunque la serie converge Vz € R.
n—oo e
o0
n" . - . 1 1
(d) E —a™: il raggio di convergenza ¢ == — =0,
" li n/nm limsup o
n=1 1M sup,, .~ Py n—0oo
quindi la serie converge solo in z = 0.
(oo}
cosSn\" . . . 1 1
(e) E x™: il raggio & = — = 00,
n N o/ cosn\ ™ lim su [cosn|
n=1 lim sup,, _, |( > ) | Prnooo Ty

dunque la serie converge Vr € R.
o0 n 1
() E (sin (@)) z™: il raggio ¢ =
2 . n . nrt\"
n=1 limsup,,_, . 1/ |sin (7) }

1
= — ——7 = 1, dunque l'intervallo di convergenza ¢
lim sup,, _, ’sm( 5 )|

(=1, 1) perché ai bordi dell’intervallo di convergenza le serie Z (sm (n;'))

n=1

oo
T‘— n 7 . . .
e E (sm( 5 )) non convergono perché il termine n-esimo

n=1



non tende a 0.
Sl 2n o0 n

n <z . 2 . n Y .

nE:1(71) m pOStO Yy=2x otteniamo nEZI(fl) m7 il
1

cui raggio di convergenza e = 2. Pery =2 ot-

: , 1
limsup,,_, o ¥ T (nt2)

che converge, dunque ho convergenza per 0 < z? < 2,

o~ (=1)"
t
OVVEro per r € [—\/ﬁ, \/ﬂ

oo

x™ L 1

——: il raggio di convergenza ¢ =
E 3n 1 an gg g i N
n—=1 imsup,, o {/ 532w

1
= = 4; l'intervallo di convergenza & (—4,4),

19 T
7 limsup,,_, "/W

perche sul bordo dell’intervallo ho le serie Z

S 4n o 4n
che non sono infinitesime.

e ! n! 1 n+1 1 n+1
Z ame il raggio di convergenza ¢ lim —M = lim M =

— n—oon” (n+1)! n—oo (n + 1)n™

\" = n!
= lim (1 + ) = e; ai bordi dell’intervallo ho le serie g le” e
n—o00 n — nm

o0
E (—1)"76”, che non convergono perché il termine n-esimo non
n

. n! . .
tende a 0, in quanto —ne" ~V2mn "= oo; dunque, l'intervallo di
n

convergenza & (—e,e).

o0
1
Z (cos (e*”) — 1) x™: il raggio di convergenza e —
= limsup,, ., ¥/1—cos(e™™)
1 1 )

= = = e

(e3n)  e2limsup,_,, {/3 +o(e™)

)

. 2
limsup,, . 1/

ai bordi dell’intervallo ho le serie Z (cos (e™") —1) "

n=1
o

Z(—l)" (cos (e7™) — 1) €*", che non sono infinitesime perché
n=1
cos(e™™) — 1 nooo
LA %
e—2n

1
—5; dunque, l'intervallo di convergenza & (—62, 62).

> nilogn

1
: posto y = — ottengo Z ntlognyn 4] cui raggio di con-

n=1 n=1

l 1
vergenza € — - = ilogn
limsup,,_, ., Vntleem  limsup, . n =
1 1

= 1; agli estremi

. ( 4log n> - 1. 4log2 n
. og(n n im sup e n
limsup,, , € nree



2.

oo o0
del dominio ho E nileen o E (=1)"n*!°8™ che non convergono

n=1 n=1
perché il termine n-esimo non va a 0; dunque, la serie converge per

x € (—o00,—1) U (1, 00).

My "

vn
— 2 — 2 .
/ e " dt: essendo e~ una funzione decrescente, ho che
n=1

Ja—1
2 \/ﬁ 2 2 1
—vn < / e tdt < e~ (V-1 ,equindie = =

. _ —n+2yn-—1
Vn—1 limsup,,_, € n

1 1
= < <

limsup,, _,,, Vent2vn=1 limsup,,_, o f%_le—t"’dt -
1

1 .
< = — = = — = e, dunque la serie ha rag-
limsup,, ,., Ve " limsup,, ,,, e
gio di convergenza e; agli estremi dell’intervallo non c’e¢ convergenza
\/E 2
perché se serie corrispondenti non sono infinitesime in quanto e” / et >
V-1

g

> e"e " = 1; dunque, l'intervallo di convergenza ¢ (—e, e).

. sin (x2y3) . sin (x2y3) . B
lim ——-=e lim —5—-> sonoentrambi 0, perché
224y2—0 T+ Y z24y2—00 T°+ Y

sin (x2y3)
2 + y6

sin (m2y3)

2 3
x|yl (2,y)—(0,0)
<y = o

1 \(x,yl—m
S

0.
— $2 _|_y6

0, e inoltre

2 8
f(l'7y, Z) = yc‘lﬁ.g% se (:L'aya Z) 7é (07 0, O)
O se (xV y? Z) = (07 07 0)
abile in tutti i punti diversi dall’origine; inoltre, nell’origine e continua
1 1 1 1
O R A o L O W A e W L (O L S W
PO TR 2| T ekt o VR
_ |k|g (h,k7j):>>(07070)

¢ chiaramente differenzi-

0, ha le derivate direzionali tutte e tre nulle perché e
nulla lungo gli assi, ha anche tutte le derivate direzionali, anch’esse nulle,

s L TR tR D) — £0,0,0) . tFRRE
Perehe o+ t T S0+ Ohh + kA + 352
6 h2k*? j

= lim t7—————= = 0VY(h,j, k) € R3 tuttavia, la funzione non &
10t t2h* +t2k4 4 52 (h:: k) v z

f(hvkvj) — f(0’070) — <Vf(0’070)><h7k7j)>

differenziabile perché la quantita =

V2 + k2 A 52

k%] 2
= , se calcolata lungo la direzione (h, h,h ),
(At + k4 +52) /W2 + k2 + 52
h7 h™%  heo

+o0.

TNy R s
fla,y) = (2 —?)* (y— 2%): V(a,y) = (4x (22— ?) (y — 2°) — 22 (2® — ¢*)°,

y (ot =) (g - o?) + (22 = 92)) = (20 (o = ?) (25— 2) — (2 — o)),
(m2 — y2) (—4y (y — xg) + (m2 — y2))) si annulla in tutti i punti tali che



z? = y? e in quelli in cui 2z (2 (y — x2) — (:r2 — yz)) =0=—-4y (y — x2) +
+ (332 — y2): se x = 0, nell’altra equazione troviamo y = 0, ma abbiamo
gia contato l'origine all’interno dei punti in cui 2? = y?; altrimenti, abbi-
5

12’
perché se fosse y — 2% = 0 avremmo anche z? — y? = 0, caso che abbiamo
gia considerato. Studiando il segno della funzione notiamo che i punti
appartenenti alle rette y =x e y = —x con 0 < y < 1 sono di minimo,
perché in quei punti la funzione si annulla mentre intorno € positiva, men-
tre i punti delle due rette tali che y € (=00, 0) U (1, +00) sono di massimo
perché la funzione & negativa in ogni intorno e i punti (0,0) e (£1,1)
sono selle perché la funzione cambia segno; per quanto riguarda i punti

/5 1 . C
(:I: 12’ 2), notiamo che gli insiemi {:c >y > :E2} e {—1: >y > x2}
sono dei compatti in cui la funzione e nulla sul bordo e positiva all’interno,
pertanto essendo questi due gli unici punti stazionari rispettivamente del
primo e del secondo insieme, saranno entrambi di massimo.
nr n—00 )
. fn(l') = m — 0, perChe fn(O) =0esex ?é 0 allora, fn(l') S W =
= — — 0. Per studiare la convergenza uniforme, calcoliamo innanzi tutto
nw
n —n3z? 1 1

1
! o .
sup |fn(2)|: fr(z) = ————= siannullainz =+—e n(i):i,
s (@)l ) = o Log(£2) =+

amoche2(y—x2):wQ—y2:4y(y—x2)7ovveroy:%ex::i:

nx

1
dunque essendo lim f,(z) = 0 ho che sup f,,(z) = = e quindi la conver-
r—+o00 z€R 2
genza non ¢ uniforme in R. Tuttavia, c’e convergenza uniforme in ogni
insieme del tipo (—o0, —d] U [§, +00), perché sup |fr(2)] <
z€(—00,—d]U[d,+00)
1 1
< sup —=——0
z€(—00,—68]U[5,+00) |77/£L" né
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 7 (13 NOVEMBRE 2009)
SUCCESSIONI DI FUNZIONI, SERIE DI FUNZIONI

e dunque la convergenza non

1 n— 00 0 sex # 0
L@ fle) =y {20
puo essere uniforme, perché le f, sono funzioni continue su tutto
R mentre la funzione limite non lo &. Tuttavia, la convergenza &
uniforme in ogni insieme del tipo (—oo, —d] U [§, +00) V§ > 0, perché

1 n
sip @< s = "2

2€(—00,—8]U[d,+00) € (—00,—8]U[,+00) T nd

1 o

(b) fu(z) = ~X[nn+ 1] 0 Vae R, e la convergenza e uniforme perché
n MmNty
1 n o0

sup | fu(x)] < = "= 0.
z€R n

x
(¢) ful®) = 57— "ZP° 0 Vo € R; per stabilire se la convergenza & uni-
2 +n

forme calcoliamo sup | f,,(x)], che per la disparita delle f,, sara uguale
z€R

a s [fal@)l= sup  fu(z), maessendo fo(0) = 0= lim fu(x)
z€[0,+00) z€[0,+00) T—++00
questo sup sard raggiunto in un punto stazionario di f,: f,(z) =
2 _ 1
= n7x2 =04 x = 4n, dunque sup | f, ()| = fu(n) = — "=70,
(2 +n?) z€R 2n

dunque la convergenza e uniforme su tutto R.
sin(nz)
PR sex#£0 noe [ 0 sex#0
(d) fn(.%){ nw sor =0 — {1 ser—=0
vergenza non puo essere uniforme, perché le f,, sono continue su tutto
sin(nz) z—o0

e dunque la con-

R (perché — 1 mentre la funzione limite non e continua;
tuttavia, la convergenza ¢ uniforme su (—oo, —¢] U [d, +00) V& > 0,
1
perché sup | fr(2)] < sup — ="
2€(—00,—6]U[8,400) z€(—00,—8]U[8,+00) nlz| ndé

0 sexé¢nZ
1 sex€2nZ
studiare la convergenza uniforme ci si puo restringere all’intervallo
[0, 27]: sicuramente la convergenza non ¢ uniforme su tutto 'intervallo,
perché non c¢’e convergenza puntuale in x = 7w e la funzione limite &

discontinua a differenza delle f,,, malo & in [0, 7 — 6] U [7 + §, 2w — §]
n— oo

() fn(z)=cos"z"=* : essendo le f,, periodiche, per

Vo > 0, perché sup |fn(z)] =cos™d "= 0.
z€[8,m—8]U[r+6,2m— 4]
() fu(2) $(722) e v € R mal  unif
=—*+ =
n(x 1 x , ma la convergenza non ¢ uniforme
sinl n—oo

» ()

su tutto R, perché sup |f,(z)| > = - 0, tuttavia,
z€R 2



¢’¢ convergenza uniforme su (—oo, —6] U [, +00) V§ > 0, perché

1 1 n—ro0
sup [fn(2)] < sup = =7 0.
re(—00,—8|U[6,00) 2 (—00,—0]Uld,+o0) P22+ 1 n262 +1

— 2 N . . . . p— 2
g e~ ™® & una serie geometrica di ragione e”* e dunque converge
7:1:2 . N N .
e < 1, cioe Vx # 0; la convergenza non & uniforme (e dunque
neanche totale) perché non c’¢ convergenza puntuale sul bordo del do-

minio, ma & totale (e dunque uniforme) su (—oo, —6] U [4, +00) ¥ > 0,

perché Z sup |e_"””2| = Z e " < 4o,

n—1 €(—00,—d]U[d,+00) ne1

converge totalmente su tutto R, e dunque puntual-

S+
E:i
5 —+00.

i arctan(nz)

332_|_2
n=1

arctan nx

mente e uniformemente, perché E sup
a2 4n?

n— 11:€]R

o0
x
E 21 converge puntualmente su tutto R, perché per x =0 ¢
n?x

n=1
e}

una somma, di zeri e per x # 0 ha lo stesso andamento di Z

n=0
0o

— ma
n?’

oo

la convergenza non ¢ totale perché Z SU.p

n=1%

Si=

T
n2x2+1’22n2(1)2+1:

n=1 n
= E 2— = +00; la convergenza non ¢ neanche uniforme perché la
n

successione delle somme parziali non & Cauchy-uniforme: infatti,

2N T 2N 1 2N 1

S| Y |2 T 2 o =
<, s+ 1 2 (1

z€R n= n=NT (W) +1 n=N (2N)2 (ﬁ)2 +1
2N
1 1 N~>oo

= IN -3 0. Tuttavia, c’e convergenza totale e uniforme

n=

o0

in (—oo, —=6] U [§, +00) Vd > 0, perché Z sup
n—1 z€(—o00,—8]U[d,+00)

x
n2x2 +1

oo

(o9}
T 1
SE sup ‘—‘ZE —— < too.
n—1 TE€(—00,—d]U[d,+00) n?a? n=1 n?o

o

) )
E xlogn+log(logn) — § elog(a:log"Jrlog(lOg")) — E e(logn—i—log(logn))logm —
n=1 n=1 n=1
oo )
log x
E ( log(nlogn) ) = E (nlogn)°8® dunque converge < logz <
n=1 n=1

1
<-l&ezxec (O7 ) , perché per il criterio di condensazione di Cauchy
e

la serie ha lo stesso andamento di Z 27(2" log(2"))08® =

n=1



o0
= log 2'°8” E plogzgn(1+log ). 15 convergenza non & uniforme (né to-

n=1

1 1
tale) perché la serie non converge per x = —, ma ¢ totale in (0, - — (5]
e e

o0
perché Z sup nlogn)logw| = Z(n logn)log(%f‘s) < 400
116(0 **5] n=1
_ a2
nl;rrgo T ;2 e T > Va € R, e la convergenza ¢ uniforme in [—1, 1]
€ LT — 1 1

22
perché sup |———— < sup ’e’T — 1‘ —1—e 7 "0, e
eel-11]| 1+z z€[-1,1]

dunque essendo I'intervallo di integrazione limitato € possibile scam-
2

1 = 1 _
e n
biare limite e integrale: lim ——dr = / lim dx =
n—00 71]_—|—$2 1n—>oo]_+x2
/1 dx farctan 2]’
= —— = |arctanx| | = —.
1 1 + CC2 -1 2
2, —nz? 2 —na?
nxe Toe
lim ————— = 0Vz € R, einoltre < e’ < e~ che
nsoo 14 nx? 1+ na?
¢ integrabile e dunque c’e¢ equidominatezza; inoltre, la convergenza &
nx267na:2
uniforme in [—b, —a] U [a, b] Vb > a > 0, perché sup — | <
z€[—b,—a]U[a,b] 1+nx
< sup ’67”2 = gna M2° 0, dunque & possibile scambiare
z€[—b,—a]Ula,b]
“+o0 nxQe—nzz
limite e integrale su [0, +00) e su (—o0, 0], e quindi lim ————dr =
n—oo J_ o 1l4+nz
+o0 2, —na? 0 2 ,—nz 400 2 —nx
nxe nre nxe
= lim ————dz + lim - dr = / lim ————dz+
n—oo Jq 1+ nx n—oo J_ 1+ nx 0 n—oo 1+ nx
0 2 —nax? +o0 0
nxe
—|—/ lim ———dzx z/ Odm—i—/ 0dz = 0.
n—oo 14 nx? 0 o
sin?(7na) e .
Z 7 converge totalmente (e quindi uniformemente) in [0, 1],
n?+n
=1
! > sin?(7nx) =1
perché sup |—5—| < < 400, dunque essendo
;xe[o,l] n? +n Z ’I’L2 +n

I’intervallo di integrazione limitato e possibile scambiare serie e inte-

sm 7TTL.Z’ SlIl 7Tmc
gt [ 3 Sy 3 o)

Z 1 /1 1- cos(?wnx)d Z 1 x  sin(2wnx)
= x f— —_—
n?+n 2 n24+n |2  4dwn
1
2

n=1 ot
o0
1 1 1
= — _ - + 1 . 1.
Zn2+n 22_:( n+1> 2( nLH;On+1>
1 1
Z 2(:lg — converge totalmente in [0, +00) perché zjlzlelg ;Lgn Z“ <



logn . " s .
< Z g < 400, dunque essendo la serie a termini positivi & possi-

log g log i
bil bi t 1 = =
ile scambiare serie e integrale: / Z anm Z A 2nnw

—logn [T 1.n logn 1 een] ™™
= d = _—— T logmn =
S [ e > oot

n=1 n=1 0
1 1 =1 1

:Zozgn"l =Y g -l=—r 1=l
n=1 Ogn n=0 1_5

. fo(2) = 267" 2 P20 0y € R; per stabilire se la convergenza & uni-
forme calcoliamo suﬂpé | fr(2)], che per la disparita di f sard uguale a
fAS

sup |fu(x)] = sup fn(x); inoltre, essendo f,(0) = 0= lim f,(x),
z€[0,400) xz€[0,400) T—00
verra raggiunto in un punto in cui f, si annulla: f, = (1 - 4x2n2) e~2m’e’
1 oo

1 1
=0ez= i%, dunque su§|fn(x)| =fn (211) = NG
BAS
fn — 0 uniformemente. Per quanto riguarda invece f;,, ho che f} (z) =
= (1 - 42%n?) e—2n?a? nTpo { 0 sex#0

0 e cioe

e dunque non puo converg-
1 sexz=0"

ere uniformemente perché passando al limite ho perso la continuita; di

I
conseguenza ho che ( 1i_>m fn(x)) = (0) =0, e quindi I'uguaglianza vale

Vz € R\{O}
oo (oo}
. Z converge totalmente, perché Z sup Z
1 1 zeR —1
< 400, dunque ¢’@ anche convergenza umforme e convergenza punt ale
ognl x € R, cioe la funzione & ben definita; inoltre, essendo Sy (x) =

[T et Jo et
E una successione di funzioni continue (somme finite di

fonz —t2

L
T

funmom contmue), grazie alla convergenza uniforme ho che la continuita

¢ mantenuta passando al lim , e cioé anche f & continua. Per quanto
N—o00

77’7/2(1?2

o0
riguarda la derivabilita, ho che la serie delle derivate Z ¢
n

n=1

converge

oo

totalmente su (—oo, —d] U [, +00) V& > 0, perché Z sup
n—1 TE€(—00,—6]U[d,+00)

= Z ‘ - < o0; dunque, f & derivabile in (—oo, =] U [d, +00) Vd >0 e

qulndl anche in (—00,0) U (0, +00; in = 0 invece non & possibile applicare
il teorema di derivazione per serie di funzioni perche la serie delle derivate
o0
non converge (¢ la serie armonica E —), e infatti la funzione non ¢ deriv-
n

n=1

. , / — 11
abile perché f'(0) = lim -0 T50

f@)=f0) . fl@) . =S dt
7—hm——}g%; Onzm




N nr _2 N nr _42 N 2.2 N
f e v dt f e v dt ne "% 1
>limy =) lm =) =)
n=1 n=1 n=1 n=1
> M VM >0 e quindi f'(0) = +oo, ciod f non & derivabile in 0.
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 8 (20 NOVEMBRE 2009)
SERIE DI POTENZE, SERIE DI TAYLOR, SERIE COMPLESSE

111 T
L (a) f(l')_x2+3_31_(_“§)_3"§0<3) :;(fl) ST
1 -3 o _% _% _2n2—1 o
(b)f(x)zﬁzu_x) :T;)( ) ( )n' ( )(x) _
= 20 — 1)l 2 — 1
= Z(_l)n( inn') (_1)711,471 — Z ( (Qn)”) an
n=0 n—0
(c) f(z) = zcosh (z*) = q;eT —;e_T (Z i Z )
e © _4n41 =0

n St n+1
2 Y S =y fz/m /dtZt" / A tog(1 - ).
n= n=0 n=0 n=0
= d
b 2n+1 _ 337 o=l — & & on _ 2n _
z? d 1 x? 2x x3

2dvl—22 2 (1-22)° (22-1)>°
3. (a) log(—3) =log| — 3| + iarg(—3) = log3 + im + 2kmi.
11
(b) log (\/§+z’3) = log (\/?;—z) = log‘\/g—i‘ +iarg (\/g—z) =log2+ Em’+2kjm’

(c) log (Z ZTZT) = log(exp(im)) = im + 2kmi.

n=

0
(d) i = exp(ilogi) = exp (z (gz + 2k:7ri)) = exp (z 5 + 2kmi ) — e 572k,

& n
z 1
4. (a) E —— il raggio di convergenza della serie ¢ =
i"n : "
= lim sup,, ’%n‘
1

= ———— =1, e c’é convergenza anche su tutti i punti del
limsup,,_, 1

o0

1

n=1

bordo perché se |z] =1 Z

() 3t

n=1

inn2

’I’L

2" converge Vz € C perché usando il criterio del rapporto

(i—1)™
n!

= lim

n—oo

otteniamo che r = lim |———
n—oo | (i=1™ n—00
(n+1)!

(i—1D" (n+1)!
(i =1t pl

n+1
i—1|




o m e —e . . .
= — 9 d 1 d
c) E sin(in)z E i 5 2", dunque il raggio di convergenza ¢

n=1 1 n=1 1 1
= = —; ai bordi del
e

nlenr—e— " : n/l—e—2n
“——— elimsup, , 5

disco la serie diverge perché il termine n-esimo non tende a 0: infatti,

lim sup,,_, o

1 .. e"—e " poe 1
z| = = = |sin(in)z"| = —— = .
el = = |sin(in)z"| = < ° -
oo 1:2
Z — 5 converge totalmente (e dunque puntualmente e uni-
= nx +n
d x? 2nz (n? —a*) |
formemente) su tutto R perché ———— = 5~ si an-
dz nx* 4+ n (nat + n?)
T
nulla in z = 0 e x = £4/n; dunque, poiché lim ——— =0, ho

z—t+oo Nt —+ n3
[e%e] 2 [e'e]
-y _ W 1
N VD R e

arctan (f) ,
Z —— "~ converge totalmente su [—M, M] VM > 0 perché
n

che Z sup

—,z€R

na:4 4+ n3

n=1

o0 oo

oo M
arctan (= M
sup 227(") §2—2<+oo,dunque
1$E[ M, M] n=1 n n=1 n
la convergenza ¢ anche uniforme su [—M, M] e quindi puntuale su R,

2N—1
ma non ¢ uniforme (né totale) perché sup

Z arctan (£)
zeR _ n
arctan (2]\;_1) vt 1 vt T
2 ) — o zmaml ) D2 sy=g

Z( 1)"n"2™ converge puntualmente in (—1,1) perché usando il
n=1

criterio della radice n-esima ottengo che {/|(—=1)"n%z™| = |z|, e in
oo oo

arctan ( % )

n

x = =1 le serie corrispondenti sono E —e g (=1)"™n che non con-
n=1 n=1
vergono; la convergenza non puo essere uniforme né totale perché non

c’e convergenza sul bordo dell’intervallo, ma e totale e uniforme in
o0

[-1+4,1—4] V(Se(O,l)perchéZ sup [(—1)"n” "|—Zn " < +oo.
n—1 TE€[—1+4,1-7]

1
= en arctan
lim — 5 Az (y=ne) lim / 7ydy I'intervallo
n—oo Jq nx® + 1 n—0o0 Jo y+1

di integrazione ¢ limitato, e I'integranda converge uniformemente a

‘e% — 1| arctany

1
n ne® arctan(nz)

Y
en arctany  arctany

y*+1 y2+1

arctany

, perché sup = sup
y?+1 ye[0,1] yel0,1] y?+1

s s
< — sup (e% — 1) = — (e% — 1) e 0; dunque, possiamo scam-
4 yefo,1) 4

1
n ne® arctan(nx
biare limite e integrale ottenendo lim #d:ﬁ =

n—o0 Jq n2x2 41



Lo em arctany ! arctany arctan? Y ! w2
= lim —————dy = 5 = = —.
0 Moo y 41 o Y-+ 1 2 0 32
e e~ nw
1; n+1
che a termini positivi possiamo scambiare serie e integrali e quindi
+o0 e~ > +o00 e—nT > _e—n® +oo e
dw - d.T = _— —
/ n z/ =2 [,

9] 1

n=1

converge totalmente in [§, +00) V6 > 0, dunque essendo an-

n=1

oo n

>y &

oo

— (-1)"
Z : la convergenza e uniforme perché sup

n
n=1 z€R n=N n=N
in quanto é il resto di una serie convegente, ma non c’e convergenza
S| O[3
assoluta (e quindi neanche totale) perché sup — = +00.
n
n—1 T€R

n=1

Non esistono, in quanto la convergenza totale implica quella assoluta.

o0 x

arctan (ﬁ) ..
E ——2~ . (Vedere esercizio 5 punto b).

n

n=1
Non esistono, in quanto la convergenza totale implica quella uni-
forme.
o0

(=)"= .
E ~————: fissato z, la serie converge puntualmente ma non assolu-

n

n=1
tamente; inoltre, la convergenza non ¢ uniforme (e quindi neanche to-

2N—1 n 2N—1 n 2N—1 n
. (-1)"= (-D'N (=1
tale) perché su — > ~ 7 " |=N A
)P ze% 72\/ n B n;\/ n n:ZN n
1

1
=Nt - =N
(N Nyl v taN 2 AN -1 NNTD)
>N _— = —_
+(2N—2)(2N—1)> (4]\72Jr +4N2> s 7

o0
1 . o . .

E —X[n—1,n) fissato x, la serie € costituita da un unico termine
n

n=1
e quindi la convergenza € puntuale e assoluta; inoltre, ¢ uniforme,

bupz —X[n—1,n)| =

IGR

1 N—><>o

=N 0; tuttavia, non c’e conver-

=1
=2t

perché

genza totale in quanto Z sup ’ X[n—1,n)
1 z€R

=3 =

Zi
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 9 (27 NOVEMBRE 2009)
NUMERI COMPLESSI, SPAZI METRICI, CONTRAZIONI

1. (a) log(2i — 2) =log|2i — 2| + iarg(2i — 2) + 2kni = log (2\[) —7i + 2kmi
<1og |1 - fz'| +iarg (—1—/3i) + 2k7ri>
exp =

(b) \/—1—/3i=exp <i log (71 - \/éz'

log2 m  kmi m kmi
exp + 5+ = —exp(log 74_7

4

4 3 2 3

_ TR i (T R
= \@(cos(3 + > > +zsm(3 + > >)
2 2 2 (1
(¢c) i~ =exp <logi) = exp ((log|i| —|—z'argi+2km')> = exp ( (Z;T +2k7m')> =
™ T ™
= exp(i + 4k) = cos(1 + 4k) + isin(1 + 4k).

oo

1
2. (a) Z n"z": il raggio di convergenza della serie &

— limsup,_,., ¢/[n"]
1

= —— =0, dunque la serie converge solo in z =0
limsup,, .,

o0
1
b : il raggio di convergenza e =1,
()ZZ—Fexpm 88 versenz . . 1
= limsup,,_, ’72+exp(in)
1
perché - < ————— < 1; sul bordo del disco di convergenza la
3~ 2+ exp(in)
" 1
serie diverge perché |z| =1 = 27 > — e quindi il termine
2 4 exp(in) 3
n-esimo non tende a 0.
= 1
(c) (3+4™)" 2™ il raggio di convergenza ¢ ‘ =
2 limsup, . /B + )]
1
= — — = —; sul bordo del disco non c¢’¢ convergenza
limsup,,_, o [3+i?| 4

1
perché |z| = 1 = ‘(3+i4n)4n An

non tende a 0.

=1 e dunque il termine n-esimo

77l$2

ze cos(nx
3. (a) e " cos(nx) "ZP°0 Ve € R, inoltre ¢’® equidominatezza perché
V1 +sin®z
2
xe” ™" cos(nx) g2

_n$2 \ . . .
< ze < ze che & integrabile in [0, +00), e

\/1+sin2x B

la convergenza € uniforme perché  sup
z€[0,4+00)

ze™"*" cos(n)

= <
\/1+sin2x -




2 . d . .2 o
< sup ze ™ "2 0in quanto —zxe” " = (1 - 2mz2) e ™ =0¢&
T

- z€[0,+00) d

1 1
Sr==+ e in questi punti la funzione vale ——; dunque ¢ lecito
V2n v 2en

passare al limite sotto integrale, e dunque

“+o0 —nax? “+o0 —nx? +oo
lim e " cosn) ) / Jim ¢ costnz) ) / 0dz = 0.
n=o0 Jo V1+sin?z 0 n=oo /1 4+sin’x 0

(1 + %)n nosoo e

e la convergenza ¢ uniforme in quanto

e +1 e +1’
e? — (14 2)" " o
I Gl U -7 I - (14 5)] =
vefo g2 €t veo, 1252 n

log3\" n
_ <1 + (;g) "0 perché e — (1 + f) ¢ monotona crescente
n n
xr

d n - n—1 .
Vn € N; infatti, —e” — (1 + f) =e¥ — (1 + E) > et — c__
dx n n 1+ 2

x
e’ ( m ) > 0. Dunque, essendo l'intervallo di integrazione limi-
n+x

tato, si possono scambiare limite e integrale ottenendo cosi
log 3 log 3
2

51+ 2)" 5 1+ 2)" ®
lim 7(2 ) dm:/ lim 7(2 ) da::/ B
n—oo Jq e +1 0 n—oo €% 41 0 e 41

e”)

oy V3
(y=€") dy Ji_ T 7 T
/1 T2 lretandlit =g -7 =5
Verifichiamo le tre proprieta: chiaramente || f|| := sup |f(z)] >0,
z€[—1,1]
perché |f(x)| > 0 Vx € [-1,1], einoltre ||f|| =0< sup |f(z)|=0<
ze[—1,1]
& [fI=0e f=0pol, M= suwp [M(z)]= sup [M[f(z)]=
ze[—1,1] ze[—1,1]
= [Al sup [f(x)] = [Al[lf]l, e infine [[f +g[| = sup [f(x)+g(z)| <
ze[—1,1] ze[—1,1]

< sup ([f(@)[+]g(@)]) < sup |f(z)[+ sup |g(x)] = [F] + llgl-
ze[—1,1] ze[—1,1] T

)

T(af + Bg) = (af + Bg)(0) = (af' + Bg")(0) = af'(0) + Bg'(0) =
=aT(f)+ BT(g), dunque T & lineare.

oo <arctan(nx) )'
=0

arctan(nzx)

< 2 "29°0, mentre T(f,) = =
n n

[fnll = sup

z€[—1,1] n

=— =1"=%°0. Cid implica che questa applicazione non

14+ n222,-0
& continua in 0: infatti, se lo fosse avremmo che Ve > 035 > 0: ||f|| < é =
= |T(f)| < e, ma questo ¢ falso perché per ¢ = 1 non esiste alcun ¢
con verifica quella condizione per tutte le f, perché non e mai verifi-

cata per le f,.

Se x ¢ (P, allora chiaramente si ha ||z||s < ||z, = +o00; se invece
oo
x € P, allora Z |2, [P < 400, dunque in particolare |z, | "= 0, per-

n=1



=

o

tanto ||z —sup\x( )| = o) = (e@))F < ZI%”) = [|z[lp-

Di conseguenza, se ||z||, < +o0, allora ||z« < 400 Vp > 1, dunque
rell = ecl™.

(b) Lasuccessione costante x,, = 1 ¥n > 1 appartiene a £>° perché ||zl = 1
oo
ma ovviamente x ¢ ¢F Vp > 1 perché Z |z, |P = Z 1= +oo.
n=1 n=1

e} o0
(©) llzllf =Y lealP~znl® < Y ll2l5 enl® = 255 N2 E < Nl )l = i,

n=1 n=1
dunque ||z||, < ||z||q, dunque se ||z]|, < o0, allora ||z||, < +00Vp > ¢ > 1,
dunque = € 09 = x € (P,

1
(d) Fissato ¢ > 1, la successione x,, = — non appartiene a £¢ ma appar-
na

o0 o0
1 1
tiene a ogni P Vp > q, perché E — =00 ma g — <ooVa>1
n n

n=1 n=1
oo
(e) Come gia visto in precedenza, z € ¥ < E |z, |P < 00, ma se cio &
n=1

vero allora z, "=° 0, e dunque = € P = x € ¢y; tuttavia, la suc-

cessione x, = ] appartiene a ¢y ma a nessun ¢°, perché per il

ogn
criterio di condensazione di Cauchy la serie Z ——— ha lo stesso
(logn)?
comportamento di i L e dunque diverge
P < nP(log 2)P d 8¢
1
6. [5(9)(2) - B(s)(0)| = | [ e D= a)s] < [ w150 - sl <
0

v ' w1 I~ gl
:||f—guoo/ye dySIIf—glloo/ydy=||f—glloo L\ =t
0 0

dunque passando al sup ottengo che [|®(f) — P(g)]|oco < ”f g||°°

2€[0,1]
dunque ® ¢ una contrazione.
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 10 (4 DICEMBRE 2009)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI, CONTRAZIONI

L (a) { i(g)ﬂ:xz s a(t) = mx(t) = :33(8) :1:>t:/0 ds:/o %(I(i—w)
_ /””(” do _ logla(t)] ~ log?

= log |z(t)| = log2mx = |z(t)| = 2¢"z =
e

= x(t) = 2e™, ove & stato scelto il segno positivo per rispettare le
condizioni iniziali.

(b){i(g)x%rzl,.() +4:>t—/ds—/z2

z(t)
z(t) 4 1 =) 1 arctan ( )
/ Aﬁﬁfzf/ P - = 2(t) = 2 tan(2t).
(c) { i(g)i—i_t : quest’equazione & del tipo #(t) = a(t)z(t) + b(t), ove

t
a(t) = 1 e b(t) = t, dunque la soluzione sara z(t) = elo s ( (0) +/ se= I d“) =
0

t
=¢l (1 +/ se_sds> <1 + / ”ds) =el(l—tet—
0

—et41)=2e" —t - 1.

j;:thQ . o, 9 t3 _ t ) - t x(S) B z(t) dx_
(d){x(o)3.:c(t)—x(t)t:B—Ast—AxQ(S)dS—/?) Pl
i1 11 & 3
3 z(t) T xt) 3 3
T = xsint 4 sint
2(0) =0

t t
tsi — [Ssi . —cos ss—1 - (y=cos s—1)
_ efo sin sds / e J sinudu sin Sd8> — 61 cost </ eCos s 1 sin Sd8> il
0

0
cost—1 1
— t— — —
— e1 cost (/ _eydy) 1 cost ([_ey]gos ) _ 61 cost (1 _ ecost 1) —
0

_ 1 cost 1.
- (1) z(t) og
= COST COS T
f = == = =
() { ) 0 = / ds = / cos T / coszxdx
/z (t) COS T " (y=sin m) /sm(w(t)) dy B 1/sin(z(t)) dy N
0 41—5111233 0 1—y2 2/, 1+y

sin(z(1))

%/0 %:%1og|1+sin( (1))] — 5 log |1 —sin(a(1))| =
1 + sin(x t))' ot ‘Hsm(x(t))‘ ’ 2

1 —sin(z(t))| |1 - sin(z(t))

(
%— sin(x(t)) )
:m:e%_i_l:l—sm(a:(t)) g

: analogamente al punto c, la soluzione & z(t) =

+

_4j

|
9 %8

=sinz(t) = 1—



2t

2 et —1 -1 . .
1) ove ¢ stato scelto il

et 41 e2t 41
segno positivo per via della condizione iniziale.

L 1
{ z(a)gi larctant T, ponendo y(t) = z(t) — arctant ho che

= x(t) = arcsin (ezt

y=y .
y(0) =1
t v dy
t= / ds = / — =logly(t)| = |y(t)| = €' = y(t) = €', ove & stato
0 1 Y

scelto il segno positivo per rispettare la condizione iniziale; dunque,
z(t) = y(t) + arctant = €' + arctan(t).

1
y(t) = x(t) — 211 e dunque, essendo arctan( = 0, {

: _ 42
{ txgil—’)_ f;t v ; ponendo y(t) = tx(t) ho che ¢(t) = tz(t) + x(¢) e
. (®)
g =ty t2 /t /y dy
dunque t—=1= sds = — =lo t)| = yt) =
ave{ 950G [t [T —toglyto] = w0

i2
2 t 51
=e7 = a(t) = y®) =

, ove il segno e stato preso positivo

per via dei dati iniziali.

T = ;1';2 Yy = y2
#(0) =1 ; ponendo y(t) = i(t) otteniamo { %(0) =1
t
2(0) — o(t) = J2 yls)ds
t y(t) 1 1
t= ds=/ d—gzl——é—zl—tjy(t)—ié
0 1Y y(®)  y(t) 1—t
:>x(t)—/t ds = —log|l -t
o 1—s & '

‘T —x = 0: il polinomio caratteristico associato all’equazione & P(\) =

= A\* — 1, che ha per radici 1 e +i, quindi 'integrale generale dell’equazione
& crel + cqet + c5cost + ¢y sint.

T +6% + 9z = 0: il polinomio caratteristico dell’equazione ¢ P(\) =
=M 4+6)\2+9= ()\2 + 3)2, che ha per radici +1/3i con molteplicita
doppia, dunque l'integrale generale € ¢y cost + cot cost + cgsint + c4t sint.
% —# — ai + ax = 0: il polinomio caratteristico & P(A\) = A% — A\?—
—aA+ar=(A—-1) ()\2 - a): se a < 0 ho una radice reale e due
complesse coniugate, dunque I'integrale generale & ¢, e’ + ¢ cos (\/jozt) +
+ sin (Mt), se « =0 ho 1 come radice singola e 0 come radice
doppia, quindi l'integrale generale & cye’ + cot + c3; se invece a = 1,

1 e radice doppia e —1 e radice singola e dunque l'integrale generale

e cre! + cote! + cse”t; infine, se 1 # a > 0, abbiamo tre radici reali
distinte e dunque l’integrale generale & cie + coeVOl 4 cqe VoL,

=2t +5x=0
#(0) =5 : P(X\) = A% — 2)\ 4 5 ha per radici 1 # 2i, dunque
z(0)=1
le soluzioni dell’equazione saranno del tipo z(t) = c;e’ cos(2t) + coe’ sin(2t);
imponendo le condizioni iniziali otteniamo che



{ #(0) = c1€% cos(2 - 0) — 2c1€%sin(2 - 0) + c2e%sin(2 - 0) + 2c2et cos(2-0) = ¢y +2c0 =5

z(0)=c =1 ’
dunque (¢, co) = (1,2), cioe la soluzione & e’ cos(2t) + 2¢” sin(2t).
T 4+:=0
#(0) = 2 ) . . .
(b) #(0) = 2 : PA=X 4+ A= AA—19)(A+1i), dunque la soluzione
z(0)=0
sara del tipo c¢; + co cost 4 c3sint; imponendo le condizioni iniziali
Z(0) = —cocos0 — c38in0 = —co =2

hoche { #(0) = —cosin0+c3cos0=c3 =2 ,dunque (¢1,co,c3) = (2,-2,2)
2(0)=c1+c2=0
e dunque la soluzione & z(t) = 2 — 2cost + 2sint.

i -2 =0
i (0) =4
(¢) { #0)=0 P =M -2+ 1= (A2 —1) = A+ 1)2(A—1)?,
#(0) =0
z(0) =0

dunque z(t) = cie’ 4 cate® + cze™! 4 cute™; con le condizioni iniziali

7 (0) = (e1 + 3c)e® + c20e® + (3cy — c3)e ™ — 0670 = ¢y + 3¢y —c3 + 3¢y =4
#(0) = (c1 + 2¢2)e” + 20 + (c3 — 2¢4)e 0 + 4067 =1 +2co +c3 —2¢, =0
#(0) = (c1 + c2)e® + c20e® + (cq —c3)e ™ —c0e ¥ =c; +ca —c3+c4 =0
2(0)=c1+c3=0

pertanto (c1, co,c3,¢4) = (—1,1,1,1) ecioe z(t) = —e' +te! + et +te .

troviamo che

¥ — o
4. { i(g)@() : se a>1, la funzione |z|* & localmente Lipschitziana in

d
quanto [lz]* — l*] < sup \dw [ — 4] = aM®[z — y], e dunque
z

z€[—M,M)|
per il teorema di Picard la soluzione del problema di Cauchy é unica;
questa soluzione & la soluzione banale z(t) = 0, perché la condizione in-
iziale ¢ un punto di equilibrio del sistema. Se invece « € (0,1), & pos-
sibile trovare altre soluzioni con il metodo di separazione delle variabili:

_ Y de e 2(t) ()]
=)

|| T 1o z(t)] = 1—a :>|x(t)|1ia:|t|(1_0‘):>

= z(t) = £((1 - oz)|t|)ﬁ sono altre due soluzioni del problema.
5. |@(f)(z) = ®(g) (=) = ’/0 (zy)*(f(v) —g(y))‘ S/O 2| *y*1f (y) = g(y)|dy <

o 1
i _ ”f_g”oo
0 a+1

, dunque ® ¢ una

1
« Y
< — — —
<If gHoo/O ly|“dy = [|f — gllo [a 1

<1

contrazione, perché 1
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 11 (11 DICEMBRE 2009)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI, RIPASSO

.o x4t . t t . P x(t)
1. (a) r=e cx(t)=e*Wel > el —1= [ e%ds= L(S) ds F=20) e Tdr =1 — e~ S
z(0)=0 0 o ev(s) 0

2—e "= a(t)=—log(2—¢").

. 3 2
& =e" T arctanx o T
(b) : la condizione iniziale € un punto di equilibrio

z(0)=0
per il sistema, dunque la soluzione ¢ z(t) = 0 Vt € R.

y» — T t ds t s du ¢
(c) { i&) t_+_t110gt :a(t) = e < (—1 +/ e~ 7 W slog sds) = elost (—1 +/ €_log8810g5d5>
t 1_ t ' ¢ ’
+/ SOngS):—t+t/ logsds:—t—l—t([slogs]ﬁ—/ zds>:—t+t(tlogt+1—t)=ﬁ21
0 1 !

s
L i .92 . t : 3t t x(f) d
(d) :c smfcosxsm teost : L —sin?tcost = o :/ sin25cossds:/ . x
z(0) =% sin  cos © 3 0 = sinzco
(1) cos2 g + sin & M) cosz  sinx
_ oS TS T~ dz = [log(sinz) — 1 20 — Jog(tan(z(t)))
/j; ppn /j{ - + - [log(sin z) og(cosnc)]Z og(tan(z(t)))
sin3 ¢
= arctan (eT).
T—x—6x=0
2. (a)  #(0)=1 PN =X = A—6=(\=3)(A+2) = z(t) = 13" + cpe?;

z(0) =2
.. . o 2(0) =310 — 20906720 =3¢y — 20 =11
determiniamo c¢; e ¢ imponendo le condizioni iniziali: { 2(0) = 1+ cp = 2

dunque ¢; =1 =cy = 2z(t) =

e
T—6x+10x =0
(b) ¢ 2(0) = —1 tPA) =X —6A+10=A=3—9)(A—=3+1i) = z(t) = cre ¥ cost + cpe™
z(0)=1
imponendo le condizioni iniziali trovo che
#(0) = 3c1e3%cos 0 — ¢1e39sin 0 + 3c2e®0sin 0 + coe 30 cos0 = 3¢; + ¢y = —1
2(0) = ¢ = 1 = (ene2) = C
= x(t) = e ¥ cost — de ¥ sint.
T -3i+3t—x=0
(c) igg; z ? PN =X =30 430 —1=(\—1)3= z(t) = cre’ + cate! + cat?e! =
z(0) =2
#(0) = (c1 + 22 + 2¢3)e” + (ca + 4c3)0e0 + ¢30%e” = ¢1 + 2¢o + 2¢3 = 2
=<{ (0) = (c1 +c2)e’ + (e2 + 2¢3)0€% + c30%€® =¢; + e =1 = (c1,c2,c3) = (2
(O) =C = 2

= x(t) = 2e* +te' — %!,



T +8x =0
() zggg f}f CPO) =X 48=(A+2) (A2 —2\+4) = (A +2) (A+1—\/§z’) ()\—1+\/§i) :
x(0) =3
= cre 2 4 o€t cos (\/§t> + c3el sin (\/gt) =
i(0) = 4c1e?0 + (2v/3c3 — 2¢2) €% cos (V3 - 0) + (—2v/3Bcz — 2¢3) €”sin (V3 0) = 4cy — 2o
= z(0) = —2¢,€20 + (CQ + \/gcd) e cos (\/3 . 0) + (03 — \/302) €% sin (\/§ . O) = —2c1+cy+ V
2(0)=c1+c2=3

= (c1,¢0,¢3) = (1,2,1) = 2(t) = e 4 2¢’ cos (\/?;t) + €' sin (\/§t>

3.5 —2=0PA)=XN-1=OA-1)(AX+A+1)=(A—-1) <A+;—\/§i> </\+;+\/2§i>:>x(t):

3 : 3
+0267% cos ({t) + 6367% sin ({t sono tutte le soluzioni dell’equazione;

imponiamo ora le due condizioni: essendo z(0) = ¢; + ¢2, la prima con-

.. . . . / t—4-00 N
dizione equivale a dire ¢; = —cg; inoltre, affinché z(t) = = 0, dovra es-

sere anche c¢; = 0; riassumendo, le soluzioni che rispettano entrambe le
condizioni sono tutte e sole quelle in cui ¢; = 0 = ¢3, cioe quelle del tipo

3
z(t) = cze” % sin ({t) , al variare del parametro reale cs.

Z+ar=0
z(0) =0 : sea =0, le soluzioni dell’equazione sono z(t) = ¢; + cof,
z(1)=0

2(0)=¢1 =0
x(1)=c1+c2=0"
e quindi c’e solo la soluzione banale; se invece o < 0, le soluzioni sono del

e imponendo le condizioni otteniamo { cioe c; = 0 = co,

tipo z(t) = c1eV ™ + cye” V™, dunque con le condizioni iniziali abbiamo
z(0)=c1+c2=0 . .
, e anche questo sistema ci da solo la
{ (1) =creV ™+ eV *=0 d
soluzione banale; infine, se a > 0, le soluzioni sono ¢; cos (vat) + ¢z sin (vat),
. L . 0)=c1=0
e imponendo le condizioni otteniamo { iglg _ 2 cos(y/@) + ¢ sin(y/a) = 0 :
la prima equazione ci dice che ¢; = 0, la seconda che ¢y sin(y/a) = 0: se
Va & 77 allora sin(yv/a) # 0 e dunque anche in questo caso c¢’¢ solo la
soluzione banale, mentre se v/a € 7Z la seconda condizione & verificata
per ogni ¢; € R; dunque, Vn € N abbiamo che per a = n?z? ci sono come
soluzioni non banali z(t) = cg sin (nt) al variare del parametro reale cs.

i=y(x+y)"
y=az(z+y)"
z(0)=1
y(0)=0
w:x+y:(x+y)n+1 :,wnJrl
i=it—yg=W-v)(@+y)" =—zw
w(0) =z(0) +y(0) =1
2(0) = 2(0) —y(0) =1

w=x+Y

otteniamo

: con il cambio di variabile {

n

che : la variabile w(t) puo essere



dw 1 w(t)

trovata esplicitamente per separazione di variabili: ¢ = / ds = / = { ] =
wn—i—l nw" 1

1 1 1

1
=—— = =1-—nt = w(t) = ————; a questo punto puo
n nw™(t)  wr(t) ®) V1—nt 4 P P
b = — 2 log(1 — nt log(1 —ns)]’ bods
essere trovata anche la variabile z(t): ‘ I=nt = 8l ) = 8l ) = —/ =
z(0)=1 n n o o 1—mns
= V/1 — nt; dunque, tornando alle variabili di partenza, otteniamo che
.T(t) — w(t)+z(t) — 1 + V1—nt
(t)z ® 2 Y1—nt 12 -
_ w(t)—z2 _ 1 V1i—n
y(t) = 2 T 2¥1l-nt 2
& e~ N
6. (a) Z ¢ una serie a termini positivi che converge totalmente in
=n +1
© e~ N > e—né
ogni insieme del tipo [§, +00), perché sup < +00;
) w€ls,400) n+1 z:;)n+1
dunque, & lecito scambiare serie e mtegrale ottenendo cosl
+o00 00 nx ] o0 e}
| N W e R et
0 = n—l—l 0 n—l—l noJ, n:On(n—i—l)
o0 —nx . oo
e " gin(nx e " sin(nx
(b) Z # converge totalmente in [0, +00), perché sup # < sup
= n+1 heclstoo) | ntl =0 2E[6,+00
—né e nx > —nx
e~ " sin(nzx) le~"* sin(nx)| e
= 400, e inoltre _ < ,
nZ;)nJrl ; n+1 Z n+1 _gnle

che ¢ integrabile per quanto visto in precedenza, dunque c’e equidom-
inatezza e quindi é possibile scambiare serie e integrale:

/+°° i T gin(nx) Z /+°° T sin(nx) du (y=naz) i 1 /+°° e~V sinydy = /'+
n+1 n+1 —nn+1) Jo 0
+oo +oo +oo
[—e Ysiny] ™ + / e Y cosydy = / e Ycosydy = [—e Y cosy| ™ — / e Ysinydy = 1-
0 0 0

/+°° Y ginudy — 1 /+°° i e e Sin(nx)d N 2/+°° i e e sin(n:z:)d 1o
- e Ysin =1- ———dx ———dx =
vy = o n+1 0 ¢ n+1

+oo
1
:/ e sm(nm)dx _1
n+1 2
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 12 (18 DICEMBRE 2009)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI

1. (a) &+ =e" il polinomio caratteristico @ P(\) = A% 4+ 1 che ha per
radici +4, dunque ’'omogenea associata ha per soluzioni ¢ cost + ¢o sin t:
troviamo una soluzione particolare del tipo Z(t) = ae’ = z(t) + z(t) = 2ae’,

dunque ho una soluzione particolare per a = 3 e quindi l'integrale

t
generale dell’equazione & x(t) = ¢y cost + cosint + %

(b) ¥ —2i — 4x = 1: il polinomio caratteristico P(\) = A\*> — 2\ —4 ha
per radici 2 e 1414, quindi 'omogenea associata ha per soluzioni
c1e?! + coe "t cost + cge ' sint; cerchiamo una soluzione particolare

. 1
deltipoZ = a =z —2r — 4T = f% =a= L quindi l'integrale gen-

1
erale dell’equazione ¢ 2(t) = ¢y + coe ' cost + cze ' sint — T

() Z4+i—d—ax=c: PN =XN+X=-A-1=A+1)>3*\-1),dunque
Pomogenea associata ha per soluzione cie’ + coe™" + cgte™": cerchi-
amo una soluzione particolare del tipo z(t) = ate’: T +2 — 2 — 7 =

1
=a(t+3)e' +a(t+2)e' —a(t+1)e' — ate' = 4ae’ = a = 17 z(t) =

t —t e et
=c1e" +coe” " +cgte” " + e ¢ l'integrale generale.

(d) & +2i 4+ x =tsint: P(A) =A* +2)% +1 = (A + 1), dunque 'omogenea
associata ha per soluzioni z(t) = ¢; cost + cat cos t + c3sint + cstsint;
cerchiamo ora una soluzione particolare del tipo z(t) = at® cost + bt cos t+
+etdsint + dt’sint =7 2% + & = at® cost + (b — 12¢)t* cost — (8d+
+36a)t cost + (24c — 12b) cost + ct3sint + (12a + d)t* sint + (8b—
—36¢)tsint + (24a — 12d) sint — 2at® cost + (12¢ — 2b)t* cost + (12a+
+8d)tcost + 4bcost — 2ct®sint — (12a + 2d)t* sint + (12¢ — 8b)t sin t+
+4dsint + at® cost + bt? cost + ct®sint + dt? sint = —24at cost + (24c—
—8b) cost — 24ct sint(24a — 8d) sint = (a,b,¢,d) = (O7 —é, —i, 0) =

t3sint 1% cost

=I(t) = — 51 g = x(t) = ¢y cost + catcost + czsint + et sint—
t3sint  t?cost . ..
5y g ¢ I'integrale generale.
& + 3x = cos(3t)
2. (a) ¢ #(0)=0 : P(\) = A\? + 3, dunque 'omogenea associata
z(0)=1

ha per soluzioni ¢; cos <\/§t) + c9 sin (\/gt) ; cerchiamo una soluzione

particolare del tipo Z(t) = a cos(3t) + bsin(3t): T + 3z = —9a cos(3t)—
—9bsin(3t) + acos(3t) + bsin(3t) = —8a cos(3t) — 8bsin(3t) = T(t) =



3t
= — cosg( ) , dunque l'integrale generale € ¢; cos (\fSt) + co sin (\/gt) —

~ cos(3t)

; imponiamo ora le condizioni iniziali:

8
z(0) = —v/3¢y sin (\/§ . 0) + 1/3d5 cos (\/3 . 0) + %sin(3 -0) = V3 =0 N
z(0)=c—%=1
(7 T cos(3t)
= (c1,02) = (8,0) =z(t) = g oos (\/gt) -
i+ 6@+ 9z =%
z(0) =2 : P(A) = A2 +614+9 = () + 3)?, dunque 'omogenea

2(0) =0
. .. —3t —3t. . .
associata ha per soluzioni c;e + cote™"; cerchiamo ora una soluzione

del tipo Z(t) = at’e ™" = & 4+ 62 + 97 = a (9t — 12t + 2) e " + 6a(2t—
t2673t

73t2) e 3 4 9at?e ™3 = 2ae73 = I(t) = , quindi I'integrale gen-

26—31‘,

erale & cre 3 4 cote 3t + ; imponiamo ora i dati iniziali:

#(0) = =3c1e™*0 + 03(1 =300+ (0= 50%) e720 = —2¢p = =2 _
2(0)=c; =0
t2
= (e1,¢2) = (0,-1) = z(t) = 567315 — te 3,

T —6i + 11d — 62 = 6et

jgggzi’g PN =X —6A2+11A—6=(A—1)(A—2)(A—3),
z(0) =4

quindi le soluzioni dell’omogenea sono c1e’ + coe® + c3e®; cerchiamo
una soluzione particolare del tipo Z(t) = ae*® =z —6% + 112 — 62 =
= 64ae* — 96ae’ + 44e*t — 6 = 6e* = Z(t) = ¢**; imponiamo ora
Z(0) = 10 + 4cye?0 4 9¢5e30 + 16e*0 = ¢; + 4cg + 9¢5 + 16 = 30
i dati iniziali: #(0) = c1€% + 2¢2€%0 + 33630 + 4e0 = ¢ + 2¢o + 3c3 +4 =10
x(0)=c1+eca+ez+1=4
(c1,¢2,¢3) = (1,1,1) = x(t) = ' + €% + &3 + .

| zloglz| sex#0
o { 0 se x =0 : innanzi tutto, se xg = 0 oppure xg = £1
z(0) = o
la soluzione del problema ¢ costante x(t) = xg, perché questi sono gli
zeri della funzione z log |z|; altrimenti determiniamo la soluzione per
dx
xlog |z|
—log |log ||| = log|log |z(t)|| = t + log [log |zol| = |log | (t)[| =
= |log|zo||e" = log [2(t)| = log |zole! = |a(t)] = |zo|* = x(t) = sign(xq)|xo|*,
ove i moduli sono stati tolti tenendo conto del dato iniziale. Co-
munque prendo g € R, soluzione ¢ definita V¢ € R, dunque 'intervallo
massimale di esistenza della soluzione & (—oo, +00).

t z(t)
separazione di variabili: ¢ = / ds = / = log |log |z(t)||—
0 x

T=a%—x . R
2(0) = : la soluzione ¢ costante x(t) = x¢ se xo = 0 oppure

zo = +1, altrimenti la determiniamo per separazione di variabili:



(a)

dr 1 0 gy 1[0 gy *(®) dg
e[
-z 2 r+1 2 s T—1 w0 L

_ log |x(t) — 1] log |xo — 1] N log |x(t) + 1] log|zo + 1]

5 —log |z(t)|+
z(t)2—1 z2—-1
+log|ag| = os || 7| og [FE L F L
og|zo| = - og | ———| =log | ———
& 2 2 & x(t)? & x3
z(t)? -1 3 —1] o 1 )2 -1 a3 -1 4
2t = 2 |- 2 =10y = 7~ 2 ¢ =
x(t) zg x2(t) x(t) xg
I (P o o\ P S N
2(0) 7 = B @D

questa soluzione e definita fin tanto che I’argomento della radice &
positivo, ovvero zg > (2§ — 1) e*: se |zo| <1 il termine a destra
non ¢ mai positivo e dunque la condizione & sempre verificata, cioe
I'intevallo massimale di esistenza ¢ (—oo,+00); altrimenti, la con-

2 2
.. N X .
dizione ¢ vera < €% < 270 &t < log 9 _ e dunque lintervallo
5 —1 Ty —1

22

massimale di esistenza ¢ | —oo, log 5 o 1
12 —
0

& = |z| arctan (e®)
2(0) = xg

perché la funzione |z|arctan(e”) si annulla solo in 2 = 0. Inoltre,

||z| arctan(e®)| < g|x|, e dunque le soluzioni sono definite per tutti i

tempi per qualsiasi scelta del dato iniziale.

g'c:{ x?’sin(%) sex #0

0 sex =0 : ipuntidiequilibrio sono gli zeri
z(0) = xo
. 3. (1 1
della funzione z°sin | — |, ovvero x =0 e = = T per k€ Z. Se
x T

|zo] < —, il dato iniziale si trova in mezzo a due punti di equilibrio
0

e dunque la soluzione ¢ definita per tutti i tempi; se invece xg > —,

*o dx Foo dx
I'intervallo massimale ¢ / —T s / — v | che ¢il-
1 z¥sin (2) Jay @3sin (1)

: I'unico punto di equilibrio del sistema & I’origine,

teo dx T dy
limitato a sinistra ma non a destra in quanto —_— & — < +09;
z3sin (1) x?
xr

Zo 0

Oox?’sm(l) .

1. . o dx
analogamente, se £y < —— l'intervallo massimale —_
™ xr

¢ illimitato a destra e limitato a sinistra.

Se VF(zg,y0) =0, allora (z¢,%0) ¢ un punto di equilibrio e quindi
VF(z(t),y(t)) = VF(xo,y0) =0, in particolare & vero passando al

t — +o00; viceversa, %F(w(t%y(t)) = (VF(z(t),y(1)), (2(2),5(1))) =



— (TF((t), y(), ~VF((t), (1)) = —[ VF (), y(®)| < 0, dunque
t — F(x(t),y(t)) & una funzione decrescente e inferiormente limitata
e pertanto avra un asintoto orizzontale e quindi — ||V F(z(t), y(t))||* =
d
= 2 F(a(),y(8) 7570, ovvero [V (x(t) y(0) | T 0.
(b) =22y ??75(%9) =2e+2y [ F(z,y) =2+ 22y + 61(y)
§=—2r—4dy Gy (Ty) =2z +4dy F(a,y) = 2xy + 2y° + g1(x)
= F(x,y) = 2% + 22y + 2y° = (z + y)> + y*> > 0 e quindi in partico-
lare F' & limitata dal basso.
t—+oo

(¢) Per quanto visto in precedenza, |VF(z(t),y(t))]] = 0,maVF(x,y) =
= (22 + 2y, 22 + 4y) si annullasolo in (0, 0) e |V (x, y)||* = (22 + 2y)*+
+(2z + 4y)? 2 oo; di conseguenza, essendo V F'(z, y) continua,
ho che [[VE (z(), y(0) | 75 0= [VF(0,0)]| & (2(t), y(1)) "5 (0,0),
e dunque deve essere (z(t), y(t)) S (0,0) per qualunque scelta del
dato iniziale.

6 i =4y (22 +y? - 2)
" g = —da (22 4y - 2)
22 4+ 9% — 2 = 0, cioe quelli appartenenti alla circonferenza centrata nell’origine
e di raggio V2, e quelli in cui (4y, —4z) = (0,0), cio¢ Porigine; cerchiamo

: 1 punti di equilibrio sono tutti quelli in cui

»— OH
ora una funzione Hamiltoniana H € C* (RQ, R) tale che gc 9y (z,9) :
§=—g(zy)

se esiste H siffatta, sara anche una costante del moto;
{ %(a@y) =4y (2% +y* - 2) =42y + 4y° — 8y
—%—f(w,y} = —dz (2 +y* - 2) = —42® — dzy® + 8z
_ [ Hwy) =202 +y' — 4y + g1 (2)
—H(x,y) = —a* — 22%y° + 42® + g2(y)
—da? —4y? + 3 = (:c2 + 9% — 1) (ac2 + 9% — 3). Essendo questa una costante
del moto, le traiettorie saranno contenute nelle curve di livello di H, ovvero
negli insiemi tali che (332 + 92— 1) (332 +y? - 3) = ¢, dunque per poter
disegnare le traiettorie e sufficiente sapere come sono fatte queste curve di
livello: (2% +¢% —1) (2> + 94> =3) —c= (2 +¢°)° =4 (® +?) + (3—¢) =
=0=>22+9y*=2+Vc+1: se c<—1 le curve di livello sono vuote,
mentre la curva corrispondente ¢ = —1 ¢ la circonferenza 2+ y2 = 2; se
—1 < ¢ < 3 le curve sono formate da due circonferenza centrate nell’origine

aventi raggio \/2 ++Vve+1le \/2 — v c+ 1, mentre per ¢ = —3 ottengo la
circonferenza di raggio 2 e quella di raggio 0, cioé l'origine, e infine quando
¢ > 3 la curva di livello ¢ formata da una sola circonferenza di raggio

A/ 2+ +v/c+ 1; in particolare, tutte le traiettorie del sistema avvengono su

circonferenze centrate nell’origine.

= H(z,y) = ot 4+ yt + 2227 —
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 1 (28 SETTEMBRE 2009)
LIMITI E CONTINUITA IN PIU VARIABILI

z?y %y (@ + )y (2.4)=(0.0)
1. li ——— =0 hé —-0| = < =0,
2,2
(b ( %Hn( : % non esiste perché lungo la traiettoria (z,y) = (¢, 1),
x,y)—(0,0) T y
! w2y? ”
lim ———— = lim ~— = 2 mentre lungo la direzione
@y)=0.0) T4 +yt| iy 1902
2
%y :
x,y) = (t,0), lim —_ =1lim0=0.
(@y) = (©,0) (2,9)—(0,0) 24 4+ y* (zy)=(t,0) 70

4

lim ——~— non esiste perché lungo la direzione (z,y) = (¢,0),
(z,y)—(0,0) 8 + Y2 p g (z,y) = (£,0)

zty
8 4 2

8
= 0 mentre lungo (z,y) = (¢,t*) il limite diventa lim — =

1
t—0 2t8 2"

62x2+2y2 —1
( %mt N = 2 perché passando in coordinate polari il
x,y)—(0,0 x Yy

€2’ — 1
limite diventa lim — =2
p—0 p
Vzy?|
2. (a) f(r,y) =< =2ryr 5 (,9) # (0,0) & oyviamente continua in tutti

se (z,y) = (0,0)
i punti diversi da (0, 0), quindi studieremo la continuita di f nell’origine:
la funzione non & continua anche in questo punto, perché lungo la

¢ 1
traiettoria(z, y) = (¢,¢) si ha che f(z,z) = prars R N =01,
arctan(zsy) 3
(b) flz,y) = St (z,y) # (0,0) ¢ continua in tuttii punti
0 se (z,y) = (0,0)

arctan (%) | 2%y (0%)° (v)"
VETy | T VBT Rt

< (a® +y4)(%+%*%) = (a® +y4)% @¥)200)

<

diversi da (0, 0) e lo ¢ anche nell’origine. Infatti

< <
8 + y4
lfcos(w 'qf'q)
(c) flz,y)= (z—1)>+y? se (,y) # (1,0) ¢ continua su tutto R?
0 se (z,y) = (1,0)
¢ ovviamente continua per (x,y) # (1,0) e lo ¢ anche in (1, 0), perché

1 — cos (z%y — y) 1—cos (y (22— 1)) || 2 (9:2—1)2
(—1)+y? y?(z? —1)2 (x—1)2 + y2

= lim v 1>2 < (v°+(z—1)?) (=* — 1) _ a? —1 (@y)=3(1,0)
(z,9)—(0,0) 2 ((z — 1)2 + y?) 2((x —1)2 +12) D)

im =
(,y)—(0,0) (2,9)—(0,0)

0.




(e+v?)"
(d) log ( ety se () #(0,0) non & continua nell’origine perché
se (z,y) = (0,0)

lungo la traiettoria (z,y) = (¢'¢*) illimite  lim lo M
g e @m0 o\ 2ty

: . 2)\ _ .
diventa %E)% log ( o ) = }% log 2 # 0.

3. lz +yll? = (= +y,x +y) = (z,2) + (2, y(+y, 2) + (v, 9) = [2]* + [yl + 2z, 9) = ||=]]* + [|ly[®
perché per ipotesi (z,y) = 0.

2

PO k) R e P Jzty a+y voy r—y\_letyrty) @-oyr-oy
2 2 S\ 2 72 2 72 /0 4 4 B
_lwo) +lyy) +2ey) | (@2)+Gy) -2y || =2 N lyll> CYN (B N lyll*

42 ) 4 4 4 2 4 4
C(wy) [l 4yl
2 2 '
P
5. (a) Come da suggerimento, cerchiamo il massimo della funzione f(z) = zy — —:
poiché f(0) =0, lim f(z)=-—ccef(z)=y—aP ' =0 <= y=al"! <= z= Yy,
T—+00
1 » 1 p 4
allora max [0, +00) f = f (yﬁ) =yt Syt = (1 - ) Y1 = i’
P P z? q b 1
dunquexy:aj——i—f(x)gx——&— max f:x——&—y—.
p p [0,400) p q
(b) Come da suggerimento, applicando la disuguaglianza di Young con
o |an | _ |br | . |an|‘bn‘
T = Tey = + si ha che T T+ <
(Xonzolanl?)® (Xnzo [bn]D) (Xnzo lanP)” (32nZg [bn]1)
x? + Yy lan|? + |bn|? d d
< — 4+ == = = , dunque sommando per
P Py aolanl? a3 g [bal?
N N N
n bn — n p — bn p
n che vada 0 a NV si ha che 2n=o [onll < 2in=o 0] + 2n=o [nl

(55 anlP)? (534 [bal®)? — P Lo lanl? 4322070 bal®”
fo:o |an||bn| < ZZO:O |an|? ZZO:O |bn |P _
B pZZo:oWnlp QZf:olbnlq

e passando al lim siottiene
N

e (Xazolanl?)” (32520 1bal?)
1 1 [ee] fe’e] D ]
=t -=1= lanllbal < (Z |an|p> <Z|bn|‘1> .
p q n=0 n=0 n=0

o0 (o) oo
(c) Se p=1 la disuguaglianza Z lan +by| < Z lan| + Z |b,,| deriva
n=0 n=0 n=0
dalla disuguaglianza triangolare |a, + by| < |an| + |bn|, sommando
poi per n che varia da 0 a IV e passando al Nlim ; se invece p > 1, al-
—00

S v > o lan + bal? o o lan + bulP~Yan + by
lora (Z |an+bn|P) - > o |0 + bnl Yoo lan A+ by |PT ag, 4 by <
n=0

Q= R

p—1 p—1 —

AT . (Z%o lan + bn|P) ® . (ZZO:O lan + bn[P) 7
< ano |an||an + b [P + ano |bn||an + b [P <

> p—1 =

(Xnzo lan +buf?) 7




p—1
p—1

< (Zn——0|a’n| )1 <§ n=0 (\an+bn|l’ 1)17771) P e’} P\p 00 »
(E n= |b | )'1 (§ - —
n=0 V1 v n— (| p—1

n=0 an‘i’bn‘p 1);7 1> P

o0
(30 lan + bal?) 7
p—1

1

(ch: anp % o0 1
(o lant?)? + (S0 )7 ) (s lan +bal)
() ()

p—1

(Zn=0 ‘an + bn|P) D
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 2 (29 SETTEMBRE 2010)
LIMITI E CONTINUITA IN PIU VARIABILI

4 y4

. Yy . , z—0 y—0
1. (a lim —— nonesiste perché f(z,0) =0"— Oma f(0,y) == =1"—= 1#0.
(@) (z,9)—(0,0) (22 +y2)2 f(z,0) f(0,y) " #+
. 3 P
S0 (6°) _ ) perens |P20)| - e o
l(@,y) =00 x4 + Y2 zh 4 32 2 T2y 1

2
perché 0 < xz—l :m4—x2+1:>x4>x2—1.
- 2 4 - 4

sin (3 sin (y3 3 T m
©  lm (v*) _ 0 perché W) Wl et +e?) | @300 o
(@)—(0,0) 2 + y? gy | T et +y? zt +y?
TYZ z—0

(g;’y’z%iin(()’o}[)) m = 0 non esiste perché f(a:,0,0) =0"—=0
4

maf(x,m,a:Q) = % =

& ovviamente continua in R?

[N
—~
=
~—

ezyzfl
2. (a) flz,y)=1{ gt 5 (z,9)
(@) f(@,9) {0 se (z,y) = (0,0)
eV — 1,501

ma non & continua nell’origine perché f (y*,y) = 50 3 £ 0= f(0,0).
Y
aty®
(b) f(z,y) =< =5+ °° (@) #(0,0) ¢ continua nell’origine perché
0 se (z,y) = (0,0)
1 3 1 3
x4y3 _ (x8)2 (y4)4 - (1;8 +y4)2 (xs _|_y4)4 _ (xs +y4)%+%71 _
$8+y4 l'8+y4 — $8+y4
1
_ (xs + y4) i (m,y)j(O,O) 0.
tan(zyz)
(c) flz,y,z) =4 =*+y°+=° se (2,4,2) # (0,0,0) ¢ continua nell’origine
0 se (z,y,z) = (0,0,0)
t t
perché lim M = lim an(zyz) TYz _
(2,9,2)(0,0,0) T2 + Y2 + 22 (24,2)=(0,00) xYyz 124y + 22
1 1 1
= lim rY= e ryz _ (%)% (v%)* (¢°)? <
(2,9,2)(0,0,0) 22 + Y2 + 22 |22 + y? + 22 242422
1 1 1
< (x2 +4% 4+ z2) 2 (x2 +9% 4+ z2) 2 (x2 +y% + 22) 2 _ (332 LR 22)% (gc,y7z):>>(0,070) 0
- z? +y? + 22 '
Y e~ dt
(d) f(z,y) =4 = y=a  5¢7% 7Y & ovviamente continua al difuori
e ™Y sex =1y

della bisettrice del primo e terzo quadrante, ed € continua anche
lungo questa retta, perché, per il teorema della media integrale, si ha



Yy —t? Yy —t?
Lefat Y a
£ — 7% perunopportuno z € [z,y], quindi | L— — ™| =
y—x y—
= e — 7Y (z’y)ﬁzo’xo) e~ — =] = 0.
3. Chiaramente la funzione & continua in ogni punto diverso da (0,...,0).
Nell’origine invece & continua < aj + ---+ a, > 28: infatti, in questo
aq an ay+t-tan
2\ 2 2) 3" 2 2\ =z
caso abbiamo che 0 < 2| o] = (#1) 7 . (@h) * < (it otai)
L)’ @ eetad)’ T @ +ad)
[T owon e Ty 0,...,0 .
:(ac§+~-~+xi) 2 p o Tl?( )0;se1nveceoz1+--~+ozn§2ﬁ,
ait-tan ayttan—28
allora f(z,...,z) = i 57— = il 5 2%,
(nz?) n

4. = Sia A un aperto di R™; allora Vy € A si ha che B.(y) C A, in partico-
lare se y = f(xo) per qualche xy € R"™; inoltre, se f & continua, allora
& — ol <8 = f(2) — f(zo)| < &, ciod f(Bs(w0)) C Be(f(wo)) C A,
ovvero Bs(zg) C f~'(A), dunque per I'arbitrarieta di 29 ho che f~1(A)
¢ aperto.

< Siaxzy € R"; allora B.(f(z0)) ¢ aperto in R™ e dunque £~ (B.(f(x0)))

¢ aperto, cioe ogni x € f~H(B.(f(x0))) ¢ interno e in particolare per
& = o si ha che 36 > 0 tale che Bs(zo) C f~*(B.(f(20))), ma allora
f(Bs(zo)) C Be(f(x0)), cioe f & continua in xg, che perd & un punto
arbitrario e dunque f & continua.

COs T

e

5. 0 < f(z,y) = <e= f(0,0) = max f = e; inoltre,
fx,y) 17221 7 it (ay) = £(0,0) = max f

If(z,y)] < m ”(m’y)J%OO 0 e dunque iﬂréff =0, e non & un min-

imo perché f(x,y) > 0V(x,y) € R?
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 3 (12 OTTOBRE 2010)
DERIVAZIONE IN PTU VARIABILI

—2_  se (z,y) # (0,0
1. (a) f(z,y) =4 V=+y? (z.9) # (0,0) ¢ differenziabile al di fuori
0 se (z,y) = (0,0)
dell’origine, perché rapporto di funzioni differenziabili; nell’origine la
funzione ammette derivate parziali, entrambe nulle, perché, essendo

. ... of . f(h,0)—f(0,0) .. 0-0
nulla lungo gli assi, si ha %(0, 0) = }lzlgb B ——— }lllg}) = 0, 2
th,tk) — t°hk
inoltre esistono le derivate direzionali in quanto lim 1 (th, tk) — 1(0,0) = lim ————— =
t—0+ t t—0+ t/12h2 + t2k2
7}”{ tuttavia, la funzione non & differenziabile nell’origine

= V) via, Z z

h2+k2()()<()()> g()

, ) f(h, k) — f(0,0) — (Vf(0,0),(h,k . f(hk

erché  lim = lim ——V——— =

P (h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (h,k)—(0,0) \/h2 + k2

lim # 0 perché per h = k questa quantita vale costan-

- (h,k)—(0,0) h? + k2

1
temente —.
2

sin(w2+y2)
(b) flz,y) = { 22 4y? se (,y) # (0,0) ¢ chiaramente differenzi-

1 se (z,y) = (0,0)
abile in R*\{(0,0)}, inoltre nell’origine ammette derivate parziali
in hz) . o . 2 2
of : (2 -1 sin (h?) — R? 2 (sin (h?) — h?)
hé = = lim ——— = lim ———~—— = lim &
PEFERe Bz (0,0) 750 h B0 h3 B0 2 (h3)
. 2hcos(h?)—2h 2 ., cos(h?) -1 B3
=t g = i g oy O < e
sin(kz)
kQ

analogamente ?(0,0) = lim = 0; la funzione e inoltre

k—0
differenziabile (e dunque ha derivate direzionali) perché

im f(h7 k) B f(ovo) B <Vf(0, 0)7 <h7 k)>
(h,k)—(0,0) VhZ + k2

sin(h2+k? sin(pQ)
—  lim 7%_1":@@17”2 1y
(h.k)=(0,0)  Vh2 + k2 p—0 p '
(c) f(z,y) = v/ 28 + y? nell’origine ammette solo la derivata parziale nella
of Vh8 h? of V k2
abil he &7 i Y o af oy _
variabile x, perché o (0,0) Lim —- Lim = 0 ma By (0,0) Jim =

VI

= lim ——
. hA)O k . . . . . . .
bile, e ammette derivate direzionali solo in direzione dell’asse x perché

= +00; dunque la funzione non puo essere differenzia-

i Vt8h8 + t2)2 i VO3 + k2 +oo sek #0
m ——— = lIm — = .
t—0+ t t—0+ Vit 0 sek=0



: 1
(d) flz,y) = (x)y " (x2+y4) se (z,9) # (0,0) ammette derivate parziali

se (z,y) = (0,0)
entrambe nulle nell’origine perché & nulla lungo gli assi, inoltre & dif-
ferenziabile (e dunque ha tutte le derivate direzionali) perché

‘f(h, k) = £(0,0) = (V£(0,0), (. })) ’ _|rksin (=) | i N
Vh2 + k2 VR2+ k2 | T VPR T O VR2+ k2

(h7k):>>(070)

= [n] 0.
T 2
(¢) flz,y,2) =4 sy ¢ (#:4,2) #(0,0,0)
0 se (z,y,2) = (0,0,0)
ali tutte nulle perché ¢ nulla lungo gli assi, inoltre ha tutte le derivate
direzionali in quanto lim f(th, th, t) = (0,0,0) _ lim t*hk? —
4 t—0+ t T o0+ t3R2 13k2 + £76 =
) hk? hk2
= lim — = ’
t—s0+ h2 4+ k2 + 456 h2 4 k2
f(h,k,5) — £(0,0,0) — (V£(0,0,0), (h, k, 7))

lim
(h,k,7)—(0,0,0) Vh2+ k2 + 52

quest’ultima quantita per h = k = j vale

ha derivate direzion-

ma non ¢ differenziabile perché

# 0 in quanto

n S SRS
(2h2 + hS) v/3h2 V3(2+h?) 2V3

3,3
x
2. (a) f(z,y) = P & di classe O su tutto il suo insieme di definizione,
£ Y

che & R?\{(0,0)}, dunque basta estendere la funzione nell’origine;

ey lVatVyt _ eyl iVt 1yt w00
gt = ot ot =lzyl "=

ponendo f(0,0) = 0 la funzione puo essere estesa con continuita; resta

da vedere se sono continue anche le sue derivate parziali: essendo la

funzione nulla lungo gli assi, le derivate parziali nell’origine sono en-

poiché | f(z,y)| = 0,

0 z z 0
trambe nulle e quindi bisogna solo verificare se a—f(x, y) ( ’”3(0’0) 0 ( ’”Z(O’O) 6—f(x, Y),
€ Y
) 3a2y3 (x* + y*) — 426y
ma questa condizione ¢ verificata perché —f(x, y)‘ = Y ( Y ) 5 L
Ox (x4 +y%)
_ 2By —aty| VetV 3y’ —aty| Vet gttt (360 + [2ty])
(x* +y4)° (@t +y4)? a (x4 y*)?
3|y|y? 4 3yl (z* + o4 3}
_ 3yt +lvlet 3l (e +yh) 3ly] @300 o |08 Lm0
xt 4yt x4yt dy
z3y? w3y? 23 (xG + y2)
b = ——— &diclasse C* su R*\{(0,0 = =
(b) f(z,y) {EG-i-er 1 classe su R*\{(0,0)} e [f(z,y)| 26 2| = 26 + 2

= ’x3| (:c,y):;(0,0) 0, dunque ponendo f(0,0) = 0 posso estendere f ad

una funzione continua su tutto il piano; tuttavia, questa funzione
non & C' perché solo la derivata parziale in x & continua: infatti,

8f( ) 3x2y? (x6+y2)—6x8y2 3x2y2|y2—3x6| - 3z (x6+y2) (y2—|—3$6)
—(z, = = < =
T (5 + 42 (@ + 17" (@5 + )
3236 2 3236_|_32 . 23 6 2_233
_ 3 (290 t)y)S z (6%‘ 2y)zgxﬂ 0300 0f o 2y +y) 20
2 +y % +y dy (26 + y2)



_ 2 w0200
(a6 +y2)°

costantemente 3

0,0) perché per y = 2 questa quantita vale

3. Supponiamo ¢ = co: se z,, ¢ (¥ allora ovviamente ||z|o < |z|, = +00, se

invece € (P allora x(k) *28° 0 e dunque [#]|oc := sup |z(k)| = | (k)| per
keN

<=

k € N opportuno e dunque [|z[o = |2 (k)| = (|z (l_€)|p); < (Z |x(k)) = ||lz|lp;
k=1

00 % 00 q a-p 00 q
se invece ¢ < +oc allora [z]l, = | Y [e(k)|?] < | D _[=l&Plz®)P ) =zl (D lzm)P | =
k=1 k=1 k=1
a—p P a-p il
=lzlo llzllp <llllp® [lzlls = llzll,- Dunque, ||lz|, <400 = |zllq < [[z]l, < +00 VI <p < g < o0,

cioe x € P = x € /4.

1 sen=k

= x”(k){ 0 sen#k ’

=

(a) x,, € P V1 < p < oo perché ||z, = 2u11\)] lzn (k)] = 1e|lznllp, = (Z |xn(k)|p) = (11’)% =1
€ k=1

(b) x, & una successione limitata in ¥ V1 < p < co perché, per quanto
visto al punto precedente, sup ||z,|/, =1 < 400 V1 < p < 0.
neN

(¢) x, non ha sottosuccessioni convergenti in ¢F per alcun 1 <p < 00
perché non ha sottosuccessioni di Cauchy, in quanton # m = (z, — z,,)(k) =
1 sek=n
=< -1 sek=m e dunque ||z, — zpllp, = {
0 sen#k+#m

quindi ||z, — Zm|lp TS0,

2% se p < 00
1 sep=o0 ’

5. Se f =0, allora ovviamente r%inf = r%axf = 0; altrimenti dzy € R" tale

che f(xp) # 0; supponendo f(xg) > 0, per definizione di estremo superi-
ore trovo una successione {x,},eny C R™ tale che f(x,) — g~ f; inoltre,
essendo sup f > f(zg) >0= lim f(x), x, € una successione limitata,
R ll]|—o0
perché se per assurdo z,, avesse una sottosuccessione x,, tale che ||z, || M2 o
allora si avrebbe f(z,,) P20 # sup f, che & assurdo; dunque, x, ha
]Rn

5 _ n s T Jj—oo _
un’estratta x,, convergente a € R" e percio sup f = lim f(x,,)" = f(2)
e quindi f ammette massimo in T; se invece f(xg) < 0, si puo applicare
questo ragionamento alla funzione — f, dunque — f ha un massimo e quindi

f ha un minimo.
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 4 (19 OTTOBRE 2010)
DERIVAZIONE IN PIU VARIABILI
log(1+z%y?
L (a) flz,y) = { %y;!) se (z,y) # (0,0) ¢ chiaramente differenzi-
0 se (z,y) = (0,0)
abile su R?, inoltre nell’origine ha le derivate parziali entrambe nulle
perché & nulla lungo gli assi, inoltre & differenziabile (e dunque con-

f(h7 k) — f(0,0) — <Vf(0, 0)7 (h’ k)>

tinua dotata di derivate direzionali) perché  lim =

(h,k)—(0,0) Vh? + k?
log (1 + h?k?) ) log (1 + h%k?)  h2k? ) h2k?
= lim — %= lim 573 = lim ——
(h-k)=(0,0) (B2 4 k2)2 (h,k)—(0,0) h2k (h2 +k2)2 (k)00 (B2 4 |2)2

h2k?
(h? + #2)

- (h? + k2) (h* + k?) (k)= (0.0)

e 3 0.
(h? + k2)2

3
2

2y
(b) f(z,y) =4 =+4° se (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)
nulle nell’origine perché ¢ nulla lungo gli assi, inoltre hz; t2ut?:ce le )
derivate direzionali perché }g% f(th, tk)t_ 1(0,0) = tiL% % = til}(l) % =
_ { k—; se h#0

ha derivate parziali entrambe

, tuttavia non ¢ continua (e dunque neppure dif-
0 seh=0

12 1
ferenziabile) perché f (t°,1*) = 212 20 3 #0.
_ [ @ +y) A —em™) se (x,y) #(0,0)
<C> f($7y) - 0 S€ ($7y) = (O?O)
parziali nell’origine perché e nulla lungo gli assi, inoltre ha le derivate
27,2 47.4\ ¢ —t%hk
) ~ (222 + ¢11) (1= em00k)
direzionali <= « > —— perché lim F(th, tk) — £(0,0) = lim =
2 t—0 t t—0 4
(1= ) p2pg (202 4+ p110)° £2hk (12h2 + 1)
= lim ( + ) = lim ( + ) = lim 2! (h2 + t2k‘4)a =
t—0 t2hk t t—0 t t—0

ammette derivate

1
2
= \/% se o = —% ; inoltre, e differenziabile solo per o > 1
14+ 7 9
2

2 AN (1 _hk
pEI‘Ché per a < _% la quantité f(h7 k) - f(070) — <Vf(07 0)7 (h7 k)) _ (h + k ) (1 € )

Vh? + k? N
(4 k)" (1= e®) 2opte (1— )
VET+ 2 C kVREFL
« {67 — k8
ol Qo)A (1 _ ek ) y gajdal3 . Segno(k)2ak4a+2
1m = l1m = lim
k=0 |k|VEZ +1 k=0 |k|v/1+ k2 k=0 V14 k2

se a < 5 mentre lim =

(h,k)—(0,0) VhZ £ k2

calcolata lungo h = k? vale

£0




(W2 + k)" (1 — k) , hk (h? + k)"

 (hk)—(0,0) N (k=000 /A2 £ k2
1 1
i ELVER R (k) TR k)
= 1m 1m =
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 = (h,k)—(0,0) Vh2 + k2

1 1
= (h2 + k:4)a+2 (h’k)i(o’o) Osea > —5 infine, la funzione & continua

= a> —g perché f (yQ,y) = (y4 + y4)a (1 — e_y3> = 2%yt (1 — e_y3>

e ;li% 20yt (1 - e*ya) = 7,1,5% 20y4e+3 L ) se o < ~1 mentre (a:,y%iLn(0,0) flz,y) =
1 1 @
= (22)? (y")* (22 +4Y)" <

< (@) (@) @) @) T O3 0500 > —%

_ : 2 4\ 2 4\
_(x,y%gH(O,O)xy (m +y) e‘xy (a? +y)

fESy
2. flz,y) =4 #? °° (z,y) # (0,0) & ovviamente di classe C* su R?\{(0,0)},
0 se (z,y) = (0,0)

inoltre lo & anche nell’origine perché le derivate parziali nell’origine sono
of Srty (z* +y?) — 4aBy ly| (2% + 5z%y?)
67(%?/) 4 ,2)\2 - 4 4 42)2
v (z* +y?) (z* +y?)

Ayl () +5 ) (5) ol (@ +97)7 5@ +0) (@ +97))

= <
(a* +92)* - (@ +92)*
ot y7) 202 | Loty Lol (o D) _ el ) _
(w4 +y2)° @y T @) aty T

2| (r,y)z(O,O)

entrambe nulle e inoltre

g @=00) o Of
=6ly| "= 0= 5-(0,0)

3 (wyy)’

el )
- I4 + y2
C? nell’origine perché, se lo fosse, per il lemma di Schwartz si avrebbe
O f 0*f o f Loy =Go0)  m_g p
( ) ) = (0, 0) = hm = hm — hm —
Oxdy Oyox h—0 h h—0 h?
0% f

Oyox

0; tuttavia, la funzione non e di classe

=1

(0,0) ma

0x0y h—0 h
a2 (0,k) — 55(0,0) _ U

mentre
k k—0 k

(000 = Iy

3. Essendo f(z) lelizyee 0, allora Ve > 03M > 0O tale che ||z|| > M = |f(z)| < %,

inoltre per la compattezza della palla chiusa di raggio M + 1 Bps41(0), f &

uniformemente continua su Bjps11(0) e quindi 36 > 0 tale che ||z||, ||y]| < M + 1, ||z —y|| < 6 =
= [f(z) = f(y)| <&, dunque se ||z — y|| < min{d, 1} allora [|lz], [[y|| < M +1

oppure 2], llyll > M perché |jz]| < M = |ly| < llo] + 1y — all < M +1,

dunque nel primo caso | f(z) — f(y)| < € per I'uniforme continuita sul com-

patto Bar41(0), mentre nel secondo | f(z) — f(y)| < |f(z)| + |f(y)] < % + % =g

dunque, la continuita € uniforme su tutto R™.

4. Essendo f(t,g(t)) = 0Vt € R, allora definendo () € C* (R,R?) come y(t) = (¢, g(t))
siha¥(t) = (1,4'(t)) e dunque, per la regola di derivazione di funzioni com-

poste,siha 0 = 20 = 4 74, g(0) = & po0) = (v (190,40 = 2L 19001+
-I-gfz(t,g(t))"yg(t) = g—i(t, g(t)) + %:J;(t’ g(t))g'(t) Vt € R, in particolare, es-



5.

sendo ¢g(0) =0, per t =0 si ha gi (0,0) + —gz (0,0)g'(0) = 0 e quindi, se
of / 52 (0,0)

0,0 0 allora g'(0) = — <% .
ay( )7& T g() 25(0,0)

(a) f(x,y) = /22 +y? & ovviamente continua, perché composizione di

funzioni continue, ma non ha le derivate parziali nell’origine perché

= lim — non esiste, e analogamente per 'altra
h—0 h h—0 h ’ & P

derivata parziale.

=1z se (z,y) #(0,0)
— T er ) )
nulle nell’origine perché & nulla lungo gli assi, ma non & continua
z—0

1
perché f(z,x) = 5 7 0.

ha le derivate parziali entrambe

2
(c) flz,y) = 7z se (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)
nulle neworigiéﬂ% pergl;é ¢ nulla lungo gli assi, ¢ continua perché
ol (2% +y (@,5)=2(0,0)
ol s =g e =l =0

ha le derivate parziali entrambe

2 1

f(l',y) — f(OvO) — <Vf(070), (‘T7y)>

_ zsin(f) sex#0 .. _ .
(d) flz,y) = { 0 Y e T2 0 ¢ differenziabile perché

22 sin |

( ) (z,9)—(0,0) = Of
— cos - 0=—
Ox

ox

@ ||gI=

8=

(0,0).

242 p ) 1
< T 0 ma 2 oy =2 (1) -
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SOLUZIONE DEL TUTORATO NUMERO 5 (29 OTTOBRE 2010)
MASSIMI E MINIMI IN PIU VARIABILI

1. (a) I punti stazionari di f(z,y) = (z*—1) (y* —1) sono quelli in cui

Vi@.y) = (0,0). Vf(z,y) = (2 (y* —1),2y (2* = 1)) = (0,0) <= { 256%:3 :8 .
-1) _

Le soluzioni del sistema sono P, = (0,0), P, = (1,1), Ps = (—1,1), Py = (—1,
Per vedere se sono punti di massimo o di minimo occorre studiare la
2(y?—1) dxy .
dzy 2 (x2 — 1) )
nell’origine la matrice hessiana ¢ definita negativa, cioe ha entrambi

gli autovalori negativi, perché H(0,0) = ( _02 _02 >7 quindi P e

matrice hessiana della funzione H(x,y) = (

=~ O
O =~
N———

un punto di massimo; Nei punti P, P; la matrice hessiana e H¢(1,1) = Hy(—1,-1) =

che avendo determinante negativo ha autovalori di segno opposto e
quindi Ps, P4 non sono di massimo né di minimo; Nei punti Ps, P5 la
matrice hessiana ha la forma Hp(—1,1) = Hy(1,—-1) = ( _04 _04 )
e analogamente i punti P3, Ps non sono massimi né minimi.
() fz,y) = 2* — 423 + 42® + y* — 2% 1 punti critici sono quelli che
rispettano la condizione V f(z,y) = (0,0). Vf(z,y) = (4a® — 122° + 8z,4y> — 4y) = (0,0) <
3_ 2 _
= { i;j 7 i;xi 8— Sz =0 . Il sistema ha soluzioni P, = (0,0), P, = (0,-1), P; = (0,1),
Py=(1,-1),Ps=(1,0),Ps = (1,1), P, = (2,-1), Ps = (2,0), Py = (2, 1).
2
Studio I'hessiana di f(z,y) in questi punti: Hy(z,y) = 122 —|—024:1: +8 12y§_ 4 )
P; non ¢ di massimo né di minimo perche I’hessiana ha autovalori di
8 0 -
0 —4 ); P, P3 sono di min-
imo relativo perche I'hessiana calcolata nei punti ¢ definita positiva,

segno opposto in quanto H¢(0,0) = (

cioé ha entrambi gli autovalori positivi, perché H (0, —1) = Hz(0,—1) (8) g ) ;

Py, Ps non sono né massimi né minimi in quanto I’hessiana ha auto-
valori di segno opposto perché Hy(1,1) = H¢(1,—1) = ( _04 g );
P;, Py sono di minimo relativo perché la matrice hessiana & definita
positiva perché H;(2,—1) = Hf(2,1) = ( g g ); P ¢ di massimo
relativo perché I’hessiana & definita negativa, cioe¢ ha entrambi gli
_04 _04 ); infine, Pg &
di minimo perche I’hessiana ha autovalori di segno opposto poiché

H{(2,0) = ( (8) M >

autovalori negativi, perché Hy(1,0) = (



(c)

flz,y) = y* — y3 cosz. Cercoipunti di R? che annullino il gradiente:

3 .
e 3 a2 B y°sinx =0
Vf(:my) = (y sinz, 4y 3y~ cos SL’) - (O’O) Annd { 4y3 — 3y2 cosx =0 "~

3
1l sistema ha per soluzioni la retta y = 0 e i punti P, = <k7r, (—1)* 1 Vk € Z.

3 2 -
L’hessiana di f(z,y) ¢ della forma H(x,y) = < Yy~ cosw 3y?sinx >

3y’sinz 12y% — 6ycoszx
nei punti y = 0 la matrice hessiana ¢ la matrice nulla perché H¢(z,0) = 8 8 >

e dunque non si puo dire nulla sulla natura dei punti; tuttavia, lungo
la direzione y = 0 la funzione € nulla e cambia di segno nell’intorno
di ognuno di questi punti, dunque nessuno di questi ¢ di massimo né di

27
minimo locale; nei punti Py, ’hessiana ¢ della forma H (g + km, O) = ( 661 8 )

e dunque i punti sono di minimo relativo.

f(z,y) = x(x — y)*.1l gradiente di f(x,y) e Vf(z,y) = (= — )t —dx(x —y)3, —4da(

(z—y)* —da(z -y =0
—4z(z —y)* =0 '
x =0, dalla prima equazione si ottiene y = 0, mentre se = # 0 la
seconda equazione equivale a x = y e questi valori verificano anche
la prima equazione, dunque i punti critici sono tutti e soli quelli
della bisettrice del primo e terzo quadrante. La matrice Hessiana
8(z —y)® +12z(x —y)* 4z —y)’ - 122(z —y)®
Hf(xay):(_4(m_ 3 _ N2 R )
y)? —12z(z —y) 12z(z — y)
non da informazioni su nessuno dei punti stazionari perché ¢ nulla

dunque i punti critici verificano { se

in tutti questi punti in quanto Hf(sc,y) = ( 8 8 ); per quanto

riguarda l'origine, lungo la traiettoria y = 0 la funzione vale f(z,0) = b
che cambia segno segno intorno all’origine, dunque non ¢ né un
punto di massimo né di minimo; poiché nei punti di ascissa posi-
tiva f(z,y) > 0, essendo f(x,2) =0Vt € R, i punti critici (x,2) con

t > 0 sono minimi; analogamente, i punti di ascissa negativa sono
massimi perche f(z,y) < 0se x <0.

f(z,y) = sin®(zy2): Vf(z,y,2) = (2yz cos(xyz) sin(zyz), 222 cos(xyz) sin(zyz),
22z cos(xyz) sin(zyz)) si annulla in tutti e soli i punti (z,y, z) € R?

k
tali che xyz = % per k € Z; per stabilire quali sono di massimo e

quali di minimo ¢ sufficiente notare che, essendo 0 < sin? (xyz) < 1,se
xyz = kr allora (z,y, z) & un minimo perché f(z,y, z) = 0 mentre se
2k + 1)m

5 il punto (z,y, ) & di massimo perché f(z,y,z) = 1.

Yz =

Cerco i massimi e i minimi locali di f(z,y) = 2% — 322 + ¢%, dunque

determino i punti che annullano V f(z,y) = (65(}5 — 6z, 2y) =0 <<
5 _ =

{ g; - 06:17 0 : il sistema ha soluzioni P, = (0,0), P, = (1,0), P3 = (—1,0),

dunque studio I'hessiana di f(x,y) in questi punti per capire se si

30z* — 6

tratta di massimi/minimi relativi o nessuno dei due: poiché Hy(z,y) = < 0



Ihessiana in (0,0) ¢ Hp(0,0) = ( _06

segno opposto e dunque ’origine non ¢ ne di massimo ne di minimo

relativo; nei punti Py, P3 'hessiana Hy(1,0) = Hy(—1,0) = < 240 )

g )7 che ha autovalori di

0 2
¢ definita positiva e dunque i punti sono di minimo relativo; resta da
studiare il comportamento all’infinito della funzione: poiché g(x) = z° — 322

2 lyl=

¢ inferiormente limitata e y? yrgeo +ooallora f(z,y) = 2% — 322 +y 2% oo,

analogamente lim 2% —32% +¢? > lim 2% — 322 = 400 e dunque
r—+oo rz—+oo

poiche ||(z,y)|| = oo = |z| = oo oppure |y| — oo, trovo che f(z,y) A +00;
dunque, sup f = 400, mentre I’estremo inferiore & un minimo e viene

R2
raggiunto in uno dei minimi locali della funzione, ma poiché f(+1,0) = —2,
allora inf f = min f = —2.
R2 R2
(b) f(z,y) = #yy“ Cerco i punti che annullano il gradiente: V f(z,y) =
(22 + —22%y z (2?2 +y? +1) — 22y?
y* +1) y7( y )2y _(0.0) <
(22 +y2 + 1) (@2 +y2+1)
:c +y +1 —22° Yy
e +1)2 =0 y(a?+y2+1) — 222y =0 moltic
o(2°+y°+1)—23y° —0 z (132 +y?+ 1) — 22y =0 7

(e2+y2+1)?
plicando la prima equazione per y e la seconda per z si ottiene

(:z: +y? +1)72x2y *O — y2(:c2+y2+1):2x2y2
2% (22 —|—y +1) — 222y? 2% (2 4+ y? + 1) = 2272
(J: + y + 1) — = :ty, sostituendo z = 4y nella prima equazione
si ottiene 22% + 2 = 22, che ha 2 = 0 come unica soluzione, dunque
I'unico punto stazionario & (0,0), che non & né punto di massimo né
di minimo relativo in quanto la funzione cambia segno attorno a quel
punto; dunque, la funzione non ha massimo né minimo e i suoi estremi
superiore e inferiore verranno raggiunti all’infinito; per determinarli,

:>y2(x2+y2+1)=

2 2 2 2 1 1
noto che | £, )] = |g—a—| < | -3 S e S
r? +y? +1 2(@2+y*+1) 2@ +y*+1)| 2

1 1

e f(z,£x) = i2x2$+1 el :I: , dunque supf =—e mff =-3

3. Studio massimi e minimi assoluti della funzione f(z,y) = zy (1 —2? - y2)
nell’insieme A = {(z,y) € R*:z >0,y > 0,2° +y* < 1}. Innanzi tutto,
la funzione € nulla sul bordo del dominio e positiva all’interno, dunque
mjn f = 0, mentre il massimo e raggiunto all’interno in un punto stazionario:

Viz,y) =(—22%y+y(1-2°—9*), —2zy° + 2 (1 —2° — 3*)) = (0,0) <

S { :gizg I z 8 B :; : y2% - g ; moltiplicando la prima equazione

per z e la seconda per y si ottiene la relazione y? (1 —z? - y2) = 22%y% = 22 (1 —z? - y2),
da cui (y2 — xz) (1 —2? - yz) =0; se 1 — 22 —y? = 0 si ottengono punti

che non sono all'interno dell’insieme A, mentre se 2 — %> = 0 <= = = +y,

sostituendo nella prima equazione si ottiene Fx (4x2 — 1) =0, da cui si



. . . . 11 11 1 1
trovano i punti stazionari (0, 0), >3)\733):(373)

) ) 11 11 1
(_27—2>;traquesti, solo (2 2)em‘cernoadA dunquemaxf f<2 2> g

4. (a) f(x,y) = M@ csW): essendo Vf(z,y) = (Cos(x) cos(y)esn (@ s gin(z) sin(y)esm®) Cos(y))

e Hy(z,y) =
_( cos(y) (cosz(x)(

cos(y) — sin(z)) 5@ esW)  — cos(z) sin(y) (sin(z) cos(y) + 1)esin(@) cosv)
— cos(z) sin(y

sin(z) cos(y) + 1)esn(@ cos)  gin(z) (sin(z) sin®(y) — cos(y)) esin(@ cosv)

allora f(x,y) = £(0,0) + (V£(0,0), (x,y)) + <Hf(0’0)(“;’ WD (02 4 g2) =14

0) +
(1 < ) He) e 2

+o(®+y°)=1+z+ 5

+o(m2 +y2).

1 1
b) f(x,y —tanery:Vf0,0—( ; > =(1,1), Hs(0,0) =
O S = tonte+00: 9100 = (o wapry) |, = 00 H00
2 sins(m+y) 2 sins(m+y) 0 0 ) )
- mmy e = (0 0) = sen = ruro )
cos®(z+y) cos®(z+y) (z,9)=(0,0)

5. (@) S @) = o f) S0) = S0 5 @) + L@@ =210 T ) vie {1,

dunque z & un punto critico per f* <= 0=V (f?) (z) = 2f(z0)Vf(z0) < f(z0) =0
oppure V f(zg) = 0.

(b) f(xo) =0= f*(x0) =0 < f*(z) Vo € R", dunque x( & un punto di
minimo assoluto per f? e dunque ¢ anche di minimo locale.

(c) Se g & dimassimo locale per f, allora 3 > 0 tale che f(z) > f(z)Vx € Bs(x),
inoltre per la continuita di f in x( si ha che Ve > 0 3d. > 0 tale che

|f(z) — f(zo)] < € Vy € Bs_(z0), quindi per € = f(;o)

160) < jo) - flan) < £20)

(o)
2

ho che f(zo) > f(z) > 0= f*(x0) > f*(z)Va € Bs(xo), cioe zo & di
massimo locale per f2.

(d) Se 36 > 0 ¢ tale che f(xg) > f(x)Vy € Bs(xo), allora applicando la

36 f(zg) > 0 tale che — Vx € Bgf(wo) (z0),
2 2

in particolare f(z) > > 0 e dunque ponendo ¢ := min {5, 0 f(=g) }
2

definizione di continuita di f in xg cone = f(;“o) > Ohoche3dd SGo) >0
f(x f(z
tale che (TO) < f(z) = f(zo) < —% Vo € Bgiﬂ%@(:ro), in par-

ticolare f(z) < @
ho che 0 > f(zg) > f(z) = f*(x0) < f*(x)Vy € Bs(wo), cioe x & di

minimo locale per f2.

< 0 e dunque ponendo 0 := min {6, 67m}
2

(e) Se zp ¢ di minimo locale per f e f(zg) > 0 allora zy ¢ di massimo
locale per —f e —f(z0) < 0, dunque per il punto precedente x & di
minimo locale per (—f)* = f2.



(f) Se z¢ ¢ di minimo locale per f e f(xg) < 0 allora zy ¢ di massimo
locale per —f e —f(xp) >0, dunque per il secondo punto z & di
massimo locale per (—f)% = f2.

(g) Se xp non ¢ di massimo né di minimo locale allora Vo > 0 Jzs,ys € Bs(xo)
tali che f(z5) < f(xo) < f(ys); come nei punti precedenti 39 gy > 0
tale che f(zo) e f(z) hanno lo stesso segno Va € B, ,, (0); dunque

ECI]

ponendo ¢ := min {6,6\]‘(:29” } siha cheV§ > 0 3z, ys € Bs(xo) C Bs(zg)
2

tali che { 0 < flzs) < flwo) < flys) = f(xs) < f(x0) < f(y5) se f(zo) >0
flas) < f(xo) < flys) < 0= f*(xs) > f2(x0) > f(ys) se f(wo) <O

e quindi, qualunque sia il segno di f(z), 2o non & un massimo né un

minimo per f2.

L

vf(m):g<:> 8zz(x177xn):($%++x2+1)2 <:>f(x177xn):
n
z; ¢ (y:tz)
Z/ 5 5 5 2dt+Ci($1,...,$i_1,l‘i+1,l‘n) =
0 (#¥4-+at H24a2 4 +a2+1)
fﬂ«y dy
0 (y+a2+-+a?_ +a2  +-+a2+1)°
= : - +Ci(x17"'7xi717$i+17$n):
2
[ :
T ytalt el fa? +~-+m2}
= : : 12 = S 6 (T T, B, Ty) =
1 1
= - P} 2 +c; (ml,...,xi,1,$i+1,$n)

2(@t - ral taln bt al) 2@t tay)

Vi € {1 = f( )+ ! ! +
i ) T1,...,T =
2@t 4 4a2) 2(af+ 42k ak + o+ a2)
1

+Ci (1,0, Ti—1,Tij41,Tn) = +ci(T1,...,05-1,Tj4+1,2

z( i i+ n) 2(ZL'%+"'+I?_1+LE§+1+"'+I%) ]( J Jj+ n)

1

Vi#je{l,...,n}, dunquec; (x1,...,Ti_1,Tit1,Tn) +

7é.] { } q 1(1 1—1y 441 n) 2(x%+~~~+xf_1+x?+1+~~~+x%)
non dipende da x; per alcun j # i e quindi € costante cioe ¢; (21, . .., Ti—1, Tit1, Tn) +

= k;, ma poiché tale quantita e

_|_
2(at+ o Fai ol +o+ad)
uguale Vi € {1,...,n}, allora k; = k; =: k, dunque le possibili scelte per f

1
sono f(z) =k — ————— al variare di k € R; infine, f ¢ lipschitziana
2([J«]|* +1)

perché, dal teorema del valor medio, |f(x)— f(y)| <sup |V S|z — vyl
R?L

] , t :
SUp ——5—— < +00 perché sup ———5 < +o0 in
aerr ([[z]|* +1) tef0,+00) (12 + 1)

0.

e sup [|[Vf| =
RTL

t—
quanto e

_t
(2 +1)°
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1. f(z)= /77r sin (2°t?) dt. Posta G(y,w, z) = /y sin (2%t%) dtey(z) = ({f, \2/5,33>,

allora f(z) = G(v(z)), dunque f'(z) = (VG(v(z)),¥(z)); inoltre, z — sin® (%)
¢ di classe C! e l'intervallo di integrazione limitato, dunque & lecito portare

oS

R4
la derivata dentro segno di integrale e dunque VG (y(z)) = | sinm, —sin %, /f 222 cos (xztz) dt)
b

VTR Vo

x2’ 222’ 42

e pertanto, essendo §(z) = ( 1), allora f'(z) = (VG(y(x)),¥(z)) =

N

—1—2:5/ i t2 cos (m2t2) dt.

(3

2z

cos T
2. f(x)= / log (1 + e”“'t) dt. Analogamente al primo esercizio, ponendo

inx

y
Gy, w,z) := / log (1+ €*") dt ey(t) = (cosz,sinz, x) siha f(z) = G(y(x)),
inoltre & possibile derivare sotto segno di integrale perché I'integranda & C*!

e l'intervallo di integrazione limitato; dunque, f'(z) = (VG(y(z)),¥(z)) = (log(1 + €* %),
cos text

—log(1 + exsi“z)’/ mdt7 (—sinz, cosx, 1)> = —sin(z) log (1 + e %) —
; e
sinx cos tezt

— cos(z) log (1 4 €”*"*) + / dt, quindi in particolare per z = 0

sinx

1+ evt

1
t 1
ho f’(O):flog2+/0 idtziflogz

1

3. Sia f(x,y) :/ (=30 ) gyt e R fissato, l'integranda ¢ di classe
0

C" nelle variabili (z,%), inoltre l'intervallo di integrazione & limitato e

1
dunque & possibile derivare sotto segno di integrale, cioe V f(z,y) = (/ (32% - 3) 12(@’ —3a+y?)¢? dt,
0

1 1

/ oyt2e(a’ =37+ yz)tzdt>; poiché / e =320°)% g1 0 (2, y) € R?, gli
0 0

unici punti critici della funzione sono quelli che annullano (3952 -3, 2y),

cioe (0, 1); per studiarne la natura ¢ sufficiente calcolarne la matrice Hes-
siana, ma dal momento che l'integranda & C? e Iintervallo di integrazione
limitato si possono calcolare le derivate seconde sotto integrale, ovvero

o — [ o (322 =3) 4 4+ 602) (=30 g oy (302 - 3) prel= -5 0) gy
f(:L’, y) = fl % (3.%‘2 - 3) t4e(x3_3x+y2)t2dt fl (4y2t4 n 2t2) €(w3_3x+y2)t2dt
0 0

)

[ 6122 dt 0

definita pos-
0 Jy 2622 dt P

essendo quindi Hy(0,1) = (



1 2
Jy —6t%e* dt 0
1542 212
0 Jo 2t?e**dt
punto ¢ di minimo relativo mentre il secondo non é di massimo né di
minimo.

itiva e Hf(0,1) = non definita, il primo

z _ [ zesin(zt) = .
(2) fz)= [ tan(wt)dt = Jo' =zt _ _log|cos(at)ly _ _log]cos (F2)|

x T T

0
1 (T T
= ,M se x # 0, mentre ovviamente f(0) = /4 0dt = 0.
x 0

1 :;gz% x —log (cos (§)) mtan (Zz) + 4log (cos (3x))
) 7)== _ men{ge) +4los (05 (3)) g 4,
oy _ o ) = fO) o log(cos (Fh)) . frlog(cos(§h)) _
R R L
o sin(%h) 2 L ,
= lim —L(%h) = lim 33 S (Zh) = W—.
h—0 2h h—0 cos (%h) %h 32

(c) Poiché Vt € [O, g} la funzione 2 — tan(xt) & di classe C* 'intervallo

jus s
4 t 4

id d
di integrazione ¢ limitato, allora/ ———dt = / — tan(zt)dt = — tan(zt)dt =
o cosZ(xt) o dx dz J,
7 f/(z) _ { wtan(%x)—&-jl;}g(cos(%x)) e 7& 0 '

T
_

5 sex =0

1 —xt?
1—
(a) f(z) = / %dt ¢ definita Vo € R perché ¢ l'integrale di una

0
funzione continua e limitata su un intervallo limitato, dal momento
_ —xt? o —xt?
che lim ——— = lim at————— = lim 2t = 0.
t—0 t t—0 rt? t—0

(b) La funzione & di classe C' perché l'integranda ¢ C' e Iintervallo
di integrazione limitato, dunque per il teorema di derivazione sotto

1 —;ptz 1
d1-
integrale si ha f'(z) = Lo = / te—ot gf —
o dx t 0
2 [e_mt2] ! _
) (—2“@_“ )dt =t =t sex A0
foltdt:% sex=0
x x 1 ]
(¢) Per il teorema fondamentale del calcolo, f(x) = f(0) +/ I (y)dy :/ 26 dy =
0 0 Y
Tl eV 1—e7Y
= lim f(z)= / dy = 400, perché ha lo stesso
T—+00 0 2y Y
1 . T 1l—eY
andamento di — per y — +o00; analogamente, lim f(z) = dy =
Y T——00 0
0 - +oo z z
1—e™¥ z=— -1 —1
—/ € dy( :y)/ € dz = 400 perché lim € = 4o00.
o Y 0 z z—+o00 z

(d) g(x,y) := f(xy) & differenziabile su tutto R? perché ¢ di classe C*, in
quanto composizione di f € C*(R) con p € C* (]Rz7 R) definita come
p(z,y) = zy.



+oo
6. Sia f(x) :/ %i(txt)dt:
0

(a) f € C*(R) perché 'integranda ¢ di classe C* e inoltre per x € [z — &, 29 + €]
) arctan(zt) |xt] |zo| + €
si ha < <

che ¢ integrabile in [0,400) e

B+t | T+t 241
d arctan(zt)| t B 1 < 1
dr 3+t (P22 4+ 1) (B +t)|  (@22+1)(#2+1) ~ 2+1

che ¢ integrabile.

(b) Per quanto visto al punto precedente, ¢ possibile derivare sotto inte-

+°° 4 arctan(at) oo dt
leed '(a) = & AT gt =
grale e dunque f’(z) /0 s Bt /0 EEL) (@)

/+°° 1 22 1 /°° dt
= + dt = +
0 (1—a2)(2+1) (22 —1) @22 +1) 1—22 J, 1+

|| +00 || 1 oo |z T 1
+1‘2 -1/ |1‘|2t2 + 1dt = 1— 22 [arCtant]O + 22— 1 [arCtan(|x|t)]0 = 5 1_71_24-

] (1 — |z]) 7T : :

= = V. +1; tutt 1 teo-
+x2 1 21 —22)  2(a|+ 1) T # +1; tuttavia, per il teo
rema di derivazione sotto integrale f’(x) & continua, e dunque f’(+1) = lim f(z) = %
z—
m
e quindi la formula f'(z) = ————— vale Vx € R.
a @) 2(Jz| + 1)

+oo
(¢) Poiché f(0) = / 0dt = 0, per il teorema fondamentale del calcolo
0

x

si ha che f(z) = f(z) — f(0) :/ f'(y)dy =

0
_ foxﬁ:[glog|1+y|]g:glog|1+m|:glog(1+x) sex >0
Iy 2y = [ 510wl 3]y = 5 logl1 o1 = ~Flog(1 ) sew <0
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+o0 Jog (22t2 4+ 1
0

(a) f & definita Vo € R perché l'integranda non ha asintoti e all’infinito
log (x2t2 + 1) ha lo stesso andamento di log (x2t2) = 2log(xt), dunque
2log(xt)

2l che ¢ integrabile

I'integranda ha lo stesso andamento di
all’infinito.
(b) f & continua su tutto R perché l'integranda & continua e per z € [xg — &,z + €]
log (22t? + 1) log ((Jzo| + €)%t + 1)

241 21 che & integrabile.

si

(c) f eintegrabile Va # 0 perché 'integranda ¢ derivabile e per z € [zg — €, z¢ + €]
d log (z*t* + 1) 2x:t? 2(|zo| + &)t

dx t2+1 (22 + 1) (2 +1)| ~ ((Jwo] — )22+ 1) (2 + 1)

che ¢ integrabile; dunque, per il teorema di derivazione sotto inte-

rale, f/(x) = /+°° 2xt? gt = 2 /+°° LA 2x /+°° dt
srae, o @+ E+1) 0 (1-22) ), 222 +1 2—1J), #2+1
2

2 too ™ 2¢ w
= m[arctan(xt)]o + mgsegno(a:) t 515~
segno(x) x _ _segno(z) —x [ 25 sex>0
((1—x2> 2? 1) ) ‘{ oy sew<0’
realtd, avendo moltiplicato e diviso per 2 — 1, questi calcoli sono va-
lidi = # 41, tuttavia essendo I'integranda di classe C* anche f & di

classe C', e dunque f'(#1) = linil1 f(z) e quindi la formula per f’
z—

5 i l[arctant]aroo =
22 _

in

vale anche per questi punti.

+oo
(d) Essendo f(0) = / 0dt = 0, allora per il teorema fondamentale del
0

calcolo si ha f(z) = f(x) — f(0) = /; f(t)dt =

_ Jy &5dt = [rlog|t + 1[]§ = wlog |z + 1| = wlog(z + 1) se z >0
Jo Z5dt = [rlog|t — 1|]§ = mlog|z — 1| = mlog(1 —z) sex <0
da questa espressione per f se ne puo studiare la derivabilita nell’origine:

= mlog(|z +1);

h) — log(1+ |h
la funzione non ¢ derivabile perché lim M = lim M
h—0 h h—0 h
log(1+h
non esiste in quanto tale quantita vale w% "3 seh>0e
log(1 — log(1 —
s Og(h h) =—-7 Og(ih ") "30  rseh<O.

+o00 e~ Tt _ oyt

2. f(:my):/o fdt:



(a)

e—mt _ e—yt
Innanzi tutto, 'integranda non ha problemi in ¢t = 0 perché }iIT(l) — =
-y
— x) = y — x; all'infinito, 'integrale converge
Y Y g g

per z,y > 0 perché un esponenziale di parametro negativo fratto un
polinomio ¢ integrabile; inoltre, per (z,y) € [zg — €, 20 + €] X [yo — €, 40 + €] C (0, 4+00) X (0, 400)

' e—Tt _ o=yt et 4 oVt e~ (o—e)t | o—(yo—e)t o
si ha < < che ¢ in-
t t

tegrabile, e dunque la funzione & continua; inoltre, l'integranda &

9 eTt eVt _ |—67$t| < e—(wo—e)t
. 1 ox t

di classe C" e et ot che sono en-
Qe T—e | |e—yt| < e~ (yo—e)t
oy t - —

trambe integrabili, dunque la funzione ¢ di classe C*.
+oo o e—xt _ e—yt

oz t

oo -z — oo 00 —xt1+to© — +o0
/+ 0 e —e ytdt>(/+ 6Itdt,/+ eytdt><[e t} ’{e yt] >
o Oz t 0 0 T |, z |,
B 11
~(-33)
Essendo f(1,1) =0, allora per il teorema fondamentale del calcolo

flat) = s = 10,0 = [ Lz = [ =T = (-1oglelly = ~1oglel = ~loga

Yo Yd
e analogamente f(z,y) = f(z,1) + / —f(a;w)dw =logz + / W —logx + logy = log (g)
1 Oy 1w T

Per il teorema di derivazione sotto integrale, V f(x,y) = (/
0

g n—po 0 sex<O
ey = g0y ={ ] TS
¢ uniforme perché le f, sono continue Vn € N mentre f non lo &; c’e

tuttavia convergenza uniforme in (—oo, =] V§ > O perché  sup |fn(z) — f(2)| =
z€(—00,—6]

dunque la convergenza non

= sup n® = =0 MO
z€(—o00,—6)
fo(z) = Xlnt1) nospo f(z) =0Vz € R e la convergenza ¢ uniforme
n

1 n—oo

perché sup | f(z) — f(x)] == "= 0.
z€R n
_cos(nx) n—eo 0 sex#0
fulz) = a2 1 flz) = { 1 sex—0 , dunque la convergenza

non e uniforme perché le f,, sono continue Vn € N mentre f non lo
¢; ¢’¢ tuttavia convergenza uniforme in (—oo, —6] U [4, +00) V§ > 0

) cos(nz) 1
perché  sup  |fale)— f@=  sup ‘ < smp =
2€(—00,—8]U[8,400) (—o0,—8]U[6,400) | P2T2 + 1| 7 (Lo —6)U[5,400) P22 + 1
]- n—r oo 0

n202 +1
ful(z) = ;E "ZP°0Vae € R e la convergenza & uniforme perché,

T +n )
essendo lim f,(xz)=0e f(z) = sz =0 < z=+n,al-

z—+o0 (.’E2 +n)

1 n—00



o0
4. (a) Z e converge puntualmente in (—oo,0) U (0, +00) per il crite-

n=1
0o

rio della radice ma non in x = 0 perché si ha Z 1 = 4o00; dunque,

n=1
essendo la serie divergente al bordo, la convergenza non puo es-

sere uniforme (e dunque neanche totale, ma & uniforme (e totale) in
oo
(=00, 6] U [d, +00) perché Z sup ‘ —nta? Z e < oo
n—1 T€(—00,8]U[5,+00)
i 1 1 1
b ———— converge puntualmente in [ oo, —= | U | =, 400 er
();1+(5x)” 8P ( 5) (5 )p
il criterio della radice, mentre fuori da questo intervallo la serie di-
verge perché non ¢ infinitesima; la convergenza non puo essere uni-

) . 1 1 . .
forme (né totale) in | co,—— | U g,—i—oo perché non c’¢ conver-

5

1 1
genza al bordo, ma ¢ totale (e uniforme) in (oo, - = 5] U [5 + 4, +oo>

5
> 1 = 1
perché sup ’n = —— <+
2 e s ) TH G~ 15 G 0)

0 efn|:v271| 7n|a:271‘ oo 1
(c) Z ———5— converge totalmente su R perché Z sup |———5—| < Z 5— < +00
=, nlog"n ek | nlog®n nlog”n
perché, per il criterio di condensamone di Cauchy7 ha lo stesso anda-
2" =

to di e _
mento &l 7;2 2n Jog? (2m) 7;2 log (2m) Z nlog2
> 2 —1 logn = log 21 log log £2=L log n = IOng;l
@3 (1) =2 () SN =Z<el°g”> 7
n=2

n=2 n=2 n=2

2
21 -1 -1 1
= E N8 o converge puntualmente <= 105;274_1 < -1 <= 21 < - = 1<

n=2
241 ) 1 1 , 1+1 eq1 e—1 [e—1
< — X |1l-- ) <1+~ <<= "< : = — ze€|—y/—, ;
e e e 1—2 e—1 e+1 e+1

la convergenza non puo essere uniforme perché non c’e convergenza ai

bordi del dominio, ma é totale in l " / penr d, 4 / —|— 6| perché
o 1 logn log 221
Z sup (:L'2+1> = Z sup n 2241 ’ =

n=2ze[- /516, 51 +]

o (VEEe)
oo log =<7
STV <

n=2z€ [/ 510,/ S+]

n—o00 s <
5. () fule) = arctan(ne) "= fa) = { & LO<r=l

non puo essere uniforme perché le f,, sono funzioni continue mentre
la funzione limite f non lo e.

, € la convergenza



1 1 1
(b) /0 fn(x)dz :/0 arctan(nx)dr = x arctan(nz)|g —/O Jﬁdag = arctan(n)—
1 [ 2n? 1 log(1 2,2y
o /. %dm = arctan(n) — o log(1 4 n?x?)|} = arctan(n) — W = g =

1 1
:/0 gdx:/o nhﬁn;ofn(x)d:c

6. E sufficiente considerare f, () = nX(0,1] © 9n (x) = nQX(O,%]; infatti, 7}1—{20 falx)=0= 7}1_{1;0 gn ()

1 1 1 1 1
YV € [0,1] ma/ fun(2)de = "X (o0 i]dx = / ndr =1"="1 e/ gn(x)dx = / n2x(0 i]dw =
0 0 0 0 o

1
" —
= / n?dr =n"=° +o00.
0

2 2n
7. Sia f(z) = |z|, 9(x) = ——————5 = gn(x) = ng(nr) = ——— 5 = (f *x gn)(x) =
f(z) = |z, g(x) ) gn(x) = ng(nz) (nia? T 1P (f * gn)(x)
Hoo T oplr —y  2n(z—vy T on(y —x
e e T2 1) e 22+ 17T e w10
2n r dy 1 [* 2ny 1 [T 2ny
=z TR o adyt — ey
) g L e P S g )

2n /+°° dy 2 /“c nn /x 2n2y J 1 [ 1 r N
-—=x ———="r| S —dy——z| Yy — |-
T J.  (n%y?+ 1)2 7 ooy +1 T oo T (n2y? + 1)2 nr | P21

1 11t 2 e g no [T 2n%y 2 .
el I A et ARy B e st U L

r T
n Y dy 2 2 .
_n Yy 2 .
py <{ n2y? + 1]00 + [m n2y? + 1) + (22 1) 7raz[arc an(ny)| >+

+2 Y +OO+/+OO 4y 2 tan(nz) + o + na” +
—z| |-——— ———— | = —zarctan(nz) + .+ ————
™ ny? +1], R R | T 7 (n2x? 4+ 1)
x /z n 2 N 2 tan(nz) + na? L E /7°° n_
—= —z + —zarctan(ne) + ——5—5—— + — ————dy =
T oo ny?+1 YT (n2z2 +1) ™ m(n2x2+1) =), n?y?+1 Y
4 2n2z? + 2 4
= arctan(nz) + #ﬁ—:l) - %[arctan(ny)]‘ioo + %[arctan(ny)ww =z arctan(nz)—
9% 4+ 2na? T et (n2) T n T _Z ot (na) 2 tan(nz) + 2
—2r + ————— — —arctan(nz) — = + = — — arctan(nz) = —z arctan(nz) + —
m(n2x2+1) =« 2 2 7 nm’
2 2
dunque sup |(f * gn)x — f(z)| = sup |~z arctan(nz) + — — |z|| <
z€R zeR | T nmw

2 2
—zarctan(nz) — |x| + = =
7r nm

< sup
z€eR

+ = = sup | ~[af | arctan(na)| — 2|3
nm zeR | T T 2

2 s 2
= —sup|z| (7 - arctan(n$)|) + —; poiché la quantita dipendente da x
T zeR 2 nm
& sempre maggiore o uguale a 0 e si annulla nell’origine, I’estremo superiore
non potra essere raggiunto in x = 0 e dunque si puo applicare la disug-
uaglianza suggerita nel testo con t = — e quindi sup |(f * gn )z — f(x)| <
nr zEeR

1 2 2
arctan | — ||+ — < = sup |z]
nx nT T T zeR

1

nx

2 2
+— =+
nm nm

IN

2 T 2 2
< —sup |z <f - |arctan(nm)|) + — < —sup|z|
T zeR 2 nmw. T geR
2 4 nooo
— 0.

t—=—
nm nm
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SUCCESSIONI DI FUNZIONI, SPAZI METRICI, CONTRAZIONI

1. (a) nh—>r2<> | ﬂe—ix)dw poiché md = (1*7@2 uniformemente,
. ; en 1 ‘ en —1 ’ < en — 1|
in quanto sup — = sup |——5| < sup —
z€[0,4] 1-2)2 (1-2)? z€[0,3] (1—2)2 z€[0,4] (1- *)
=4 sup |ew — 1| =4lezn — 1| "H° 0, dunque & possibile portare
IG[O,%]

2 e% 2 e%
il limite dentro I'integrale e pertanto lim —dr = / lim ——dx =
n—oo Jq (1 - x) 0 m—oo (1 - x)2

/% dx 11 1
0 (1—x)2 l-—z], 1-3%

+oo —nx —nzx
. nre ., nxe . .
(b) lim o dx; poiché pn "% 0 uniformemente in [, +00) ¥ > 0,
n—00 0 nr nx
nre " 1+nx)e ™
in quanto  sup < sup ’( +nz) = sup e M= ™"IZY
zels4o0) | L HNT | 7 2e(s,100) 1+ nx 2€[8,400)
nxe ¥
T < e ™ < e " che ¢ integrabile su [0, +00), allora & possi-
ne
+oo —nx +oo —nx
nre nre
bile passare al limite sotto integrale e dunque lim dr = / lim dx =
n—o0 Jq 1+nx 0 n—oo 1 4+ nx

—+oo
= / O0dx = 0.
0

o0 o0
(c) / Z e " cos? (nmx)dx: poiché Z e " cos? (nmx)dx converge total-

n=0
o0
mente in quantog sup ‘e cos? (nmx) g e " < 400, & possi-
n=0*€[0,1] n 0

bile scambiare serie e integrale e dunque / Z e " cos?(nmx)dr = Z / " cos?(nmx)dr =

[e%e} 1 1 oo n 1
B _n [ cos(2nmx) —|—1 _p [sin2nmx) x]T 1 IR
D T S e (VT

n=0 n=0
_ e
- 2(e—1)
(@) /“’Oi logn .h,i logn s
————dx: poiché ————— ¢ a termini positivi e
1 = (n+Dnt P = (n+1)n* P
) = logn = logn
converge totalmente, in quanto sup — | = — < 400,
zjl 2€[1,400) (n+ 1)n® Z nn+1)
ibil bi tegrali, d /mi logn__ i/m logn_,
¢ possibile scambiare serie e integrali, dunque —————dx = —————dx =
P & 4 (n+1)n® 1 (n+1)n®

n=1



—atlogn:| +oo

logn _ teo s logn [e
n"%dr = zlogn g,
n+1/ T Zn—i—l/ z:ln+1 —logn

logn e~ log" = 1 1 1
= = - — =1-—-1 =1
Zn—l—l logn —n n—|—1 ;<n n+1) nl—>ngcn—|—1
1— 2
2. (a) lim f,(z)= lim =0Vz € Re lim f/(z)= lim %: 0 sex#0 .
n— 00 n—oo 1 + nx? n—00 n——+o0 (1+7’L.’L‘2> 1 sex=0

1
. N . _ / _ — —
(b) fn(z) — 0 uniformemente perche xggloo falx)=0efl(z)=0 < x= i\/ﬁ = sup | fn ()]

z€R
1 1
+— || ==—=
In ( \/ﬁ) 2y/n
mente perche la funzione limite & discontinua, ma la convergenza &
2nx (n3:2 — 3) 1
uniforme in (—oo, —§] U [6, +00), perché f//(z) = —————> =0 <= z=0,+——
( Jul ) (=) (1+ nx2)2 Van

n—oo / . .
= 0; f (x) invece non converge uniforme-

2 1 — nd?

(14 nd2)?

1—nx
(14 na?)?

n— o0
0

1
e dunque per n > —— ho che sup
30 z€(—00,—06]U[d,+00)

n—oo 1 sex=0 n—oo

(c) Essendo lim f/(x) = { 0 sex#0 e ( lim fn(x))l =(0) =0Vz € R,

!
. 7 o .
allora nl;rgo frlx) = (nlirréo fn(x)) Vo # 0.

1

3. T & una contrazione perché |(Tf)(z) — (Tg)(z)| = arctan(xyf(y)) - arctan(xyg(y))dy‘ <

1 1 d
< [ lasctan(eys) - axctan(eygu)lay < [ |xyf<y>—xyg<y>|§gﬂg 2

! 1 L Il
o [ i) = stlsup |z < [ o) = oty < 15 = ol [ty = 1020

Ve € R = |[Tf ~Tg| = sup [(Tf)(x) ~ (Ty)(w) < LI,
z€[0,1]

dy =

4. f(z)=va22+1:

1= 41 | [ =y? eyl -yl
(a) If(@) = F)] = |Va? + 1= VyZ +1] = < - <
Vel i T+ V@21 Vel el
T+ y)lr—y
<Uel+lwhlz =yl )
]+ Jy]

(b) Se per assurdo esistesse un punto fisso z per f, alloraz = f () = V2 + 1 =222 =2°+1=0=1,
che e assurdo.

L sek<n 1 1 1
5. l’n(k): k% - :>$n(1,1,17...,1,0,...).
0 sek>n 2% 3v ne
(a) T €4, perchéi|xn(k)|p:zn: 1 :il < 4oo
k» — k

k=1 k=1



(b) z, e di Cauchy rispetto a | - |4 perché n #m = (z, — zp)(k) =
{ se k < min{n,m} oppure k > max{n,m}

sem<k<n e dunque ||z, — @l =
1 1
00 % max{n,m} 1 a 00 1 q
- <Z |zn (k) — xm(k)|q> = Z 2.4 < Z e -
k=1 k=min{n,m}+1 ke k=min{n,m}+1 k¥

% sen<k<m
‘ {n.m} “ 1
0o q min{n,m}+1 a oo q ] q
]- ]- n,m—)oo 1 ]-
( 2 k) ( > k) ) (S5
k= mln{n m}+1 k=1 k=1 k=1

perché Z k— < 400 in quanto = > 1.
p

| ==

k=1
. 1 1 1 1
(¢) zp it z, ove z(k) =+ =z = <1,1,1,...,1,...,)7 perché
ko 2» 3» kr
lzn, — 2|l = (Z — - Z q> = Z q) "2 0; tuttavia,
P g k=n+1 17
o0
x ¢ £, perché z(k)|P = = 4o00; dunque, per l'unicita del
¢l p kZ\ (k)] ’; ’ que, p
limite, x,, non converge ad alcun elemento di ¢, rispetto a || - ||4;
dunque, (4p, || - |lq) non & completo perché z,, & una successione di

Cauchy che non converge.

P4
(a) Applicando la disuguaglianza di Young st < = + — Vs,t >0 con
p q

&et_%
(S1r@raz)” (f2 lo)lede)
L@ @)l
Cpfilf@kdr a1 @rdr b b
S lf@)llg(@)] < f§|f(x)|P N fg|g(x)|q 1
(P 17@pde)” (S lgtayieaa)® L @Pde a1 fpde P

/ ' fla)g(e)d

(b) / (@) + g(a |de—/ F(@) + 9@ P (@) + g(@)lde <
< [ V@@ +o@rars [ @ +oerta <

p—1

b » P
(/ If(af)l’”dx> (/ (If(x)+g(x)lp1)’”dx> ;

p—1

b P/ . =
+</ Ig(x)l”dw> (/ (|f($)+g(:c)p1)”‘1d:r,> —

s = si ottiene che

=
Q=

, dunque integrando tra —oo e +00

siha

dunque

b b % b é
< / 1F(@)llg(x)ldz < ( / If(x)”dx> ( / |g<:c>qdm>

)

(P 1r@rdz)” (12 lo(a)az)

<



P

n k p n k
7.1+1=1=>/ (/ |f(z—y)llg(y Idy> a?=/_ /_kIf(w—y)Ig(y)5lg(y)|3dy> dr <

<[ ((/ 1= )Plgty |dy> (/ |gy)|dy>) do =

-/, (/ = 9)llgly |dy></ 90y dy) dr =

_ /_kg(t)ldt>p (/ o= ) Ploty |dy>dx

2 [ ([ - wptatwyar) =

/ l9(y (/ fa - y)lpdx>dy<

/ oty (/mlfx yIP dx)dy<y>
/lg (/+Oo|f |dz>dy:
</+°°|f |pdz)/ 9(u)ldy <

/ lg(t 'dt) )</+°°f d>/ \g iy =

+oo 1+% —p )
([ Twras) ([ o) moltre, pose 1) = [ 176~ ol

I(x) = / |f(x —y)|lg(y)|dy, ho che I} 29 T uniformemente in [—n,n,

@

k 100
2€[=n,n] [k |f(x —y)llg(y)ldy — / |f(z = y)llg(y)|dy| =

—k +00 —k
=xes[ggm]</_ U@ =pllay+ | If(x—y)lg(y)ldy><£s[up]</ )yt

+oo +oo k
n / hn(y)dy> _ / o (1)) dy — / o () dy *25° 0 perché hy, & in-
k — 00 _k

tegrabile, dunque (Ij(z))? oo (I(x))P uniformemente in [—n,n] perché,

perché sup |Ix(xz) —I(z)|= sup
z€[—n,n]

essendo |uP — vP| < sup ‘tp
s€lu,v] dt

lu—ov|= sup (pt’')|u—v|=poP " |u—v| V0 <u<o,
s€[u,v)



allora |(1(x))” = (Ie(@))") < PP~ Ii(@) = I@] <pU@PT sup |(x) ~ 1(z)| =
oo -1 400 , p—1
— </_OO If(:c—y)lg(y)ldy> es[,t_lp [I1(x) — I(z)| <<1/_OO hn(y)dy> es[,l_lp }|Ik(x) ~ ()|

+oo
cquindi sup |(I(2))" — (Iu( >>|s(/ h()dy) s (1) = 1(0)] 50

z€[—n,n] z€[—n,n]

k—o0

n k
pertanto ¢ lecito passare al limite sotto integrale e dunque / (/ If(z—v)llg(y) |dy> dx "=
-n —k

= [ () e lat >|dy)pdx aundi [ (7 g) )P =

= [N s ws [T ([ e o) a=

- lim (/+°O|fx llgly dy) do= tim [ Jim (/ £ = w)lls( >|dy> dz =
= Jim_tim [ (/ @~ )lloly dy) dw<</+w|f i) ([ tawian) =

) ([ vons) (] vons)
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 9 (1 DICEMBRE 2010)
CONTRAZIONI, EQUAZIONI DIFFERENZIALI

=2?+1 oy B(t) _ g [ 2) L @=ae)
1. (a){ 2(0) = 1 = i(t) = (t)+1:>x2(t)+1—1:t—/od —/Ox T ds = =

2(s) +1
) dax z(t) ™ T
_ /1 - = larctanal{" — arctan(a(t) — T = arctan(a(t) = ¢ + T = a(t) =
= tan (t + %)
i =22 wisn [ dp
(b){x(0)21 = &(t) = 22(t) = ( 71;% dsi :<>>/1 %:
z(t) 1 1

:[_wL —wm <>_1‘t”“> T

(c) { i(g) —:x0+t & un’equazione del tipo @(t) = a(t)z(t) + b(t), dunque

t
la soluzione ¢ z(t) = elo a(s)ds ( / b(s)e™ Jo @) “) —e¢ Jods <O+/ selo d“> =
0
¢
= e*t/ se® =e ! <[ses]g - / esds> = (te [e S]g) =e 't —e'+1)=t—1+e"
0 0
—_— 2 t s t s u
(d) { P L NP G T/ (2 + ) e~ Jo M1 ds =
z(0) =0 ) 0 t
_ elog|s+1\§/ (82 +S) 6710g|u+1|id8 — elog(tJrl)/ (52 + S) eflog(s+1)d5 —
0 0

2 3+ ¢2

:(t+1)/0 (52+8)si1d8:(t+l)/ossd3:2(t—|—1): 5

M 3 t s 2 t $2 +2
(e) { T =tz =z(t) = elo sds <2 —|—/ se= Jo “d“ds> —e7 (2 —|—/ 836_2d8> =e? (2+
.13(0) =2 0 0

27t t $2 2 2 27t 2 2 2
+ [—826_'7} — 2/ se_2ds> —e7 (2 27T —2 [6_7} ) —e7 (2 —2emT —2e T
0 0 0
2

7= ettt t
() { = i(t) = Wt = e?Wet = j(1)e ™™ =t = et — 1 = / e’ds =
x(0) = 0

t T
= / i(s)e ) ds (r=2() / e Ydx = [—e‘x]g(t) =1—e o e =2 et = _g(t) =
0 0
=log (2—€") = a(t) = —log (2 —€").

2(0)=0
sistema, dunque la soluzione & x(t) = 0 Vt.

= xe®Tt
(g) : la condizione iniziale ¢ un punto di equilibrio per il

2(0) = = = &(t) = sin(x(t)) cos(z(t)) sint cost = Sn(2(0)) cos(@ (@) =

2 =sinz coszsintcost . z(t)
w {



102 t t .
=sintcost = s 1 :/ sin s cos sds = / i .Z'(S) (x—é(é))
2 0 o sin(z(s)) cos(x(s))
x(t

2(t) dx *(®) gin? ¢ + cos? x ®) /sing  cosx
= _— = — —dx = + = dx = [~ log| cos x|+
z sinzcosw z sin x cos x z cosx  sinx

sin2 ¢

+1log |sin (|5 = [log [ tan(x)[|5") = log [tan(x (1)) = |tan(w(t))| = e™>

= z(t) =

= arctan (e P t), ove il segno positivo e stato scelto per via della

condizione iniziale.

T =2a+sint y=1vy-+sint
#(0) = —1 : ponendoy = & I'’equazione diventa { y(0) = -1 |
z(0) =3 2(0) =3

Y

¢
dunque dal teorema fondamentale del calcolo z(t) = x(0) + / Z(s)ds = -1+ / y(s)ds
0

0
mentre y(t) risolve un’equazione analoga a quella dei punti ¢ - d - e,
t t
dunque y(t) = € (3 + / e~ % sin sds) =el (3 + [—e " sin s}g + / e~ % cos sds) =e'(3—
0 0
t
—e 'sint + ([—es cos s]; — / e ¥sin sds)) =él (3 — e 'sint —e 'cost 4+ 1—
0

t t —t _: —t
1—e7"sint —e "cost
—/ e %sin sds) = / e “sinsds = = y(t) = e (3+
0 0

2
1—etsint—e *cost 7, sint cost K
+ 5 ) 5¢ 5 5 x(t) +/O y(s)ds +
b/7 . sins coss 7 , coss sins boT , cost sint
+ —e® — —— — ds=—1+|ze*+ - =t —=——-"——4
0 \2 2 2 2 2 2 |, 2 2 2

@) =lel = f@) = S Fue™, ove fu(a) = [ S

. 4 ”—001 g 1 [7 1[221" =
dIl = d = — d = — d = — | — = —,
unque fo _ﬂf(ac)x 2W/_ﬁ|x\x W/Oxa:oﬂ{2h 5

R 1 ) 1
mentre per n # Osiha f,, = — / |x|e™ " dr = —
2 J_, 27
i 0 0 i T T
1 _ max 1 . 1 mx 1 .
— L - = e T g 4+ xre . + = / e T g | —
27 —im  |_. inJ_, 27 —in |, inJy
1 ,n_einﬂ' 1 e—in;r 0 1 ﬂ_e—inﬂ' 1 e—inw ™ 1 1 e—in:v ™
- X - ; + — - + — . =\ — - -
2w n m | =i | 2w —in m | —in |, 2r \in | —in |,

1 e—inx 0 1 e—inﬂ -1 1— einﬂ' (_1)n -1 indi
—— = — — = , quindi
in | —in | __ 27 n? n2 m™n? 1

—T

_ _n g T +oo (_1)n -1
|x| = 5 + Z — e calcolando in & = 0 si ottiene 0 = 5 + p Z n2 -
0#n=—o00 07 n==00
+o0 —00 n oo = k
AR R o G DLt S S Gl Ot SO I G Dt SR U G et S
2 ! T n? ' T n;1 n? 2 ’ T nz:l n? " = m(=k)? 2+
+oo n I = k+1 =
2 (Cyn -1 o 2R (pF* o1 1) )’ (ki !
— _— = — - =57 Er1E



f@) = m—lal)? > fo = o0 [ w—lelde = o [ (@ = oma] 4 0% o =

—T —
0 2

1 1 [23 .
f/ a:27m:+7r)da:[$7r:c2+7r2x} :l;n#Oéfn:
7 Jo |3 0 3
I . 1/ : I : —atma=a—n
=5 _ﬂ(w — |z]) e da = Py _ﬂ(w +x)e " dr + g/o (m —z)%e " dx (v=otns )
1 ™ ) 1 0 inm ™ ) —inm 0 )
_ = y2671n(y77r)dy 4+ = 22671n(z+7r)dz _ e y2671nydy + e 2eminz g, —
27 Jo 2 J_, 2 Jo 2 J_,
1) [T . —1)n 0 , -1 7 ;
— ( ) / er—znydy + ( ) / ZQe—znde — ( ) / xQe—inrdx —
2 Jo 2r ), 2 J_,

_ (_1)71 <|:x26—1nac:|ﬂ N 3 T xe_mxdx> _ (_1)n (WQe—znTr _7T2einﬂ'+

—in m J_ . 2T —in

2 <{xeim}ﬂ L™ ine )) (=" (ﬂ'em“ +menm 1 {emx}w )
+— - - — e dx = ' - = : _
in —in |__ in ), inm —in in | —in |__

—q ; +oo ;
(_l)n (—1)”27‘(’ 1 e~ inT _ pinm ) ) 71'2 eine
= _ — = — = — = — 2 _
sl =2 Y O

nm —in n —in 2 3
0#n=—o00
2 too 2 too — 2
1 1 1
calcolando in & = 0 si ottiene 7% = % + 20#;00 ol % +2 <7; o) + n;1 n?> = %4—
“+00 2 oo oo 2 2 2
1 1 -5 0w
— +4 — = — = 3 = —,;
2 +oo n 2 +oo n
-1 -1

analogamente, calcolando in z = 7 si ottiene 0 = % +2 ;énz:_oo ( n2) _ % + 4; ( 2)

+o00

(- _

= = —

nz::l n?2 12
(e C0.1):0< f@) <1} e (o) = [ e Har

0
Se f, € X¥neNef, e f, allora in particolare f,,(x) — f(x)Vx € [0, 1],
perché la convergenza uniforme implica quella puntuale, ma poiché
per ipotesi 0 < f,(x) < 1, passando al lim si ottiene 0 < f(x) <1,
n—oo
cioe f € X; dunque, X & chiuso, perché contiene il limite di ogni sua
successione convergente.
Se0 < f(z) < 1,allora0 < &(f)(z) :/ et < / 1dt =z <1,
dunque f € X = ®(f) € X, cioe ®(X) C X; 1noltre ® ¢ una con-
trazione perché |®(f)(x) — ‘/ —e P at| < / e e ’ dt <
0
x . 1 e~ 3 Lat

< [ sw S d 0 - gl [ s =S If -gladt =~ gl [ G <

0 s€f0,1] @S 0 s€[0,1] 2 0o 2




17— alle
- 2
(c¢) Essendo ® una contrazione, ha un unico punto fisso, cio¢ 3f € X tale

che f(x) = /JL e~ "2 dt: questo equivale a dire che { flle)=e "5
f(0)=0

() y y f() x T
/dt /f (y f(t))/ eidy:[265:|o —2ef(2)—2:>26f(2)=x+2:>
0

4. Posta ®(x) = sin (V& + 1), si ha che ®([0,1]) C [0,1] perchésint < 1Vt € R
e 0§x§1:>1§\/:v+1§\/§§7r:>sin(\/m+l) > 0; inoltre, & una

= a(f) - a(g) < L9

d
contrazione perché ||®(z) — O(y)|| = ‘sin (Vo +1) —sin (y/y + 1) < sup p sin(VE+1)| |z —y| =
t€[0.1]
d | cos (vt +1) 1 ' |z — y|
= sup |—sin(vt+1)||lz—y|= sup |———"||r —y| < su z—yl < ;
tefo,1) | dt ( ) | | teo,1]| 2vt+1 | | tef0,1] | 2Vt +1 | 2

dunque, essendo una contrazione, ® ha un’unico punto fisso su [0, 1], cioé
Jlz € [0,1] tale che sin (Vo + 1) = ®(z) = =.

—a>0 1
5. { io _a — : posta ®(x) = e si ha che ®([0, +00)) C [0, +00),
Tz o142
i 1 |z —y|
inoltre |®(z) — ®(y)| < sup ‘ = sup |-— = ’
L ) te[0,+00) dtt+2 == te04o0) | (E+2)? | | 4

dunque, essendo [0,+00) C R chiuso, ® & una contrazione e pertanto
3lz € [0, 400) tale che ®(z) = x, ottenuta come il limite della successione
ZTp = D(xp—1) Yzo € [0, +00); quindi 'equazione di partenza ¢ l'unica soluzione

non negativa dell’equazione i Pr)=x <= l=2(x+2) <= 2°4+22-1=0 < z =
x

= —1+ /2, la cui unica soluzione non negativa appunto & v/2 — 1.



Universita degli Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

Tutorato di AM210

A.A. 2010-2011 - Docente: Prof. G. Mancini
Tutori: Luca Battaglia e Vincenzo Morinelli

SOLUZIONI TUTORATO NUMERO 10 (9 DICEMBRE 2010)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI

z=e" I(t) _ _ ‘ )) =(?) —x _ —x1z(®) o
1. (a) { 2(0) = 70 :>—ex(t)—1:>t—/ 0 ex(s) /z e dx_[—e ]IO — e To_

0
—e7™W = o7 — 7T = (1) =log (e —t) = a(t) = —log (e — 1),
che & definita <= e~ *° — ¢ > 0, dunque l'intervallo massimale di es-
istenza e (—oo, e*wo).

(b) { i (8) |f| g P T0= 0 ¢ un punto di equilibrio per il sistema, dunque
= o

se xg = 0, la soluzione & z(t) = 0Vt € R; se xo # 0, per I'unicita della

¢
soluzione dev’essere x(t) # 0V, dunque zg > 0 = z(t) > OVt = &(t) = z(t) = t = / ds =
0

S) (z=x(s (t) €T
/ (Si (z=2(s) / dx [log \x”z(t) = log(z(t)) — log(zo) = log(z(t)) = log(zo) +t =

0
= z(t) = elos(zo)+t — plog(wo) ot — 2 ot mentre se 29 < 0 allora x(t) < OVt,

t t 0
dunque z(t) = —z(t) =t = / ds = / _#(8) ¢ () / _dr [— log |x\]£gt) = log(xo)—
0 o z(s) o x

—log(x(t)) = log(x(t)) = log(x¢) — t = x(t) = e'°8@0) =t — ¢loa@0) =t — 40—t
in ogni caso la soluzione ¢ definita V¢ € R, ovvero l'intervallo massi-
male di esistenza della soluzione e tutto R.

T =x — cost _ [tds t_ffsdu _ it _ ' —s _
(C){x(O):xo = z(t) = elo (:vo—i—/o e Jocossds | =e" | xg 06 cossds | =

t t
= et (1‘0 — ([—6_5 cos s}g — / e % sin sds)) =l (:1:0 +eteost—1+ / e % sin sds> =
0 0

t
= ¢t (a:o +eteost—1+ ([—e_s sin s}g + / e % cos sds>) = ¢t (a:o +eteost —1—etsint+
0

“'sint —e fcost+1
% cos sds> = / * cos sds = =0 ; costt = z(t) = ¢’ (zo—
t— t+1 1 int t
_e “sin ; “cost + =(z0—3 el — —Slg + COQS che ¢ definita

su tutto R per ogni scelta del dato iniziale.

L 02 2
(d) { gxg(a)cosxxsm t DX = g + km per k € Z ¢ un punto di equi-
= T

librio, e in questi casi la soluzione ¢ z(t) = oVt € R; altrimenti,
) t l(t) d Tr(s)=x t !
£(t) =sin®t = tan(z(t)) — tan(zo) = [tan z]% 2(t) —/ v (el )/ _ ) =
0

cos?(x(t)) , cos?x cos?(x(s))
! b /1~ cos(2 in(2s)]" ¢ sin(2t
= / sin? sds = / M ds= |2 - sin(2s) =-— sin(2¢) = tan(z(t)) = tan(zo)+
) o 2 2 . 2 4
t in(2¢ t in(2¢
3~ smi ) = z(t) = arctan | tan(zg) + 3~ sin(2¢) kr,ovek € Z



¢ tale che xg € <k7r - g, km 4+ g), in ogni caso, la soluzione ¢ definita

@ dr (a(s)=a)

= arctan(z(t)) — arctan(zo) = / — =
o T2H1

; 2241 y
T = t2j__1 = 'T(t) —
x(0) = g 22(t)+1  t2+1

t t
(s ds
= / 7> ds = / —— = arctant = arctan(z(t)) = arctan(zg) + arctant = x(t) =
0 ( ) +1 o S +1

N . m s

= tan(arctan(zo) + arctant), che & definita < —5 < arctan(zo) + arctant < 3
™
se xg > 0, la condizione —3 < arctan(zg) + arctant & sempre verifi-
.. . T
cata, mentre 'altra condizione lo ¢ <= ¢ < tan (5 — aulrctan(gco))7 e
™
dunque l'intervallo massimale di definizione e <foo, tan (5 — arctan(xo))) ;
T

se invece xg, & sempre verificata arctan(zg) + arctant < 3 mentre

N ™ .
laltralo¢ <= t > tan (7 arctan(zo) — 5) e dunque in questo caso

I'intervallo di definizione e (tan (— arctan(xg) — g) ,—|—oo>; infine, se
xo = 0 la soluzione ¢ z(t) = tan(arctant) = ¢ definita V¢ € R.

_{ zlog®|z| sex #0

0 sex=0 : xp=0 e %1 sono punti di equi-
z(0) = xo
librio e dunque in questi casi la soluzione é a:(t) = zp; altrimenti,
l t r=x(s ‘/E(t) d =10, xr
o EY itﬁ/@_/ $<;»/ T (v=logieh
() log? ()] log Iw s)| v vlog” |z|
/10g|:p(t)| dy [ 1:|10g|1(t 1 1 1
= —— = — t =
oeieol L Blioglen el R = g = g
1 —tlog |zo| log |zo| _loglwgl S S
= =2 " =] = —=—"—" = — pI—tloglag] — 1t10g‘1“f
10g|.’1)0| Og|l’( )l 1—t10g‘.’130| ‘ ()| e 0 |x0‘ 0
1
Tt Tog(eg)
=<{ %o se zg >0 ; la soluzione & definita fintanto

f(fxo)m se zg < 0

che 1 —tlog |xg| > 0: se |zg| < 1, questa condizione equivale a ¢ > Tog [7o]’
0g |To

1
e dunque l'intervallo di definizione massimale & (1|, +oo> , men-
Og |To

1 1
tre se |zg| > 1 equivale at < ———— e cio¢ l'intervallo a yT——
log o] log ||
Z—3t+2x=0
#(0) =3 . Il polinomio caratteristico associato all’equazione

z(0) =2
differenziale & P(\) = A\? — 3\ + 2, le cui radici sono A\; = 1, \y = 2,
dunque 'integrale generale, cioe I'insieme di tutte le soluzioni dell’equazione
differenziale, sara z(t) = Ae’M? + Ber2t = Ae! + Be®; per trovare il

valore di A e B occorre imporre i dati iniziali: { iggg =A+2B=3 A=1,B=1

—A+B=2 * : ’
quindi la soluzione del sistema & z(t) = e’ + ¢



(d)

T +8x =0

igg; zg . Il polinomio associato all’equazione differenziale &
z(0) =3

P\ = A3 + 8, che ha come radici complesse A\; = —2, Ay = 1 + V3i,As =1 — V/3i;
Iintegrale generale quindi & z(t) = Ae™ 2" + Be' cos (\/gt) + Ce'sin (\/ét),
#(0) =44 - 2B +2/3C =0
per trovare la soluzione del sistema impongo i dati iniziali: #(0)=-2A+B+V/3C=0 =
z(0)=A+B=3
= A=1,B =2,C = 0 edunque la soluzione del sistema & z(t) = e %' 4 2¢~* cos (\/gt)

T +2i+2x=0
z(0)=1
#(0)=0 . Il polinomio caratteristico associato & P(A)A* +2X% +1 = (A\* + 1)2,
#(0) =3
z(0) =2
che ha per radici \; = 7, Ay = —i con molteplicita 2, I'integrale gen-

erale quindi ¢ z(t) = (At + B) cost + (Ct + D) sint; imponendo i dati
i (0)=-D-34=1

o #0)=2C—-B=0

iniziali si ha #(0) = A n D —3
2(0) =

quindi la soluzione del slbtema sard x(t) = (2 —t) cost + (t + 4) sint.
Z+ 61+ 9z =9t
(0) = -3 . Il polinomio caratteristico associato all’equazione
z(0)=5
differenziale omogenea # + 64 4 9z = 0 &: P(A\) = A2 + 6\ + 9 = (A + 3)2,
che ha come soluzione doppia A = —3, quindi l'integrale generale
dell’equazione omogenea & z(t) = (A + Bt)e™®'; cerco ora una soluzione

di & + 62 4+ 9z = 9t della forma Z(t) = a+5t; si ha { gg; i g =T+ 62497 =68+ 9a+

= 2
490t = 9t = 90465 =0 <= a = ——, =1, quindi 'integrale
98=9 3
2
generale di & + 64+ 92 =9t ¢ z(t) = (A4 Bt)e 3 4+t — 3’ infine,

per trovare la soluzione del sistema impongo i dati iniziali: { iégg i i : zA:El =-3 s A=

= A=-1,B=2,C=1,D =4,

gZLJ3$xU (Bﬁ%?)e&+t—§
T +i — 2% — 2z = te!
%(0) =4 C . , . .
. 1 erco una soluzione dell’equazione dif-
z(0)=5

ferenziale omogenea = +% — 2% — 2z = 0, il cui polinomio caratter-

istico associato & P(A) = A% + A> = 2X — 2 = (A + 1) (A\* — 2) che ha

radici \y = =1, = V2, A3 = —V2e dunque l'integrale generale dell’equazione
omogenea ¢: Ae”! + BeV? 4 Ce*\@t; cerco ora una soluzione par-

ticolare di T +i — 2@ — 2z = te' della forma Z(t) = (at + B)e



Z(t) = aet + (at + B)et = (at + a+ B)e!

sendo i’(t) +(at+a+ 5) = (at+2a+ B)e! =7 +i— 27 — 2% = (ot + 3a + fB)e'+

T ()= (at + 3o+ B)et
+(at + 2a+ B)e! — 2(at + a + B)e' — 2(at + 3a + B) = (3a — 28 — 2at)e!

—2a=1 1 3 -
dunque { 30— 28 = 0 =>a= 5 8= - dunque U'integrale gen-
t
erale dell’equazione non omogenea & z(t) = Ae™" + BeV?t 4 Qe V2t <2 + i) el
infine, trovo la soluzione del problema imponendo i dati iniziali:
i(0)=A+2B+2C-1=4
5 23 15 15
(0)=-A+V2B-V2C-2=1 o A="" T B—Tf c——%
z(0)=A+B+C—-3=5
2 1542 15v/2 t
quindi la soluzione del sistema ¢ —36% + 5\[6\/57: — 5\[67\/% — =+ 3 el.
8 8 2 4
T+ =sint
Z(0)=1 . . . , .
#(0) = 2 . 11 polinomio caratteristico dell’equazione omoge-
z(0) =3

nea associata & P(\) = A* + X, che ha per radici A\; = 0, Ay =4, \3 = —i,
dunque le soluzioni sono del tipo A cost + Bsint + C'; cerco ora una
soluzione particolare di © +4 = sint della forma Z(t) = at cost + Stsint;

Z(t) = (Bt + a) cost + (8 — at)sint
essendo { Z(t) = (28 — at) cost — (Bt + 2a) sint =7 +& = —(Bt + 3a) cost + (at—

z (t) = —(Bt + 3a) cost + (at — 33) sint

1
—308)sint + (Bt + a)cost + (8 — at)sint = —2acost — 20sint =sint < a=0,8= —5
tsint
2 3

le soluzioni dell’equazione saranno quindi del tipo x(t) = Acost + Bsint + C —
it)y=—A-1=1
imponendo infine i dati iniziali si trova la soluzione: #(0)=B=2 = A=-2,B=2,
z(0)=A44C=3
tsint

C=5=z(t) =2sint —2cost+5 — 5

{ @=(lz| —1)cosz : si ha un punto di equilibrio per il sistema

<= |xg| — 1 =0 oppure coszg = 0: nel primo caso si ottengono i
™

punti g = %1, nel secondo invece xg = — + k7 per k € Z; I'intervallo

massimale di definizione delle soluzioni ¢ sempre tutto R perché
[(|z] = 1) cosz| < ||z] — 1] < |=] + 1.

{ T = (m3 — x) sin (ﬁ) : 1 punti di equilibrio del sistema sono
rog=0exy = %1, perché 0 < ———
x

. 1
1 < 1, e dunque sin (:102H> #0;
inoltre, come al punto precedente, le soluzione & definita globalmente

. 1 . 1 2 + ||
S <x2+1> < (jaf” + fo) fen <x2+1)‘< 2 +1 = lal.

4 _ g2
{ = { (3: Az ) logfa| sex 70 : i punti di equilibrio del sis-

perché

0 sex =0
tema sono dati da zj — 423 = 0 e log|zo| = 0 e dunque sono zg = 0,



xo = %1 e g = £2: per |zg| < 2 le soluzioni sono definite per ogni
tempo perché il dato iniziale si trova tra due punti di equilibrio; se in-
o dx Heo dx
vece xg > 2, I'intervallo di definizione & / , ,
o (zt—4da?)log|z|’ )., (x*—422)log|x]
che ¢ illimitato a sinistra ma limitato a destra, cio¢ del tipo (—oo, a),
1
(z* — 422) log | z|
lint 1 . le ¢ (/xo dx —2 dxr )
intervallo massimale & , ,
oo (@t —da?)log x|’ [, (z* — 422)log ||
che per lo stesso motivo & limitato a sinistra e illimitato a destra, cioe
del tipo (a,+00).

perché ¢ integrabile all’infinito; infine, se x¢ < 2
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 11 (15 DICEMBRE 2010)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI

1. & — 9z = cost: l'integrale generale dell’equazione differenziale & della forma
x(t) = zo(t) + Z(t) dove zo(¢) risolve 'equazione differenziale omogenea
% — 92 = 0 mentre Z(t) & una soluzione particolare di & — 9z = cost; per
trovare xo(t) considero il polinomio caratteristico P(\) = A\* — 9, che ha
come radici \; = 3, Ao = —3, dunque le soluzioni dell’equazione differen-
ziale omogenea sono zo(t) = Ae3* + Be™3?; cerco una soluzione particolare
Z(t) = —asint + Bcost

di & — 92 = cost della forma Z(t) = acost + Bsint: 51ha{ 5(t) = —acost — Bsint

. 1
=z —9Z = —acost — Bsint — 9(acost + Bsint) = —10acost — 108sint = cost < a = fﬁ,ﬁ =

St t
=0=z(t) = —C(l)—;, dunque l'integrale generale di & — 9z = cost & x(t) = Ae®’ + Be 3! — %.
2. 7 +x = te”": I'integrale generale dell’equazione differenziale ¢ della forma

x(t) = xo(t) + Z(t) dove xo(t) risolve I'equazione differenziale omogenea
Z 4+ =0 mentre Z(t) & una soluzione particolare di ¥ 4z = te™"; per
trovare xo(t), considero il polinomio caratteristico P(\) = A® 41, che h

NEE NEE

una radice reale A\; = —1 e due complesse Ay = > + > A3 = 5 "3

3
dunque le soluzioni dell’equazione omogenea saranno della forma zo(t) = Ae™" + Be? cos <2t> +

+Ce? sin <23t> : cerco ora una soluzione particolare di 7 +x = te™"
z(t) = (—at?2a— Bt +a+ B) e’

della forma z(t) = (at2 + ﬁt) et sihal Z(t) = (at2 + (B —4da)t 4 2a0 — 26) et =7 +7 =
z(t)=(—at?+ (6a— B)t+2a+3B)e"

= (—at® + (6a— Bt +2a+3B) e " + (at® + Bt) e = (6ot + 20+ 3B)e ' =te™!

20+ 36=0 1, 1 ety ot
{ 6o — 1 = a= 5 8= 7 quindi I’ integrale generale di * +x = te
: : 2t
ex(t) = x2o(t) + 2(t) = Ae™" + Be? cos (?t) + Ce? sin <\g§t> + (6 — 9) et

3. % +13% + 36x = sint: U'integrale generale dell’equazione differeziale ¢ della
forma z(t) = xo(t) + Z(t) dove z((t) & soluzione dell’ equazione differen-
ziale omogenea T +13% + 36z = 0 mentre Z(¢) ¢ una soluzione partico-
lare di @° +13% 4 362 = sint. Per x((t), considero il polinomio caratteris-
tico P(A) = A* + 13)% + 36 = (\*> +4) (A\> +9), che ha radici complesse
A1 = 2i, Ay = —2i, A3 = 3i, \y = —3i, pertanto ’equazione omogenea avra
per soluzione zo(t) = Acos(3t) + Bsin(3t) + C cos(2t) + D sin(2t); cerco
una soluzione particolare di  +13% + 36x = sint della forma Z(t) = avcost + Bsint =



8-

r(t) = —asint + Bcost
(t) —acost — Bsint
(t) = asint — Bcost
T (t) = acost + Bsint

81

=% +13% + 367 = acost + Bsint + 13(—a cost — Bsint)+

& \

1
+36(acost 4 Bsint) = 24acost + 24Fsint =sint < a =0, = dunque

I'integrale generale di & +13% + 36z = sint ¢ z(t) = Acos(3t) + B bln(3t) + C cos(2t) + Dsin(2t)+

t
+&, imponendo infine il dato iniziale (0) = 0sihaz(0) = A+ C =0 <= A=-C=2(t) =

24
= Acos(3t) + Bsin(3t) — Acos(2t) + Dsin(2t) + S;—T
. T 43i + 3% + = = e': I'integrale generale dell’equazione differeziale & della
forma x(t) = zo(t) + Z(t) dove xo(t) risolve I’ equazione differenziale omo-
genea ¥ +3% + 34 + 1 = 0 mentre Z(¢) & una soluzione particolare di & +3& + 3% + z = €.
Per x4 (t), considero il polinomio caratteristico P(A) = A* + 3\ + 3\ + 1= (A +1)* = (A + 1),
che ha radice A = —1 di molteplicita 3, quindi zo(t) = (At* + Bt + C) e™;
cerco ora una soluzione particolare di 7 +3i + 34 + x = ' della forma

z(t) = ae’
I(t) = ael = Z(t) =ae' =T +3i+
z (t) = aet

. 1
432 + 7 = ae’ + 3ae’ +3ae’ +ae’ =8ae’ = = a= 3’ dunque 'integrale

t
generale di 7 +3& + 3% + 2 = e’ e 2(t) = (At2 + Bt + C’) et 4 %; impo-

z(0)=A+3

H0)=A+B+1=0 = A——g,B—0:>

nendo infine i dati iniziali 2(0) = 0 = £(0) si ha {

o 1\ _, €
sat)= (0P + ) e+ 5

. ¥ 4i#—2x =e 'sint: il polinomio caratteristico dell’omogenea associ-
atae AP+ A2 —2=(A—-1) (A +22+2) = A-1)(A+1—0)(A+1+41),
dunque 'omogenea associata ha come integrale generale Ae’ + Be ' cost + Ce ™ !sint;
cerco ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea, del tipo
I(t) = ate”'cost + Bte 'sint: essendo
z(t) = ((B—a)t+a)e tcost + (B — (a+ B)t)e tsint
z_:(t) (2(8 — ) —2B8t)e " cost + (2at —2(a + B))e " sint =T +i — 22 = (4a — 28)e " sint—
Z(t)= ((2a + 2B)t — 68)e~*t cost + ((28 — 2a)t + 6a)e " sint

928 = 1 1 te"tcost te tsint
—4(a+ Be? cost:>{4a 2p=1 =a= ,6———:>x(t) ¢ oot Sm,

—2a—48=0 10 5 10
te tcost te lsint

dunque le soluzioni dell’equazione sono x(t) = Ae' + Be ' cost + Ce 'sint + 5 — T

e tra queste quelle che soddisfano la condizione x(t) 4% 0 sono tutte e
sole quelle in cui A = 0.

_ .3
. T=T 7T dati iniziali xo = 0, %1 sono gli unici punti di equilibrio
z(0) = xo

del sistema, dunque per questi dati iniziali la 5oluzione é x(t) =z Vt € R;

_ , i(t) / / (s) (;p 2(s)) / MU, 1 /W) dx
1t t 771 t= ds = ==
arlmenl,x()_x( = S = J:3 ) —a( . R 2 /. x+1+

0




120 dg *® dz  loglz(t) — 1] loglzo —1| loglz(t)+ 1] log|zo + 1|

- _ @ _ - - ~log |z(t
+2/m0 r—1 /zo z 2 > T 2 2 o lz(t)l+

log [ 2221 1o |22 2 2 2
8| 202 S x(t)? -1 x3 — z(t)? -1
7:3%—1 2t 1 7$(t)2717x8712t | 7553*1%735%"*_(1_%(2))6%
= s—(e” =1 2 2 = e = =1 2 = 2
xg o (t) x(t) xg x2(t) xg xg

=z(t) = 0 : questa soluzione e definita fintanto che la

Br0-ae

quantitd sotto radice & positiva, ovvero z§ > (zf — 1) €*: se zo € (—1,1)

il termine a destra & sempre negativo e dunque la condizione & sempre

verificata, cioe l'intervallo massimale di esistenza e tutto R, altrimenti

2 2

< on <— t <log ;CO , e dunque
x5 —1 x5 —1

2t

la condizione € vera <= e

2
T
Iintervallo massimale & (—oo7 log 5 o 1) .
Ty —

oo 2Psin (%) sex #0
10 sex =0 : ipunti di equilibrio del sistema sono
z(0) = xo

1 1
gli zeri della funzione z° sin (2), cio¢ g = 0 e xg tale che — = k7 per
x x

k € Z, cioe xg = =——; per questi dati iniziali la soluzione ¢ definita per

T

1 1
tutti i tempi, e questo € vero anche per —— < g < —=, perché in questi

e e

casi il dato iniziale si trova tra due punti di equilibrio; se invece xg > —,
NG
N
3 . o . v dx oo dx
I'intervallo massimale di esistenza & = 1 |
o T0sin (z—z) 2o 2°sin (P)
che ¢ illimitato a sinistra ma limitato a destra, cio¢ del tipo (—o0,a),

, [T dx o0 da . 1 ..
perché 7) R — < Fo0; infine, se xy < ——=, l'intervallo
X xr

2% sin (2 , N3

0 z2
1 _
. . R v dz i dx
massimale di esistenza e _ 7> , che per
zo

zo  @0sin (L)’ 2 sin (5

lo stesso motivo & anch’esso illimitato a sinistra e limitato a destra.
. (z* — 2%) log|log|z|| sex #0

0 se x = 0,41 :ipuntidiequilibrio sono
z(0) = zo

ovviamente 0, £1, e inoltre gli zeri della funzione z — (2* — 2?) log | log |||,

che sono i tre punti gid menzionati e quelli in cui log|z| = £1, ovvero

1
+e,+—; per quanto riguarda 'unicita, va verificata solamente nei punti
e

0,%1, dal momento che la funzione (z* — 2?)log|log|z|| & di classe C"

nel suo insieme di definizione: la funzione ¢ continua su tutto R, e la
4 2

sua derivata ——— 4 (42° — ) log |log |z|| & limitata (nulla) intorno
x| log |||



all’origine mentre diverge in 41, dunque la funzione & lipschitziana anche
intorno a x = 0 ma non in x = +1; tuttavia, neanche questi due punti cre-
ano problemi per 'unicita, perché essendo log(1 4 t) & ¢ per t & 0, allora

/z(t) dx N /w(t) dx _ /w(t) dr B
v (@ =a?)loglloglall T Sy (@t —a?)logle—1] S (z—1D)logle—1]

= [log |log |z — 1] |]gf(t) = 400, e dunque non ¢ possibile trovare con il metodo

di separazione di variabile una soluzione diversa da quella costante, e ragio-

nando allo stesso modo c¢’¢ unicita anche intorno a —1; per quanto riguarda

i tempi di esistenza, se —e < xy < e la soluzione e definita per tutti i tempi

perché il dato iniziale si trova tra due punti di equilibrio; se invece xy > e,

*o dx teo dx
I'intervallo massimale di esistenza ¢ ( / 7 5 , 7 5 )
e (@t —a?)loglloglzl|” /s, (2% —2?)log|log ||

limitato a destra e illimitato a sinistra, e se infine zg < —e, l'intervallo

& esist (/I" dx /‘e dx ) 1
1 esistenza e s y U=

—o (2t —2?)log|logz||" /,, (2* —2?)log|log|z||
limitato a destra e limitato a destra.

j— «@
. { i(g) ‘f| 0 ha un’unica soluzione per « > 1, perché per questi valori la

funzione x — |x|“ ¢ lipschitziana, e in questi casi la soluzione & z(t) = 0Vt € R;
se invece « € (0, 1), oltre alla soluzione costante se ne possono trovare altre

t =) ¢
per separazione di variabili: 2(?) :>t—/ ds = / B | (l x(é))/ | "r =
T a ™

FOR
o~

_ " (1))~ e R,
segno(x)l_a . segno(z(t)) o = |z(t)| (I—a)lt] = z(t) = (1 — a)|t])

sono altre due soluzioni; tuttavia, ¢ possibile ”combinare” la soluzione ba-
nale con quelle ottenute per separazione di variabili: Vty € R si ottengono
z(t) = £((1 - Q)|t)™™ set >ty
0 se t <ty

altre due soluzioni: , e dunque in

tutto ci sono infinite soluzioni.

(a) Se VF(x(0),y(0)) =0, allora (zg,yo) ¢ un punto di equilibrio per il
sistema e dunque VF(z(t), (t)) = 0Vt € R, in particolare passando
al lim ; altrimenti, :;t (@(8),y(t)) = (VE((t), y(1)), (&), 9(1))) = (VF(2(t), y(1)),

~VF(x(t),y(t)) = —[|VE(@(t), y(1)]|* < 0, dunque t — F(z(t), y(t))
¢ decrescente e inferiormente limitata e pertanto avra un’asintoto

orizzontale, pertanto —||VF(z(t),y(t))||* = %F(x(t), y(t)) oo 0,

— 00

ovvero |[VF(z(t),y(t))] "= 0.

a'c:—2x—2y——%(:vy)
(b>{y=—2x—2y 1P =~ (ay) T\ E(ay) =20+ 2y + 4y

Jr/O 681;(15 0)dt = F(070)+/0 2tdt = F(0,0) + 22 = F(z,y) = (;z:,O)Jr/Oyaal;‘(z,t)dt

Y
:F(0,0)+x2+/ (20 + 2t + 4t%) dt = F(0,0) + 22 + 22y + y° + y*;
0

(2,9) = 20+ 2y = F(z,0) = F(0,0)+

SIS

O

in particolare si pud scegliere F(0,0) = 0 e ottenere F(x,y) = 2% + 22y + y* + y*.



(¢) Per quanto visto in precedenza, ||V F (z(t), y(t))]| 3% 0, ma in questo

caso VF(z,y) = (2x + 2y,2x + 2y + 4y3) si annulla solo nell’origine,

perché sottraendo la prima equazione alla seconda si ottiene 45> = 0 = y = 0

e inserendo nella prima si ottiene 2z = 0 = = = 0, e inoltre | VF(z,y)|* = 2z + 2y)* + (22 + 2y+
+ 4y?’)2 H(x’ylu_mo oo; di conseguenza, per la continuita di (z,y) — VF(z,y),

deviessere [V F(x(), y(t))| 5% 0= IVF(0,0)] <= (x(t),y(t) " (0,0),

e dunque questo accade indipendentemente dalla scelta dei dati in-

iziali.



