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Esercizi su misure e integrali

Esercizio 1.
Sia X un insieme qualsiasi, Y C X un suo sottoinsieme proprio e sia, per E C X,

|1 seENY #0
'LL(E)_{ 0 seENY =10

1. Dimostrare che € una misura esterna su X .

2. Dimostrare che
u(E) inf{Zp(En) cE,e&,EC|JE }
n=1 n=1

dove € = {0,Y,Y*, X} e p(@) = p(Y©) = 0, p(¥') = p(X) = 1.
3. Dimostrare che gli insiemi p-misurabili sono tutti e soli quelli della famiglia

M ={ACX:Y C A oppureY C A°}.

Esercizio 2.
Sia (X, M, 1) uno spazio misura e f : X — [0, +00].

1. Dimostrare che se f & misurabile e limitata allora esiste una successione {1, }o> 1 di funzioni

semplici tali che ¥ > s > -+ > f e Wy, njoo f uniformemente.

2. Dedurre dal punto precedente che se f & misurabile, limitata e nulla fuori da un insieme di

misura finita allora

/fd/L = inf {/wdu: ¥ semplice, P > f}

3. Dimostrare che se f ¢ integrabile ma illimitata oppure se é integrabile con p{x € X : f(x) #
0} = +o0, allora l'uguaglianza precedente ¢é falsa.

Esercizio 3.
Sia f : R — R integrabile rispetto alla misura di Lebesgue. Utilizzando opportunamente il Teorema

della convergenza dominata ed eventualmente dei cambi di variabile, dimostrare che:

/@) — 0.
r 1 +njz]  n-ooo

2. l/f(i) arctan( dm N 2/f dx.

/fa:+2n7r cosfdx — f(x)dx

n— oo R

1.




Esercizio 4.

Sia f(z,t) = M

+oo
T2 e F(t) := /0 f(z, t)dx.

log (1 + (to + 6)z?)
1+ a2

1. Dimostrare che se t € [to — 0,10 + ] allora |f(z,t)] <

e dedurne che F(t)
e continua per ogni t > 0.

2. Dimostrare che F(t) ¢ derivabile per ognit > 0 e calcolare esplicitamente F'(t).

3. Calcolare F(0) e dedurne una formula esplicita per F(t).



