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TUTORATO NUMERO 1 (24 FEBBRAIO 2010)
R1PASSO

i R
1. Dimostrare che la funzione f(z,y) = { **+¥ (#9) #(0,0)
0 (z,y) = (0,0)

N N 1
nell’origine ma non ¢ di classe C".

¢ differenziabile

2. Siano f € C* (R*,R) e g € C* (R, R) tali che f(z, g(z)) = 0 Vz € R. Dimostrare

*f

che se g(0) =0, Vf(0,0) = (0,2) e —(() 0) = 1 allora g ha un massimo rela-
Ox?

tivo in 0.

3. Dimostrare le seguenti disuguaglianze:

2

(a) |sinz| < |z| (e) |arctanz| < |z|
(b) |1—cos.1:|§%— (

f) |e® — 1| < 3|z| se |z| <1

o|® sinhz| < 3lz| se [z| < 1
(c) |;p_sillg;|gl% (g) |sinho| < 3[z] se [z
O

) |tanz| < 2|z| se |z] < 1 (h) |log(l + z)| < 2|z| se |z| <

A

4. Disegnare i seguenti sottoinsiemi di R”:

(a) A= {(z,y) eR?: 2® +¢* < 1,[a| + |y| > 1}

(b) B = {(a:,y) eR?:1<22+9y2 <4,

(c) C={(z,y) e R?: |2% —y®| < 1}

(d) D= {(I,y) eR?:0<z< Smy,y2 < 772}
)

R 3 3 3.3 O
5. Disegnare i seguenti sottoinsiemi di R”:

(a) B {( )EIR:’:J:2+y2+22§1,.1?2+y2+32§2y}
(b) F={(z,9,2) R’ :ax+y+2<1,2>0,y>0,2>0}
(c) G ={(z,y,2) € R® : max{|z|, |y, |2|} < 1}

(d) H = {(‘.y,z)ER:‘:a:2+y2+22< 1,22 + y? Szz}

(e) I={(m.y.z)€]R3:(\/z + y? —3) +z2=1}

6. Calcolare i seguenti integrali:

T cosx
(a) /” e2x dz /(; 2+ cosz r

AW 22—-2-3
(b) V1 -—cosz dx / —— dx
3

0
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TUTORATO NUMERO 2 (3 MARZzO 2010)
SPAZI NORMATI, CONTRAZIONI

1. Sia fo(z) = % € C([0,1]). Calcolare || folls € || fn]l1 e dedurre che
le due norme non sono equivalenti.

2. Sia f,(z) = en sin? 2. Mostrare che f, converge in (C([0,7]), || - ||1).

3. Sia x, (k) = nekL—i—l' Mostrare che z,, converge in ¢F Vp > 1.

-1 k+1
4. Sia z,(k) = 2k j_ 2)?(271)’“_1. Calcolare ||z |1 e stabilire se z, converge
in ¢t
ek
5. Sia x, (k) = ——. Calcolare ||z,]|1, ||zn||2 e studiare la convergenza di x.,
n

in 41 e in #5.
kK +nk+2k+n

. Si k)= .
6. Sia an(k) = Tyl
(a) Provare che x,, € {5 e z,, ¢ (1.

(b) Mostrare che x,, converge in £? ad una successione x € £y.
(¢) Provare che x, —x € ¢; eche z, —x 2320 in 4.
nlog (1 + L)
7. Sia x,(k) = — "\ k) Mostrare che x, € /' e converge in £

V1+k2
Suggerimento: se x > 0, |log(1+ ) —z| < ...

11 1
8 Siazn=(1,=%....,-,0,...).
ia x ( 53 - )
(a) Mostrare che z,, € £*.

(b) Mostrare che z,, & di Cauchy rispetto a || - ||co-

(¢) Mostrare che z,, rispetto a || + || non converge ad alcun elemento di
¢' e dedurne che (¢',] - ||s) non & completo.

9. Mostrare che ® : C([0,1]) — C(]0, 1]) definita da ®(f)(z) = / e’ F gt
0

& una contrazione su (C([0,1]),] - |loo)-
10. SiaX ={f € C([0,1]) : 0 < f(z) <1Vz}e®: X — C([0,1]) definita come
D(u)(x) = é %/o u?(t)dt.
(a) Mostrare che X & un sottoinsieme chiuso di (C[0, 1], ]| - [loo)-

(b) Mostrare che ®(X) C X e che ® ¢ una contrazione.
(¢) Determinare tutti i punti fissi di ®.
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TUTORATO NUMERO 3 (10 MaARrzoO 2010)
TEOREMA DELLA FUNZIONE IMPLICITA, SPAZI METRICI

1. Per ognuna delle seguenti funzioni, stabilire se in un intorno del punto in-
dicato & possibile scrivere I'insieme di livello {F = 0} come grafico di una
funzione y = g(x). Fornire inoltre una stima dell’intorno di definizione
della funzione ¢ e, supponendo che sia di classe C2, determinarne lo
sviluppo di serie di Taylor al secondo ordine:

(a x,y) = arctan(x) + e~ Y — cos(xy) in (0,0).
(b z,y) = e*¥ —sin(x +y) — 1 in (0,0).

x

2
x1,x9,y) = y° — cosh(z122) in (0,0,1).

( T in (0,0).
(d
(e

2. Sia F: R® — R? definita da F(x,y1,ys) = (

) F(x
) F(z
¢) Flz,y) = ay® +y +sin(zy) +
) F(
) F(

x1,T2,y) = log(l + z1xoy) — arctan(zix2) + elzitad)y _ yin (0,0,1).

T+ Y2 T+
l+z+y} 1+a+y3

(a) Provareche3r,p > 0eg € C(B,(0), B,((0,0))) tale che F(z, g1(x), g2(x)) =0
Va € B(0).

(b) Fornire una stima dei raggi r e p.
(c) Supponendo che g sia di classe C*, determinare lo sviluppo di Taylor

al primo ordine della funzione g.

3. Studiare la convergenza in £, delle seguenti successioni:

cos | ——— T = - b
(a) xnw)—(w(’““)). ) anl) ;@’CHV'
vEk+1

x
4. Mostrare che ’equazione arctan (1 + sin (§>) = x ha un’unica soluzione

n [-5.3)
n|——,—=.
2°2

o =a

5. Mostrare che la successione definita da { 14
71 -

converge a

Tn— 1+1
V2 per qualsiasi scelta di a > 1.
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TUTORATO NUMERO 4 (17 MaARz0O 2010)
TEOREMI DELLA FUNZIONE IMPLICITA E DELLA FUNZIONE INVERSA
B
1+z 14y
(a) Provareche 3r,p > 0eg € C*(B,((0,0)), B,(0)) tale che F(zy,zs,g(x)) =0
Vz € B,((0,0)).

(b) Fornire una stima dei raggi r e p.

1. Sia F : R* — R definita da F(21, 22, y) = €”*"*Y + cos (z3) —

(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine della funzione g.

2. Sia ' : R?* — R? definita da F(x, y1,y2) = <1og y2 + €Y' — cos z, arctan(y1y2) — ;fi)
Y1

(a) Provareche 3r,p > 0eg € C'(B,(0), B,((0,1))) tale che F(x, g1 (), g2(x)) = 0
Va € B, (0).
(b) Fornire una stima dei raggi r e p.

(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al primo ordine della funzione g.
3. Sia F' : R — R definita da F(y) = 3? + y + coshy.
(a) Provare che 3r,p > 0eg € C'(B,(1), B,(0)) tale che F(g(u)) = u Yu € B,(1).

(b) Fornire una stima dei raggi r e p.

(c) Determinare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine della funzione g.
4. Sia F : R? — R? definita da F(z,y) = (\/ 14 22 —e¥etany g4 43 4 y2).

(a) Provare che 3r,p > 0eg € C'(B,((0,0)), B,((0,0))) tale che F(g(u,v)) = (u,v)
Y(u,v) € B.((0,0)).
(b) Fornire una stima dei raggi r e p.
(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al primo ordine della funzione g.
2 oY

5. Sia ' : R?* — R? definita da F(z,y) = (arctanx + % —Incosy,y + T2 + cosh (:1:2 + y2)>
Yy

(a) Provare che 3r,p > 0eg € C'(B,((0,2)), B,((0,0))) tale che F(g(u,v)) = (u,v)
Y(u,v) € B.((0,2)).
(b) Fornire una stima dei raggi r e p.

(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine della prima com-
ponente della funzione g.



Universita degli Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

Tutorato di Analisi 3

A.A. 2009-2010 - Docente: Prof. P. Esposito
Tutori: Gabriele Mancini, Luca Battaglia e Vincenzo Morinelli

TUTORATO NUMERO 5 (24 MAaARzO 2010)
MASSIMI E MINIMI VINCOLATI

1. Calcolare il massimo e il minimo della funzione f(z,y) = = — y nell’'insieme
E:{(:E,y)ER2:$2—2y2:1,0§x§3}.

2. Calcolare il massimo e il minimo della funzione f(z,y,z) = 2z + 3y + 62
nell’insieme FE = {(a:,y,z) eER3: 2?2 +y? 422 = 1},

3. Trovare i punti della parabola di equazione y = 22 — 1 che distano meno
dall’origine.

4. Siano E = {(z,y) € RZ:z+2y>2 2% +4y% < 4} e f(z,y) =€".
Calcolare max fe mbin f.

5. Siano F = {(z,y) eR?: 2%y >1,2>0,y< 1} e f(z,y) =z +y>
Calcolare sup f e i%f f, specificando se si tratta del massimo e/o del min-
E

imo ed eventualmente i punti in cui sono raggiunti.

6. Siano F = {(m,y,z) eR¥: 2?2+ <22 0<z2< 1} e f(z,y,2) = 2° + zy.
Calcolare sup f e i%f f, specificando se si tratta del massimo e/o del min-
E

imo e determinando eventualmente i punti in cui sono raggiunti.

2 2 2
. . x z
7. Siano a,b,c¢ > Oesia E = {(x,y,z) eR3: —+ Z—Q +5=Lz>0y>0,2z> 0}
a c
Determinare le coordinate del punto p € E per cui ¢ minimo il volume del
tetraedro definito intersecando il piano tangente in p ad E con i piani

z=0,y=0,2=0.
. 2 ;
8. Sia F(x,y) = (cosxcosy+xlog (y) ,e“‘y).
T

(a) Provare che F' & invertibile in un intorno del punto (07 %)

(b) Fornire una stima del raggio dell’intorno in cui F & invertibile e del
raggio dell'intorno di definizione di F~1.

(c) Determinare lo sviluppo di Taylor al primo ordine di F~! nel punto
F(0,%).
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TUTORATO NUMERO 6 (31 MaARzO 2010)
MASSIMI E MINIMI VINCOLATI, CURVE

1. Sia y(t) = (e * cos(4t),e * sin(4t)) t € [0, +o0).
Mostrare che v € una curva regolare e calcolarne la lunghezza.
2. Sia (t) = (cos(t),2sin(t)) t € [0, 7.
Mostrare che y e regolare e calcolare / V14 3z2dl.
¥

3. Sia 7 la curva ottenuta intersecando il cilindro di equazione 2% + 2% =1
con il piano di equazione y + z = 0;

(a) Provare che 7 & una curva regolare e calcolarne la lunghezza.

||
(b) Calcolare /ny2+ 202 + 42 + 222

2
4. Calcolare la lunghezza dell’arco di parabola di equazione y = % xz e [-1,1].

5. Siano F = {(z,5,2) ER*:x+y+2<1,2> 0,9 > 0,2 >0} e f(x,y,2) = zy*2>.
Calcolare sup f e irblf f specificando se si tratta del massimo e/o del minimo
E

ed eventualmente i punti in cui vengono raggiunti.
6. Siano B = {(1,5,2) € R 1a® + > <1} ¢ f(,y,2) = — L)
. Siano E = {(z,y, 2 T <lte f(z,y,2) = ————.
4 y Y 1422+ 22
Calcolare sup f e i%f f specificando se si tratta del massimo e/o del minimo
E

ed eventualmente i punti in cui vengono raggiunti.

7. Trovare, se esistono, i cilindri di volume massimo tra quelli inscritti in una
sfera di raggio 1.

8. Siano F = {(x,y,z) eR¥: 22+ —22=0,2> O}ef(:v,y,z) =24+t — 2
Calcolare sup f e i%f f specificando se si tratta del massimo e/o del minimo
E

ed eventualmente i punti in cui vengono raggiunti.

9. Sia [[(z, )|, = {/lz[P + |y per p = 2,4.
Calcolare  max ||(z,y)llae min |(x,y)|4 e determinare la costanti
l(z,y)[l2=1 ll(@,y)ll2=1

a, B ottimali per cui «f(z,v)|l2 < ||(z,v)l2 < Bll(z,9)]2-
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TUTORATO NUMERO 7 (7 APRILE 2010)
RIPASSO
k

by

COs
n

ol —

1. Sia z, (k) =
(a) Calcolare ||zp|l1 € ||znl|2-
(b) Studiare la convergenza di x,, in 1 e £5 e calcolarne I'eventuale limite.
2. Sia ® : Lo, — Lo definita da ®(z)(k) = e a2 (k).

(a) Provare che ® non & una contrazione in £o.

(b) Provare che ® ¢ una contrazione sulla palla unitaria X = {z € lo : ||7]|c0 < 1}.

3. Sia F : R* — R? definita da

F(xy,22,y1,y2) = (\/1 +x1 — — e Y + cosys, log(coshzy) — w + arctan y
1+ 2o 1+yy

(a) Provareche3r,p>0ege C'(B,.((0,0)), B,((0,0))) tale che F(z1, 72, g1(2), g2(x)) =0
Vz € B;((0,0)).

(b) Fornire una stima dei raggi r e p.
(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al primo ordine della funzione g.
1
4. Sia F : R? — R? definita da F(z,y) = (sin(my) +wcosy, etV — 1+$2+y2)
(a) Provareche37,p > 0eg € C*(B,((0,0)), B,((0,0))) tale che F(g(u,v)) = (u,v)
Y(u,v) € B.((0,0)).
(b) Fornire una stima dei raggi r e p.
(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al primo ordine della funzione g.
5. Siano E = {(@y,z) ER3:a? + 2 +22< 1,2 > 0} e f(x,y,2) = 2%y* + log .
(a) Dire se f & superiormente e/o inferiormente limitata su E.
(b) Calcolare sup f e i%f f specificando se si tratta rispettivamente del
E

massimo e del minimo ed eventualmente i punti in cui sono raggiunti.
6. Sia (t) = (cos®t,sin®¢t) per t € [0, ]

(a) Stabilire se 7y € una curva regolare.

(b) Calcolarne la lunghezza.

(c) Calcolare/f’/\zyué.
2!

. 1 + arctan (%) . . .
7. Sia x, (k) = T’L Discutere la convergenza di x,, in f5 e £;.
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TUTORATO NUMERO 8 (5 MAGGIO 2010)
INTEGRALI

1. SiaA:{(x,y)6R2:0§x§1,0§y§x2}.

Calcolare / xyem6dxdy.
A

2. Sia B = {(w,y) cR?:

| =

<y<el }
Calcolare / log ydxdy.
B

3.SiaC={(z,y) eER*: 0<z < o<y <}
Calcolare / z? sin (yz) dzxdy.
c

2 2
ia D — 2.2 Y =] |yl

Calcolarne 'area al variare di a,b > 0.

5. Sia E = {(x,y,z) €R3:log2§x§10g570§y§x,0§z§x—|—y}.

z
lcol _— .
Calcolare /E 2@ty sinhmdxdydz

6. Sia F={(z,y,2) ER*: 0<2<1,0<y<La?+y? <z <1}

Calcolare / rydzdydz.
F

7. Sla G = {(%y’z) ER*:0<zr<1,2°y<z< x5ye’”2_”y}.
Calcolarne il volume.
8. Sia H = {(z,y,2) ER®*: 1 <y <2, 0<z <arctan(yz),0 < yz < 1}.

1
Calcolare /H %dxdydz.
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TUTORATO NUMERO 9 (10/12 MacaGIo 2010)
INTEGRALI CON FUBINI E CON CAMBIO DI VARIABILE
L. Sla A= {(z,y) eR*: [z| -1 <y <1-—2?}.

Calcolare [ |x|cos(my)dzdy.
A

2. Sia B il tetraetro di vertici (0, 0,0), (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1).

Calcolare [ z*y?e™*dxdydz.
B

3.SiaC={(z,y,2) ER 2 <2y<20<2,0< 2’2+ y°2+2 < 1}
Calcolare / (w2 + + 1) arctan xdxdydz.
c

.. 3 .4
sm” r +sin” x
4. SiaD =4 (z,y,2) e R®: ———— "~ < z < cos(ysinz),0 < ysinz < <z<

(z,9,2) (w+2y)2__(y ),0<y < <z <

[SVRN )

)

T

273
Calcolarne il volume.

5 Sia A= {(z,y) eR*:0<y <z, 1<2®+y* <4}

Calcolare Zdxdy.

S
8]

6. Sia B= {(z,y,2) ER* 12 +y* +2° < 1,2 > 0,y > 0,z > 0}.

CE2

Calcol —————— dxdydz.
acoaure/B4_362_112_Z2 xdydz

7. Sia C = {(m,y) eER?:0<2? -y <ay< 1,3:20}.
Calcolare / (Jc4 — y4) e™dxdy.
c

8. Sia D = {(z,y,2) € R® : max{|z|, |y|, 2|} <1< a® +y*+ 2°}.

Calcolare / z2y? 22 dedydz.
D

9. Sia M una matrice 3 x 3 simmetrica definita positiva con autovalori 0 < A1 < g < A3.
Calcolare il volume dellinsieme E = {v € R® : (Mv,v) < 1}.
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TUTORATO NUMERO 10A (17 MaccGIo 2010)
INTEGRALI IMPROPRI, SUPERFICI

1. Sia A il grafico della funzione f(z,y) = x? + 2xy — y* con (z,y) tali che
2 +y? <1
Calcolarne 'area.

2. Sia B la superficie parametrizzata da ®(u,v) = (cosh u cos v, cosh u sin v, sinh u),
con (u,v) € [—log2,log2] x [0, 27].

Calcolare / Va4 y? + 22do
B

3. Sia C = {(z,y,2) ER*: 2 +y* < 1,2° + y* 4+ 2° < 4}.
Calcolare P’area di 9C.

4. Sia D = {(x,y,z) ER*: a2 4+y? < (22— 1)",0 >0,y >0, gl}.

Calcolare / |z e dzdydz.
D

5. Sia F = {(x,y,z) eR3: 2> /322 —|—3y2}.

dxdyd
Calcolare I'integrale improprio / 5 5 5 m y2 hd 5 5 .
(@ +y?+2%)(a® +y* + 22 +1)
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TUTORATO NUMERO 10B (24 MAcGIo 2010)
1-FORME DIFFERENZIALI

1. Siano w = zydx + (e3y + x3) dy e v(t) = (t,logt) per t € [1,¢].

Calcolare / w
y

2. Siano w = zsin(ny)dz + xe*dy + xydz e v 'unione della curva di equazioni
(t,£%,¢%) per t € [0,1] e del segmento tra (1,1,1) e (0,0,0).

Calcolare
¥

2z

2z
5 dz
v2 +y? 422 +2

3. Si = i
1ano w (x2+y +Z2+2+smy> ( 212 +22+2
e y(t) = (e’ cos(mt), €' sin(rt), e') per t € [—1,1]

+xcosy) dx +

(a) Mostrare che w ¢ una forma chiusa.

(b) Stabilire se w ¢ esatta e, in caso affermativo, calcolarne un potenziale
V tale che V(0,0,0) = log 2.

(c) Calcolare /w.
¥

4. Sia X la superficie parametrizzata da (ucosv,usinv,v) con (u,v) tali che
0<v<u<l.

Calcolare ’area di ¥ e / 22do.
by

5. Sia A = {(z,y,2) € R®: 42? + 9y* + 2% < 1, 2% < 4a? + 9y?}.

Calcolare/ V4x2 4+ 9y?drdydz.
A
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TUTORATO NUMERO 11 (26 MacGIo 2010)
TEOREMI DI GAUSS-GREEN, DIVERGENZA E STOKES

1. Verificare la validita del teorema di Gauss-Green per la forma differenziale
w = e”dx + zydy sull’insieme A = {(m,y) eR?:2?2—1<y<z+ 1}.

2. Sia y(t) = (cost,sin®¢t) per t € [0, 2n).
Usando il teorema di Gauss-Green, calcolare I’area della regione di R?
racchiusa da ~.

2

Y2 —z 2zy

3. Siaw = sdr —
(22 +y?) (22 +y?)

sdyevr(t) = (Rcost, Rsint) pert € [0, 2m).

(a) Mostare che w ¢ una forma chiusa.

(b) Calcolare/ w.

TR
(¢) Usando il teorema di Gauss-Green, mostrare che w & esatta.

) 31.2y3 3x3y2 5 5=

4. Sianow = T dx + P dy, 11 (t) = (\/cos t, \/smt) pert € [0, 27]
e 2 la circonferenza centrata nell’origine di raggio 2 percorsa una volta
in senso antiorario.

(a) Mostrare che w ¢ una forma chiusa.

(b) Calcolare/ w.

71
(c¢) Usando il teorema di Gauss-Green, calcolare / w.
Y2
5. Verificare la validita del teorema della divergenza per il campo vettoriale
F(z,y) = (xy,y2) sull’insieme B = {(z,y) € RZ: 22 +y2<1,y> ||}

6. Verificare la validita del teorema della divergenza per il campo vetto-
1 1 1
riale F'(x,y,2) = ) )
(,9,2) (:c2+y2+z2+1 2 +y? 422 +1 :c2+y2+z2+1)
sulla porzione di palla unita contenuta nel semipiano z > 0.

7. Verificare la validita del teorema di Stokes per la 1-forma differenziale
w = zyzdx 4+ 23dy — zdz sulla superficie di equazione 0 < z = 1 — 2% — ¢%.

8. Verificare la validita del teorema di Stokes per la 1-forma differenziale
w = (23 — y3) dx + (£C3 — 23) dy + (y3 — :133) dz sul triangolo di vertici (1, 0, 0),
(0,1,0) e (0,0,1).
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TUTORATO NUMERO 12 (28 MAcGIo 2010)
Ripasso

1. SiaA:{(:r,y,z)€R3:x+y+z§1,x20,y207220}.

Calcolare [ etV *dxdydz.
A

2. Calcolare il volume di un cono con base ellittica di semiassi a e b e altezza
h.

3. Sia X la superficie ottenuta ruotando intorno all’asse z la curva di equazioni
(cost+2,0,sint + 2) per ¢ € [0, 27].
o

Calcolare . m .

4. Verificare la validita del teorema di Gauss-Green per la 1-forma differen-

ziale + xydy sulla porzione dell’ellisse di equazioni 2% + 4y? < 4

dx
2 +4y% +4
contenuta nel primo quadrante.
5. Verificare la validita del teorema della divergenza per il campo vettoriale
F(z,y,z2) = (vy,yz, xz) sull’insieme

B={(z,y2) eR*ia? 412 +22 < 122 Va2 + 7 ).

6. Verificare la validita del teorema di Stokes per la 1-forma differenziale
Yz Tz
dx d
z+y—1 T+ac—y+1 y+x—
unita e il piano di equazioni z = y.

X
y+ 1 dz sull’intersezione tra la sfera



Universita degli Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

Tutorato di AM220

A.A. 2010-2011 - Docente: Prof.ssa S. Mataloni
Tutore: Luca Battaglia

TUTORATO NUMERO 1 (2 MARzO 2011)
Ripasso

1. Calcolare i seguenti integrali:

i

(a) /05 sin(x) cos(z)dx

2
(b) /0 sin?(z) cos?(z)dx

O [
“Wﬁiﬁa
(e) /0 T e dy

(f) /0 T ot cos(a)de

+oo dx
R
oo €% +4e 2

2. Disegnare i seguenti sottoinsiemi di R:

(a) A= {(z,y) € R* : max{|z|,|y[} <1}
(b) B={(v,y) eR?: 2 +y* <z}

2
@ c={ener i<l

(d) D={(z,y) eR*: -1 <z <1,y <4-2%}
3. Disegnare i seguenti sottoinsiemi di R3:

(a) E={(z,y,2) eR®: 2 +y° + 2* <4,2° +¢y* < 1}

1
F= R:0<2< b
(b) {(x,y,z)e O_Z_x2+y2+1}
(c) G={(z,y,2) ER® 12> +y* =22 [z| < 1}

(d) H={(e.y.2) € B [a] + |y + |=| < 1}
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TUTORATO NUMERO 2 (9 MARzO 2011)
SPAZI NORMATI

. Sia fn(x) =ze ™ € C([0,1]).
Calcolare || f||1 e mostrare che f, ey rispetto a questa norma.

Sia f,(z) = e % singz e C([0, 7).

Mostrare che f,, converge rispetto || - ||; e calcolarne il limite.
n
Si k)= —5—+.
laxn() n(k2—|—1)—|—1
Mostrare che z,, converge in ¢ e calcolarne il limite.
. 1 el 1
Sia x, (k) = 3 co8 <n2

Calcolare ||zp]|1, ||zn||2 € stabilire se x,, converge in £; e/o in £5.
Sia [a, b] un intervallo limitato:

(a) Mostrare che esiste C' > 0 tale che
1l < Cllflle Vf € C([a,b])
(b) Mostrare, utilizzando la successione
fulw) = (1= na)1}, 4 () € C(0,1))

che le due norme non sono tuttavia equivalenti.

(c) Mostrare, utilizzando la successione

gute) =+ (1= Z) g, (2) € C(0, +00)

che se l'intervallo ¢ illimitato la disuguaglianza precedente non ¢ vera
per alcun C > 0.

Trovare le costanti ottimali A e B tali che
Alzllso < llzfl2 < Bllz|loo V2 € R"

(Per costanti ottimali si intende tali che la disuguaglianza precedente non
¢ pitt valida per A’ > A oppure B’ < B)

Sia C*([~1,1]) lo spazio delle funzioni derivabili k volte con derivata k-
esima continua.

(a) Mostrare che
lullom (-1.17) == l[ulloo + |t/ oo + -+ + Hu(m)Hw

& una norma su C*([—1,1]) ¥m < k.



(b) Mostrare, procedendo per induzione, che C*([—1, 1]) & completo rispetto
a |l llew-1,1)
(¢) Mostrare, utilizzando la successione

= o

che C*([~1,1]) non & completo rispetto a || - ||so-

(d) Mostrare, costruendo un’opportuna successione, che C*([—1, 1]) non
¢ completo rispetto a || - [[om(—1,17) se m < k.
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TUTORATO NUMERO 3 (16 MARzO 2011)
TEOREMA DELLE CONTRAZIONI

1. Sia @ : C([0,1]) — C([0,1]) definita come:
(®f)(x) = ; f(t) arctan (2*t*) dt

Mostrare che ® ¢ una contrazione su (C([0,1]), || - ||sc) € determinare tutti
i suoi punti fissi.

2. SiaX ={feC([0,1]): 0< f(x) <2Vx €[0,1]} e d: X — C([0,1]) definita

come: N
(@f)(z) =1 +/ tf(t)dt
0
(a) Mostrare che X ¢ un sottoinsieme chiuso di (C([0,1]), ]| - |lco)-

(b) Mostrare che ®(X) C X e che ® & una contrazione.
(¢) Trovare tutti i punti fissi di ®.

3. Sia B={xz € {1 :|z|1 <1} la palla unitaria chiusa di ¢; e ®:¢; — {4
definita come:
(Px)(k) = e F1a(k)

(a) Mostrare che ® & una contrazione su B.

(b) Mostrare che ® non & una contrazione su ¢.

4. Sia RY lo spazio delle successioni a valori reali e ®, : £oo — RY definita
come:

k
(Paz)(0) =0 e (Pyz)(k)= Zajx(j) sek>1

al variare del parametro a > 0.
(a) Mostrare che ®,(lo) Clos <= a <1

1
(b) Mostrare che ®, & una contrazione su ({oo, || - [|o) <= a < 3

5. Calcolare il limite della successione definita per ricorrenza
{ To=cC
__3
In =72

6. Mostrare che ’equazione x = log (a?2 + 3) ha un’unica soluzione positiva.

al variare di ¢ > 0.

7. Dimostrare le seguenti disuguaglianze:



(a) |sinz| < |z| Vo € R. (e) le® — 1| < 3|z| se |z| < 1.

)
2 .
(b) |1 — cosz| < T reR. (f) |sinhz| < 3|z| se |z| < 1.
-2
(c) |tanzx| < 2|z se |z] <1 (8) [cosh(@) — 1] < Slz| se Jz| < 1.
)

1
(d) |arctanz| < |x| Vx € R. |log(z + 1)[ < 2|z| se [z] < 5

(h
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TUTORATO NUMERO 4 (23 MAaARzO 2011)
TEOREMA DELLA FUNZIONE IMPLICITA

1. Sia F : R? — R definita come
F(z,y) = sin(zy) — cos(z) + €Y

(a) Provare che 3r,p > 0,9 € C*(B,(0), B,(0)) tali che F(z, g(x)) = 0 Va € B,(0)
(b) Fornire una stima dei raggi r, p
(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g.

2. Sia F : R? — R definita come

F(w1,72,y) = arctan(zx2y) + log <COS(Il+xZ)>

(a) Provare che 3r, p > 0,g € C?(B,((0,0)), B,(1)) tali che F(zy, 2, g(x1,72)) = 0 Yz € B,((0,0))
(b) Fornire una stima dei raggi r, p

(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g.

3. Sia F : R? — R? definita come
F(z,y1,y2) = (sin(yl) + ze¥t — 1, y% + sinh(zys) + log x)

(a) Provare che 3r,p > 0,9 € C*(B,(1), B,((0,0))) tali che F(z, g1 (), g2(z)) = 0 Va € B,(1)
(b) Fornire una stima dei raggi r, p

(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g.

4. Sia F : R* — R? definita come

F(x1,22,91,12) = (\/ Y1 4 1 — esin(@tee) 2 sin(zz) cos(y2)>

Tz 41
(a) Provare che 3r, p > 0,g € C*(B,((0,0)), B,((0,0))) tali che F(x1, 2, g1 (z1, 72), ga(x1,22)) = 0
Yz € B-((0,0))
(b) Fornire una stima dei raggi r, p

(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al primo ordine di g.
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TUTORATO NUMERO 5 (30 MARzO 2011)
TEOREMA DELLA FUNZIONE INVERSA, MASSIMI E MINIMI VINCOLATI

1. Sia F': R — R definita come
F(z) =e”cos(z) — Va2 +1
(a) Provare che 3r,pe g € C*(B,(0), B,(0)) tale che F(g(u)) = u Yu € B,.(0)

(b) Fornire una stima dei raggi r, p

(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine della funzione g

2. Sia F : R? — R? definita come
1
F(x,y) = | cosh(x) — ——, z + log(cos
(5190 = (comhe) = .+ tog(con) )

(a) Provare che 3r,pe g € C*(B,((0,0)), B,((0,0))) tale che F(g(u,v)) = (u,v) Vu € B,((0,0))
(b) Fornire una stima dei raggi r, p

(c) Determinare lo sviluppo di Taylor al primo ordine della funzione g

3. Siano A = {(z,y) e R* : 2> +y* =1} e f(z,y) = zy.
Calcolare sup f e iI}‘f f specificando i punti in cui sono raggiunti.
A

4. Siano A = {(x,y,z) ERY:z4+y+2<1,2>0y>0,2> O}ef(a:,y,z) = zy2.
Calcolare sup f e ir}‘f f specificando i punti in cui sono raggiunti.
A

5. Determinare i punti della parabola di equazione y = 2 — z? che distano
meno dall’origine.

6. Siano A = {(z,y) € R* 1y > 2} e f(z,y) = (x — 5)* + 24>
Calcolare sup f e igf f specificando i punti in cui sono raggiunti.
A

+oo
7. Siano A = {(z,y) € R?: (z — 2)* +¢y* < 1} e f(z,y) = / e “sin(yt)dt:
0

(a) Mostrare che f ¢ ben definita su A.
(b) Determinare un’espressione esplicita per f.
(¢) Calcolare max fe mjn f specificando i punti in cui sono raggiunti.

8. Sia y € R™ un vettore fissato. Calcolare

(x,y) mi

max Y n o (z,y)
z€R™,||z||=1 z€R™,||z||=1

e dedurne la validita della disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

(,y) < llzllllyll v,y € R"
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TUTORATO NUMERO 6 (6 APRILE 2011)
MASSIMI E MINIMI VINCOLATI, RIPASSO

L. Siano A= {(z,y) eR*:2® +y> <Lz +y >1} e f(z,y) = z(y + 1).
Calcolare sup f, iréff specificando se si tratta di massimo e/o di minimo
A
ed eventualmente i punti dove vengono raggiunti.

2. Sia A= {(z,y,2) eR*:2” +y” <1} e fz,y,2) = ;j—:yl

Calcolare sup f, ilgf f specificando se si tratta di massimo e/o di minimo
A

ed eventualmente i punti dove vengono raggiunti.

3. Determinare i cilindri di volume massimo tra quelli aventi superficie totale
pari a 2.

4. Calcolare, per a,b > 0, I'area dell’insieme A = {(x,y) eER?:—b<z<b0<y<a (b2 — xz)}
e determinarne il valore massimo per i valori di a, b tali che a® 4+ b% = 1.
5. Calcolare l'area dell’insieme A = {(x,y) €R?: 2" —1 <y <min {9: +1,cos (gx>}}
sin (%) +1
2
Stabilire se z,, converge in ¢5 e/o in f;.

6. Sia x,, =

7. Sia ® : C([0,1]) — C(]0,1]) definita come

1
(@f)(x):/o sin(z sin(wt) f(t))dt

Provare che ® & una contrazione su C([0, 1], - ||o)

8. Sia F : R? — R? definita come

Fenon) = (3 +1) e = 2 4 in (o))
1

(a) Provare che 3r,p > 0,9 € C*(B,(0), B,((1,0))) tali che F(z, g1(z), g2(z)) = 0 Vz € B,(0).
(b) Fornire una stima dei raggi r, p.

(¢) Determinare lo sviluppo di Taylor al primo ordine di g.
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TUTORATO NUMERO 7 (27 APRILE 2011)
INTEGRALI

1. Sia A = {(x,y) €ER?:0<2<1,0<y< ex}. Calcolare

/ xydxdy
A

2. Sia A = {(ac,y) eR?:0<z<l,z<y< 1}. Calcolare

/ e_y2d;vdy
A

3. Sia A il tetraedro avente come vertici i punti (0,0,0), (0,0,1), (0,1,1) e
(1,1,1). Calcolare
/ sin(rxyz)y?2*dedydz
A
4. Sia A = {(m,y7z) ER3:0<z<1l,y<z< yexB_y3}. Calcolare

/ z? yey3 dxdydz
A

5. Sia A = {(x,y) eR: 224y <dx4y> 2}. Calcolare

/ y3dzdy
A

2
1 1
6. SiaA:{(m,y)€R2:x2+y2<1,(x—2> —|—y221

/ rdxdy
A

7. SiaA={(z,y,2) eER*: 2 +y* +2° < 1,2 <2’ +¢y*,2 >0,y > 0,2 > 0}.
Calcolare
/ dxdydz
a@2+y2+22)° +1

8. Sia A, = {(xl,...,xn)GR”:xi>0Vi:1,...,n7ZCEi<1}.
i=1

,x > 0}. Calco-

lare

Mostrare, procedendo per induzione, che A,, ha misura pari a —-
n!
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TUTORATO NUMERO 8 (4 MaAcGIo 2011)
INTEGRALI, CURVE

1. Sia A= {(:r,y) eR?: 22 4+32<1,0<y< x} Calcolare

/ 22dxdy
A

2. Sia A= {(2,y,2) eR®: 2% +y* <sin’2,2 € [0,7]}.
Calcolarne il volume.

3. Sia A= {(z,y) e R*: 2® <y <1—2% 2 > 0}. Calcolare

/ (x2y2 — xs) 2 22y +y? dxdy
A

4. Sia A = {(x, y,2) €R® 2% 442 < 22}. Calcolare 'integrale improprio

/ dxdydz
A22($2+y2+22+1)

5. Sia y(t) = (¢t +sint,cost) per t € [0, 27].
Stabilire se € una curva regolare e calcolarne la lunghezza.

6. Sia (t) = (cos®t,sin¢t) per t € [O, g}

(a) Stabilire se v & una curva regolare.

2
/ey3d€
.
7. Sia A= {(m,y) ER?:1<a? +y? <4,y> \/§|x|} Calcolare
/ dxdy / dfé
A Y oA Y

8. Sia M una matrice n X n simmetrica definita positiva, B,, la misura della
palla n-dimensionale e

(b) Calcolarne la lunghezza

(c) Calcolare

Ay ={z eR": (Mz,z) <1}
Mostrare, con un opportuno cambio di variabile, che

By

Ayl = —2n
[A] Jdet M
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TUTORATO NUMERO 9 (11 MacGcio 2011)
INTEGRALI, CURVE

1. Sia y(t) = (2¢,3t%,3t%) per t € [0,1].

(a) Calcolarne la lunghezza
(b) Calcolare

Yz log (£ + 1
y

3y +2

2. Sia 7 lintersezione tra il cilindro di equazioni 5z® +y? =1 e il piano
z = 2.

(a) Calcolarne la lunghezza
(b) Calcolare

lyl
——dl
/y y? + 522

3. Sia y(t) = (e " cost,e "sint) per t € [0,+00).

/ 22de
~

4. Sia (t) = (cost,3sint) per t € [—7, .

(a) Calcolarne la lunghezza
(b) Calcolare

(a) Calcolare

/ \/8x2 4 1d¢
N

272

\/§3>

(b) Calcolare ’equazione della retta tangente a -y nel punto <
5. Sia « il triangolo avente per vertici i punti (0,0), (1,1) e (2,0). Calcolare
/xeydé
~
6. Sia A = {(w,y,z) € R3: 22 +y2 < 22,1 <z< 2}. Calcolare
/ y (v* +y+1) dedydz
A

7. Sia A = {(x,y) eRZ: 22+ 42> 1,x+y§2,x20,y20}. Calcolare

T
/A P e dxdy
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TUTORATO NUMERO 10 (18 MAccGIo 2011)
SUPERFICI

1. Sia ¥ la superficie parametrizzata da ®(u,v) = (cosh u cos v, coshusin v, u)
per (u,v) € [0,1log2] x [—m,7].
Calcolare l'area di 3.

2. Sia ¥ la superficie parametrizzata da ®(u,v) = (u, v, e*) per (u,v) € [0,1] x [0, 3].
Calcolare
/ 22do
by

3. Sia X la superficie parametrizzata da ®(u, v) = (ucosv, usinv, v) per (u,v) € [0,7] x [—7, 7]
Calcolare

v
———do
svVat+y?+1
4. Sia ¥ la superficie ottenuta ruotando intorno all’asse z la curva avente nel
piano yz le equazioni (y(t), z(t)) = (cost + 2,sint) per ¢t € [—m, 7).
Calcolare l'area di X e
/ 22+ % + 22do
b

2
5. Sia X = {(z,y,z) ERg:x2+y2+Z41}_

/ V16 — 322do
N

6. Sia A = {(m,y,z) ER3 2+ 2+ 22 < 1,22 +y? <32%,2> O}.
Calcolare I’area di 0A.

Calcolare 'area di ¥ e

7. Sia X = {(x,y,z) ERY: 2?2+ <1,0<2,0<y,z=2> —yQ}.
Calcolarne I’area.

8. Sia ¥ = {(z,y,2) € R®: 22% 4+ 2* = 1,|y| < z}. Calcolare

/ |x|do
b
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TUTORATO NUMERO 11 (25 MAccGIo 2011)
1-FORME DIFFERENZIALI

1. Siay(t) = (sint, cos? t, cos t) pert € [O, g] ew = zydx + (x + y)dy — zdz.

Calcolare / w.
¥

2. Sia v C R? la semiellisse centrata nell’origine di semiassi 2 e 3 contenuta

nel semiplano superiore, percorsa 11 senso antlorarlo, esiaw = dx + arcsin (5) dy

Calcolare / w.
¥

3. Sia y(t) = (esm(’”),e_ Cos(m),e%_l) perte€[0,1] e

+

z

= d d dz.
PP+ 21 22211 y+w2+y2+22+1 ‘

(a) Mostrare che w & una forma chiusa.

(b) Stabilire se w & una forma esatta e, in caso affermativo, trovare un
potenziale f(z,y, z) tale che f(0,0,0) = 0.

(¢) Calcolare /w.

y
: YoosLsi 3%y 3
4. Sia y(t) = ( cost, smt) pert € [-m,m]ew = ~ % +y2da: + o +y2dy.
(a) Mostrare che w ¢ una forma chiusa.
(b) Calcolare /w.
¥
(c) Stabilire se w & una forma esatta.
s arctany
5. Siav(t) = (cost,sint) pert € [—m, 7] e w = cos(z)e* ™ Vdx + (Sm{xgi_l + x) dy.
Y

Calcolare / w
¥

6. Sia y(t) = (t, log((e — 1)t + 1), 4 arctant) pert€[0,1] e
T
w= (49;2’ — 3y2) dz + (22 — 6xy) dy + (2yz + 23;2) dz.

Calcolare [ w.
¥
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TUTORATO NUMERO 12 (27 MAcGIo 2011)
TEOREMI DI GAUSS-GREEN, DIVERGENZA, STOKES

1. Verificare la validita del teorema di Gauss-Green per la forma w = (m2 + y2) dx + (x2 — y2) dy
sul dominio A = {(z,y) € R* : 2® + y* < 2,z > 0}.
2. Utilizzando il teorema di Gauss-Green, calcolare ’area della regione di
piano racchiusa dalla curva v(t) = (cos®¢,sint) per t € [—m, ).
z sdx + Y
(2% +y?) (2 +y?)

(a) Mostrare che w & chiusa.

3. Siaw = sdyeyr = (Rcost, Rsint) pert € [—m,].

(b) Calcolare/ w.

TR
(¢) Usando il teorema di Gauss-Green, mostrare che w ¢ esatta.

3 2
. Y 3xy cost g
4. Staw = — dx dy,v1(t) = | ——, Vsint | pert € [-m, 7
12 540 +4z2+y6y%() (2 \% >p [, 7]
e 2 la circonferenza centrata nell’origine di raggio 2 percorsa una volta
in senso antiorario.

(a) Mostrare che w € chiusa.

(b) Calcolare/ w.
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(¢) Usando il teorema di Gauss-Green, calcolare / w.
72

5. Verificare la validita del teorema della divergenza per il campo vettoriale
F(z,y) = (sin(mx), ¥) sul triangolo avente per vertici (0,0), (1,0) e (0,1).

6. Verificare la validita del teorema della divergenza per il campo vettoriale
F(z,y,2z) = (IQ,yQ,zZ) sull’insieme A = {(m,y,z) eER¥: 2?2+ <22 0<2< 1}.

7. Verificare la validita del teorema di Stokes per la 1-forma differenziale

dx + x dy + $dz sulla superficie
r+y+z+1 r+y+z+1 r+y+z+1

YS={(z,y,2) €ER*:x+y+2=1,2>0,y >0,z >0}

8. Verificare la validita del teorema di Stokes per la 1-forma differenziale
w = zy’dy + x2%dz sulla circonferenza centrata nell’origine di raggio 1
contenuta nel piano zy.



