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Luca Battaglia

Esercizi su spazi di Hilbert

Esercizio 1.
Sia H := L*((—1,1)) e siano P, D i sottospazi delle funzioni rispettivamente pari e dispari:

P = {feH: f(x)= f(—x)per qo. x € (—1,1)},
D = {feH: f(x) =—f(—x)per qo. x € (=1,1)}.

1. Dimostrare che D C P*, dove Uortogonalita é intesa rispetto al prodotto scalare (f,9) ==

/_11 fg.

2. Fissata f € H\ D, trovare g € P tale che f [ g e dedurne che D = Pt.

3. Dando per buono che P < H e utilizzando risultati visti a lezione, dimostrare che P = D*.

Esercizio 2.
Sia (X,%, 1) uno spazio misura, H = L*(u) il relativo spazio L*, h € H fissata e K, il chiuso
convesso definito da

Kn:={feH: f(x) <h(z)per go. x € X}.

1. Dimostrare che, per ogni f € H, min{f, h} verifica
[ (ain sk} = £)(ain{f, k)~ g)dp < 0 Vg € K.
X
2. Utilizzando risultati visti a lezione, dimostrare che la proiezione P : H — Kj é data da

P(f) = min{f, h}.
3. Dimostrare esplicitamente che ||P(f) — P(g)|| < ||f — gl per ogni f,g € H.

Esercizio 3.
Sia B ¢ RY la palla unita, H := L*(B) e sia E < H il sottospazio delle funzioni radiali:

E:={feH: f(x)= f(y) per q.o. x,y € B tali che |x| = |y|}.

1. Dimostrare che l'ortogonale di ¥ ¢ dato da

E+ = {gGH: g(x)do(x) = 0 per g.o. 1"6(0,1)}.

(@ |2|=r}

2. Dimostrare che per ogni f vale

1

flx) = Hy = Tyl =12 Sy yi=iany

f(y)do(y) € E*.

Dedurne una scrittura esplicita per le proiezioni ortogonali P: H — E, Q : H — E*.



Esercizio 4.
Sia H uno spazio di Hilbert, {e1,...,en} un sistema ortonormale su H e siano, per x € H,

N

Pr = Z(x, ei)ei, Qv := v — Px.

i=1
1. Dimostrare, utilizzando la disuguaglianza di Bessel, che |Px| < ||z]|.

2. Dimostrare che Qx L e; per ogni x € H,i = 1,..., N e dedurne che P,Q sono le proiezioni
ortogonali rispettivamente su E := Span{e; };=1,.. N € sul suo ortogonale.

Esercizio 5.
Sia H := L?([0,1]) e siano, per n € N, e, € H definite da:

n 23 27 +1
(@) 22( )i @ 1 %Z<x< ]2—: per qualche j =0,...,2" 1 +1
en(z) = —1)'x1i=1 iy (2) = 1 9719
i=1 (7% ) -1 32—: <z < 32—: per qualche j =0,...,2" 1 +1

1. Dimostrare che {e,}nen € un sistema ortonormale su H.

2. Dimostrare che se f(1 —x) = f(x) allora f L e, per ogni n € N e dedurne che {e,}nen non
e completo.



