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Esercizio 1 (10 punti).
Sia H uno spazio di Hilbert, {es}aca un sistema ortonormale completo su H e siano, per o € A,

Ky:={z e H: (z,e,) >0} K= () K.
acA

1. (5 punti) Dimostrare che K, € chiuso e convesso per ogni @ € A e anche K ¢é chiuso e
convesso.

Soluzione: K, & chiuso perché preimmagine del chiuso {0} rispetto alla mappa continua x — (x,eq,).
Inoltre é convesso perché se (z,eq) > 0,(y,eq) >0 e A € [0,1] allora (1 — XNz + Ay, eq) =
(1 =X (z,eq) + Ay, eq) > 0.
K é chiuso perché intersezione di chiusi ed é convesso perché intersezione di convessi.

2. (5 punti) Scrivere esplicitamente le proiezioni P, : H — K, pera € A, e P: H — K.
Soluzione: Scrivendo ogni x € H come serie di Fourier, la proiezione P, é data da
Py:ix s (2,e0) €0 + Z(x, eg) =+ (z,eq)  €q.
B#a

Verifichiamolo utilizzando la caratterizzazione della proiezione per cui (P (z) —x, Po(x)—y) <
0 per ogni y € Ky: poiché Py(x) —x = (z,eq) €q, allora

(Pa(z) = 2, Pa(@) —y) = (2, 0) (2, 60)" = (4, €a))-

Se (z,eq) >0, allora (x,e4)” =0 e dunque il prodotto scalare é nullo; se invece (x,e,) < 0,
allora otteniamo (x, e4)(y, €q), che sara minore o uguale a 0 perché, essendo y € K, avremo
(y,ea) = 0. Per la proiezione su K invece definiamo

P:zw— Z(m,ea)+.
a€cA
Verifichiamo, come per le P,, la validita della condizione:
(P(z) —a,P(x) —y) = > (z,ea)” ((z,€a)" = (y,€a)) :
acA

con lo stesso argomento di prima dimostriamo che ciascun addendo é nullo se (x,eq) > 0 e
altrimenti é non positivo, dunque otteniamo nuovamente (P(x) — x, P(z) —y) < 0.

Esercizio 2 (10 punti).
Sia X uno spazio di Banach e E = {L = 0} un iperpiano chiuso, per L € X*\ {0}.

|La|
1Ll x- .
(Suggerimento: se y € F allora L(x — y) = Lx; inoltre, se Lz # 0 allora x — L—xz € E).
z

1. (4 punti) Dimostrare che d(x, E) := 122 lz —yl|l =
y



Soluzione: Sey € E, allora
|Lz| _ |L(z—y)|

= < [l —yll;
IL] IL]
pertanto, prendendo 'estremo inferiore al variare di y, otteniamo d(z, E) > m
Per ottenere Ualtra disuguaglianza, per ogni € > 0 prendiamo z € X con ||z| =1 e |Lz| >

(1 =2¢)||L| e otteniamo:

d(z, E) <

o <x Lx) H L
7250) T L T Ak

| La|

dungque, per Uarbitrarieta di e, dovra essere d(x, E) = R

2. (3 punti) Utilizzando un corollario del Teorema di Hahn-Banach, dimostrare che: se X ¢
riflessivo allora per ogni x € X esiste yo € E di distanza minima, cioé tale che d(z, E) =

[l = yoll-

Soluzione: Per un corollario del teorema di Hahn-Banach esiste A € X™* tale che ||Al|x++ =1 e |AL| =
IL||x~, dunque se X ¢ riflessivo esiste z € X con ||z|]| =1 e |Lz| = ||L||. Pertanto, scegliendo

Y= — L—jz st ottiene " o
x x
e —yll = 71zl = 177 = d(=, E).
|L2| L]
3 1
3. (3 punti) Sia ora X = C([0,1]) e E = {/ f—/ f= O}. Dimostrare che se f ¢ E non
0 3

esiste nessuna g € E di distanza minima.

3 1
Soluzione: Il funzionale L : f — / f —/ f é tale che |[Lf| < || flix||Ll|x~ per ogni f € X \ {0}.
0 3
Dunque, per ogni f € X \ E, g € E abbiamo f — g # 0, quindi
IL(f =9l _ |Lf] _

1f—gll > = =d(f, E).
1L 1Ll
Esercizio 3 (10 punti).
+o00
Sia X uno spazio normato e {x,}neny C X tale che Z |Lx,| < +oo per ogni L € X*
n=1

1. (8 punti) Sia, per n € N, A,, : X* — {1 data da A, : L — (Lx1,...,Lx,,0,...). Calcolare
|AnLlle, per ogni L € X* e, dando per buona la linearita, dimostrare che A, é continua.

Soluzione: Per definizione di norma, abbiamo

n

||AnL||E1 = Z |AnL(k)| = Z |L33k|§
k=1

k=1
n n
inoltre, [ ApLlle, < |ILlx- Y lakllx e dungue || Anllcixee) <Y llzlx < +oo.
k=1 k=1
2. (3 punti) Verificare che la famiglia { A, } € L(X™,¢1) verifica le ipotesi del Teorema di Banach-
Steinhaus e applicare il teorema a questa successione.

+o0
Soluzione: Per ipotesi abbiamo sup ||A,L| < Z |Lzy| < +o00 per ogni L € X*, dunque dal teorema di
" k=1
Banach-Steinhaus abbiamo sup || Ap||z(x+¢,) < +00.
n



Soluzione:

Soluzione:

+oo
(2 punti) Dedurre che esiste C > 0 tale che Z |Lx,| < C||L||x+ per ogni L € X* e che

n=1
“+oo

inoltre Z |zn || < 4o0.

n=1

Dal punto precedente, sappiamo che esiste C > 0 tale che ||A,L|| < C|L| per ogni n,
n

dunque dal calcolo esplicito di |A, Ll otteniamo Z |Lzi| < C||L|| e la conclusione segue
k=1

semplicemente dal passare al limite per n — +00.

(2 punti) Utilizzando la successione {xy,}nen C ¢ data da

—+oo
dimostrare che le ipotesi iniziali non implicano necessariamente Z |z, < +o0.
n=1
+oo
Poiché ogni funzionale L € €5 ¢é del tipo L : x Zx(k:)y(k) per qualche y € {o, allora
avremo k=t
+oo +oo |+o0 +o0 |y(n)‘ +oo +oo 1
5 Lol = 3|3 a9 = 35 0 < 5% |57 <
n=1 n=1 k=1 n=1 n=1 n=1
“+o0 +oo 1
dungque le ipotesi iniziali sono soddisfatte nonostante Z lzn |l = Z — = 400.
n=1 n=1 n



