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Esercizio 1 (10 punti).
Siano X,Y spazi normati, Z C X un sottoinsieme denso e {Ap}nen C L(X,Y) una successione
limitata.

1. (3 punti) Dimostrare che, se Az — 0 per ogni z € Z allora A,z — 0 per ognix € X.
n—-+00 —+o0

n

Soluzione: Fissato x € X, per ogni € > 0 troviamo z € Z tale che ||z — z|| < ; dunque, prendendo N.
tale che || Ay z|| < e pern > N, abbiamo

[Anz| < [[An(z = 2)[| + [[Anz]| < [Anllllz — 2] +e<e (SggllAnl + 1) ;
cioé¢ A,x — 0.
n—-+00

2. (4 punti) Sia ora {x, }neny C lo. Dimostrare che x, — 0 se e solo se valgono entrambe le

n—-+4oo
sequenti affermazioni:
{zn} & limitata zn(k) — 0 VkelN
n—+oo

Soluzione: Se x, — 0, allora é limitata per il Teorema di Banach-Steinhaus e x,(k) — 0 perché
n—-+o0o n——+o0o

x — x(k) é un funzionale lineare continuo su la. Viceversa, se {xyn} € limitata in {3, allora

+oo
sara limitata anche la successione {L,} C 05 data da L, : y — an(k)y(k), per ipotesi,
k=1

1 sek=n o . -
0 sek#n’ quindi per linearita Ly o 0

per ogni y € Span{en}nen, ma poiché Span{e,}nen € denso in lo, dal punto precedente

deduciamo che L,y — 0 per ogniy € s, cioé z, — 0.
n—-+oo n——+oo

Leg njroo 0 per ogni k € N, dove e, (k) = {

k sek=n

0 altrimenti - Dire quali delle sequenti afferma-

3. (8 punti) Sia {xntnen data da x,(k) = {

2iont sono vere:

{z,} & limitata? zn(k) — 0 VkeN? z, — 07

n—-+oo n—-+4oo

Soluzione: ||zplle, =n — 400 e dunque non é limitata; inoltre, poiché x,(k) = 0 per n > k, allora
n— 00

Tn (k) njroo 0 per ogni k; infine, x,, non puo convergere debolmente perché non é limitata.

Esercizio 2 (10 punti).
Sia f € L3((0,1)) e F: WE*((0,1)) = R definita da

F(u):/01<u4/4—fu>.

1. (3 punti) Dimostrare, utilizzando la disuguaglianza di Poincaré, che F' ¢ limitato dal basso e
che i suoi sottolivelli {u e W ((0,1)) : F(u) < C} sono limitati per ogni C € R.



Soluzione: Applicando, nell’ordine, le disuguaglianze di Hélder e di Poincaré si ottiene:
1
Fw) 2 710 0.0y~ 4 gy el 1) = Cllliysagon =1 4 oy Iellwnacony = —C.

Dalla stessa stima otteniamo che F(u) — 400 e quindi i sottolivelli del tipo {u e Wy ((0,1)): F(u) < C}

flufl—+oc0
sono limitati.

2. (2 punti) Dimostrare che se F(uy,) 2 Jinf F allora {un} ha un’estratta convergente
nHee W t((0.1)

debolmente® in WH*((0,1)) e convergente in norma in L*((0,1)).

Soluzione: Dal punto precedente, inf F > —oo, dunque se F(u,) — inf  F allora F(uy,)
Wy '((0,1)) nee Wit ((0,1))

sara limitata e, sempre dal punto precedente, anche {u,} dev’essere limitata; pertanto, dal
Teorema di Banach-Alaoglu, avra un’estratta debolmente™ convergente e, dal Teorema di
immersione di Sobolev, un’ulteriore estratta convergerd in L*((0,1)).

3. (2 punti) Sia w il limite dato dal punto precedente. Dimostrare che F(u) < liminf F(u,) e

n—-+o0o
dedurne che u é un punto di minimo per F.

1 1
Soluzione: Dalla semi-continuita debole® della norma Hu||W01,4((011)) = (/0 u’4> sappiamo che ||u||W01,4((071)) <

lim inf ||un||W1 4 ((0,1)), Mentre dalla disuguaglianza di Holder seque che /0 fun, nﬁjoo /0 fu;

n——+oo
pertanto,
ully 1.0 L et 3.4
Flu) = w_/o fu<%§£<f) 4 ((0,1)) EQE;E/ fun_gglr(gF(un)
e poiché liminf F(u,) = inf F < F(u), dev’essere necessariamente F(u) =  inf F,
n—-+oo Wol’4((0,l)) WOI"L((O,I))

cioé u € un punto di minimo per F.

4. (3 punti) Dimostrare che per ogni ¢ € C3((0,1)) vale la formula

1 1
/u’3<p’=/ fe.
0 0

Soluzione: Dal punto precedente, per ogni ¢ € C3((0,1)) la mappa g(t) = F(u + tp) ha un minimo in
t =0 e quindi g’(0) = 0; scrivendo

o) = /O<u+t$0 /fu+t<p>
[y oo e [ 5

deduciamoOzg’(O)z/ up —/ fe.

Esercizio 3 (10 punti).
Sia ¥ C C un sottoinsieme limitato, A = {\,}neny C X denso e numerabile e A € L({) definito da
Ax(k) = Az (k).

1. (8 punti) Dimostrare che A\, é un autovalore di A per ogni n € N e calcolarne esplicitamente
il relativo autospazio.

Soluzione: Scrivendo (A — N\, Dx(k) = (Mg — An)x(k), deduciamo che (A — A,z = 0 se e solo se
x(k) = 0 per ogni k # n, dunque ker(A — \,,) = Span{e,} e cioé A, é un autovalore di A e il
suo autospazio é Span{ey}.



Soluzione:

Soluzione:

(8 punti) Dimostrare che se A € L\ A allora é nello spettro continuo di A, e quindi ¥ C o(A).
(Suggerimento: usare una nota proprieta dello spettro per ottenere A € o(A); ricordare inoltre
coo C ¢o & denso.)

¥ C 0(A) perché ¥ = A, o(A) ¢ chiuso e per il punto precedente contiene A; inoltre, (A — )

¢ iniettivo, perché A & A, e ran (A—X1I) ¢ denso perché contiene lo spazio cog delle successioni
y(k)

Ak — A

definitvamente nulle in quanto (A — Al) = y(k) per ogni y € cop.
(4 punti) Fissato A € C\'Y, scrivere esplicitamente (A—XI)™! e dimostrare che (A—\I)™* €
L(¢2), e quindi c(A) = X.

k
Fissato y € £, avremo (A — M)z =y se e solo se x(k) = y(k) ; la mappa (A — \I)™* data

DYDY
k _
= )\y( ))\ e ben definita e continua su o, perché essendo X\ € ¥ = A non
. —

1
esistono estratte di {\,} convergenti a X, dunque [N\, — A| > — per ogni k € N e quindi

C

da (A — \I)"'y(k)

1
An — A

Ja=an)s] < sup | ol < €l



