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Luca Battaglia

Principio di uniforme limitatezza e applicazioni

Il prossimo argomento del corso riguarda un criterio di uniforme limitatezza per operatori lineari, che
permettera di dedurre la limitatezza (in norma) di una famiglia di operatori a partire dall’ipotesi,
apparentemente molto pit debole, di limitatezza puntuale. Questo criterio permettera anche di
dedurre condizioni sufficienti per la continuita di operatori lineari.

Per presentare questo risultato dimostriamo innanzi tutto un importante teorema di topologia
generale. Introduciamo gli insiemi di prima categoria, un concetto di “magrezza” in topologia
analogo a quello di misura nulla.

Definizione.
Un sottospazio A C X di uno spazio metrico si dice di prima categoria in X se ¢ unione

numerabile A = U A,, di insiemi la cui chiusura ha interno A,, = 0 vuoto.

neN
Se A non é di prima categoria in X, A si dice di seconda categoria in X .

Uno spazio metrico di prima (o seconda) categoria in sé si dice semplicemente di prima (o seconda)
categoria.

Osservazione.

La definizione di prima e seconda categoria puo essere data, piu in generale, per spazi topologici,
dal momento che utilizza concetti esclusivamente topologici. Tuttavia, poiché considereremo solo
spazi metrici, diamo la definizione solo per spazi metrici.

Esempio.

1. Q é di prima categoria in s€ e dunque ¢ anche di prima categoria in R, perché i punti sono
chiusi con interno vuoto.

2. Z e di seconda categoria in s€, cosi come tutti gli spazi discreti, ma é di prima categoria in Q
e dunque anche in R.

3. L*([0,1]) & di prima categoria in L*([0,1]). Infatti, L*([0,1]) = U Ay, con
neN

Ay = {feLl([OJ]): /01f2 <n}7

¢ unione numerabile di chiusi (gli A, lo sono per Fatou); inoltre, /Tn =A, =10 perché se

feA, egeL'(0,1)\ L*([0,1]) allora f,, = f + A fin LY([0,1]) ma fn & An.
m m—-+oo

Per lo stesso motivo, L([0,1]) é di prima categoria in LP(]0,1]) per ogni p,q € [1,+00] con

p<gq.

Il seguente teorema dimostra che gli spazi completi non sono “magri” in topologia.

Teorema (di Baire).
Sia X uno spazio metrico completo. o
Allora, per ogni successione {Antnen di aperti densi, cioé tali che A,, = X, anche Uintersezione é



densa, cioé ﬂ A, = X. Equivalentemente, per ogni successione di chiusi {Cy, }nen di chiusi con
neN

interno C,, = 0 vuoto, anche l'unione ha interno U C,, = 0 vuoto.

neN
In particolare, ogni spazio metrico completo € di seconda categoria in Sé.

Dimostrazione.

Siano {A,} aperti densi e B C X un aperto qualsiasi. Per la densita di A;, BN A; # (0 e inoltre,
essendo aperto, Bs, (x1) C B N A; per qualche 21 € B, d; < 1; analogamente, per la densita di
As, Bs,(z1) N As # 0 e, poiché & aperto, Bs,(r2) C Bs,(z1) N Ay per qualche x5 € Bs, (71) e

1 1 —_—
dy < 3 Iterando, trovo ¢, € <0, ] e Tp € Bs,_,(zy_1) tali che Bs, (z,) C Bs,_,(xn—1) N A,.
n
Per costruzione, avremo d(z,,z.) < J, —+> 0 per m > n, dunque {z,} ¢ di Cauchy e, per
n—-+0oo

completezza, ., —_~>_ r € X; infine,
n—-+oo

x € ﬂB(gn(xn)CBﬂ ﬂAn

neN neN

e dunque BN ﬂ A, # 0, quindi per 'arbitrarietd di B otteniamo che ﬂ A,, interseca qualsiasi

neN neN
aperto e cioe & denso. O

Osservazione.
1l Teorema di Baire ¢ falso se si toglie lipotesi di completezza, come visto nell’esempio precedente
con X =Q.

Il Teorema di Baire ci permette di dimostrare uno dei teoremi piu importanti di questo corso.

Teorema (di Banach-Steinhaus).
Siano X wuno spazio di Banach, Y wuno spazio normato e {As}tacr C L(X,Y) una famiglia di
operatori linear: tali che sup |Aaz|ly < 400 per ogni z € X.

Allora, sup lAallzix,v) < —|—oo
La stessa concluswne seque assumendo semplicemente che esista Y C X di seconda categoria tale

che sup || Apx||y < +o0 per x € B.
«@

Dimostrazione.
Per ogni n € N definiamo

Coi={zeX: ||[Auz|| <nVaecl}={zeX: |Aw|<n}:
acl
e chiuso, perché intersezione di chiusi, e inoltre per ipotesi

X = U {xeX sup||A x|| <n} = U Ch.

neN neN

Dunque, dal Teorema di Baire, non tutti i C,, possono avere aperto vuoto, cioé Bs(zg) C Cy, per
qualche 29 € X, 6 > 0, ng € N. Dalla definizione di C,,, questo equivale a dire che ||Ayy| < no
per y € Bs(xg), ovvero ||An(zo + 0x)|| < ng per z € B1(0); di conseguenza, avremo ||Ayz| <
no + [|[Aazo]

5 , e cioe
ng + sup,, |[Aaxo
sup [|[Aallzx,y) < gH aZo] < 400
(o7
Il secondo enunciato segue semplicemente considerando Y al posto di X. O



Osservazione.
Nel Teorema di Banach-Steinhaus la completezza di X € essenziale. Prendiamo infatti X = cog lo

spazio delle successioni definitivamente nulle con la norma || - || €, pern € N, L, : X — R data
da L,(cie1 + -+ cyen) = ne,: € chiaramente lineare e continuo e inoltre sup |Lyx| < 400 per
neN

ogni T € coo, ma sup || Ly | x+ = supn = +oo.
neN neN

Corollario.

1. Se X ¢ uno spazio di Banach e {Ly}acr C X* sono tali che sup |Lox| < 400 per ogni x € X,
[e%

allora sup || Lo || x+ < +00.
«

2. Se X ¢ uno spazio normato e {x4}acr C X sono tali che sup |Lxz,| < +oo per ogni L €
X, allora sup ||zo||x < +00; in questo caso non é necessarioa che X sia un Banach perché
considerimnéJK Uimmersione isometrica di X in X**, che é un Banach.

Esempio.

1. Se{zo}tacr C H & una famiglia di elementi di uno spazio di Hilbert tale che sup |(x,y)| < +o00
per ogni y € H, allora sup ||z,|| < +00: basta applicare il Teorema di Banac?z-Steinhaus alla
famiglia {L,} C H* datg da Lo : y — (Ta,y), che verifica || Lo| - = ||al|-

+o0

S a(k)y(k)

k=1

2. Se una successione x : N — R wverifica < +oo per ogni y € Ly, per p € [1,400],

allora x € £y con — + — = 1. Consideriamo infatti, per n € N, il funzionale L, € 0," dato

n —+oo
da L, :y— Zx(k)y(k) poiché Zx(k)y(k) < 400 per ogni y € £y, allora sup |L,y| =
k=1 k=1 neN
sup Zx(k)y(k) < 4o00. Dunque, dal Teorema di Banach-Steinhaus,
neN |
2l = sup [ D [e(®)P ) = sup|Lalle, < +oo.
neN h—1 neN
Osservazione.
Il Teorema di Banach-Steinhaus fornisce un’altra dimostrazione del fatto che Y := U L*([0,1])
p>1

¢ di prima categoria in X = L'([0,1]). Infatti, la successione {Ly}nen in X* data da L,f =
logn

i
(log n)/ [ verifica, grazie alla disuguaglianza di Holder, |Lnf| < —=|fll, — 0 per ogni

0 n n—-+oo

f €Y , e dunque é limitata puntualmente su'Y . Tuttavia, {L,} non é limitata in norma perché

|ILn||x+ = logn —_~>_ +o00; dunque, Y C X mon puo essere di II categoria perché altrimenti
n—-+oo

contraddirebbe il Teorema di Banach-Steinhaus.
Proposizione.

Sia {Ap}tnen una successione in L(X,Y) di operatori lineari tra uno spazio di Banach X e uno
spazio normato Y tale che Apx —j_ A(x) per ogni x € X.
n—+00

Allora, sup ||Aynllzx,y) < 400 e inoltre la mappa limite A € L(X,Y) ¢ lineare e continua con
n

< limi )
1Al zex vy < nglfg | An |l zcx, vy

Dimostrazione.
Poiché {A,z} converge, & puntualmente limitata per ogni z € X, dunque dal Teorema di Banach-
Steinhaus otteniamo che ||A,|[z(x,y) € limitato in norma. Quanto alla mappa limite, ¢ lineare



perché per ogni z,y € X,a, 3 € R,

Aoz +By) & An(az+By) = adnr+ fAny = aA(z)+ BA(y)

Infine, la continuita e I'ultima disuguaglianza seguono da:

|Allzxyy) = sup [|Az|| = sup lim [[Ayz| < sup liminf |A, || z(x.y)llz]| = liminf |4,
O i Jall<y oo el ntoo | ALY oo "

O

Osservazione.
Nella proposizione precedente puo valere la disuguaglianza stretta ||Al < liminf||An\|. Infatti,
n—-+0oo

Ly, : £y — R definita da L,z = x(n) verifica || Ly|le; =1 ma Lyx o 0 per ogni « € £2 e dunque
n—-+oo
L]l = [lof} = 0.

Il Teorema di Banach-Steinhaus permette anche di dedurre un interessante risultato sulla conver-

genza delle serie di Fourier.

Proposizione.
Siano C (Sl) lo spazio delle funzioni continue e periodiche su [—m,]|:

(") ={f € C(l-m) : f(x) = f(~)}

e, per f € C (Sl), SN f la somma parziale della serie di Fourier di f:

a N ap, = 1 f(t) cos(nt)dt,

Snf(z) = ?0 + Z ap, cos(nz) + by, sin(nx), 17 o
n=1 by, == — f(t) sin(nt)dt.

T —T

Allora esiste f € C (Sl) per cut Sy f(0) A f(0), cioé la serie di Fourier di f non converge.
N—+oc0

Dimostrazione.
Innanzi tutto, utilizzando le proprieta dell’esponenziale complesso, possiamo scrivere

N N
— i " —int mne __ " i n(x—t)
Snf(x) = Z (27r » f(t)e dt> et = [ﬂ f(t) o Z e dt.
n=—N n=—N
=:Dn(z—t)
In particolare, per x = 0, avremo Sy f(0) = f(&)Dn(—t), dunque Ly : f — Snf(0) & un

funzionale lineare continuo su C (S*).
Supponiamo per assurdo che Sy f(0) converga per ogni f € C (Sl); in particolare, sup{Sx f(0)} =
N

sup{Ly f} < +oo per ogni f, e dunque per il Teorema di Banach-Steinhaus si avra sup || Ly |[|¢(st)* =
N N

sup [|[Dy|lz1sty < +oo. Questo tuttavia ¢ assurdo: utilizzando infatti le proprieta della serie
N

sin ((N + %) t)

geometrica e dell’esponenziale complesso, possiamo scrivere Dy (t) = Dy(—t) = —
sin £
2

)

da cui:

/71' |DN(_t)|dt _ i ™ |sin((N+ %) t)|dt > l/ﬂ' |Sln((N+ %) t)|dt _ 1/(N+%)7r ‘Sin‘g'ds

2

—T —T

’bln% T™J—n |t‘ T (N-‘r%)ﬂ' |5|

O

—  +00.
N—+oo



Osservazione.
Parlando dei sistemi ortonormali sugli spazi di Hilbert, abbiamo visto che Sy f N —_>~_ fin L*([—=, 7).
— 400

Questo risultato non é in contraddizione con quanto abbiamo appena visto, perché la convergenza
in L? non implica quella puntuale, se non a meno di estratte e di insiemi di misura nulla.

Definizione.
Sia f € C(X) una funzione continua su uno spazio normato a valori reali. f si dice Hélderiana
di esponente a € (0,1] se esiste C > 0 tale che

[f(@) = F(y)l < Cllz = ylI*, Vr,y € X.
Lo spazio delle funzioni Hélderiane su X si indica con C%*(X)

Corollario.
Lo spazio delle funzioni Holderiane

U ¢ (sY) = | (fec®(-mal): f(x)=f(-m)}

O0<a<l 0<a<l

é di prima categoria in quello delle funzioni continue C (Sl).

Dimostrazione.
Innanzi tutto, se f € C% (Sl) per qualche « > 0, allora Sy f(0) —  f(0), per il Test del Dini,

N—+00
t)— f(0 C
SO 1O O gy
| L
Dunque, se lo spazio delle funzioni Hoélderiane fosse di seconda categoria, avremmo trovato un
insieme C' C C (Sl) di seconda categoria per cui Ly : f — Sy f(0) verifica sup |Ly f| < 400 per
N

perché

ogni f € B, e dunque per il Teorema di Baire dovrei avere sup |Ly|| < 400 che, come abbiamo
N

visto in precedenza, e falso. O

Osservazione.

Un modo alternativo per vedere che le funzioni Holderiane U coe (Sl) sono di prima categoria
0<a<l

tra le funzioni continue C([0,1]) é scriverle come unione numerabile U A, dei chiusi
neN

Ay ={feC(8): 1f@)— f) S nla—yl*, Yo,y S}

la dimostrazione che A, =0 ¢ analoga al caso, gia visto, di LY C LP.

Utilizzando il Teorema di Baire si puo dimostrare una proprieta importante che caratterizza gli
operatori lineari.

Teorema (della mappa aperta).
Siano X,Y spazi di Banach e A € L(X,Y) suriettivo.
Allora, A ¢ aperto, cioé A(Z) CY ¢ aperto per ogni Z C X aperto.

Dimostrazione.

Passo 1 Per qualche § > 0 vale Bos(0) C A(B1(0)). Infatti, per la suriettivita di A, possiamo scrivere
Y = U A(B,(0)), che & un’unione numerabile di chiusi; dunque, dal Teorema di Baire,
neN
almeno uno avra interno non vuoto, cioé¢ Byp,s(nyo) C A(By,(0)) per qualche § > 0, yo € Y,
ovvero Bys(yo) C A(B1(0)). Per simmetria avremo anche Bys(—yo) C A(B1(0)), dunque

Bos(0) = 5 Bia(0) = 3 Bas(yo) + 3 Bas(—y0) € 5 ATB0)) + 5 A(BL(0)) = A1),

dove 'ultimo passaggio segue dalla convessita di A(B;(0)).



Passo 2 Vale anche B;(0) C A(B1(0)). Fissato y € Y con ||y|| < d, cerco z € X con |z]| < 1e Az = y:
dal passo precedente, Bs(0) C A (B% (O)), dunque per ogni € > 0 esiste z. € X tale che

1)
|ze]| < 7@ lly — Az.|| < ¢, e in particolare, trovo x1 con ||z1]| < e lly — Azq]| < 3 Inoltre,

1
poiché y — Az, € B% (0)c A (B% (0)), allora come prima posso trovare xo con |xa| < 1€

ly — Axy — Azo|| < T iterando, per ogni n € N trovo z,, con

H%H<2in ly — A(zy + -+ 2)|| < ;L.
La successione Z,, = 1 + - - - + ©,, & di Cauchy, in quanto
m m m
F0 =Tl = | 32 | < 3l 3 g, =, 0
k=n+1 k=n+1 k=n+1

e dunque, essendo X completo, convergera a x € X, mentre per continuita di A abbiamo

5
— Az = i — AF,| < lim — =0.
ly — Azl = lm |y - AZ,[| < lm -

Passo 3 Conclusione: per ogni aperto Z C X, prendo yg = Axg € A(Z) er > 0 tale che 20+ B,(0) C Z;
per linearita avremo yo + A(B;(0)) = A(B,(z0)) C A(Z), ma dal passo precedente sappiamo
che, per omogeneita, By, (0) C A(B,(0)), e dunque

Bsr(y0) = yo + Bsr(0) C yo + A(B,(0)) C A(Z).

Pertanto, yo € interno a A(Z) e quindi A(Z) & aperto.
Osservazione.

2
continua e suriettiva da R in R ma non é aperta perché ad esempio f(0,400) = [_\/37 —i—oo)

non & aperto in R.
2. Il Teorema della mappa aperta € falso per qualsiasi mappa lineare non suriettiva, perché
A(X) = ran A non é aperto, ma anzi ha interno vuoto: se per assurdo Bs(yo) C A(X)

per qualche 6 > 0,y0 € Y, allora per linearita avrei Br(yo) C A(X) per ogni R > 0, cioé
AX) =Y.

Corollario.

1. Se A€ L(X,Y) ¢ una mappa invertibile tra due spazi di Banach X,Y, allora A~' € L(Y, X)
e continua.

2. Siano || - |1, || - |l2 due norme su uno spazio vettoriale X tali che X & completo rispetto a
entrambe le norme. Se esiste C > 0 tale che ||z||2 < Cllz||1 per ogni x € X, allora esiste
C > 0 tale che ||z||1 < C||z||2 per ogni € X, ovvero le due norme si equivalgono.

Dimostrazione.

1. La linearita di A=! & ovvia, dunque basta dimostrare la continuita. Dal Teorema della mappa
aperta sappiamo che Bs(0) C A(B1(0)) per qualche 6 > 0, ma essendo A invertibile questo

vuol dire A71(B5(0)) C By(0); in altri termini, sup HA*IyH < 1, ovvero ||A*1H£(YX) <
lyll<é ’
% < +o00.



2. Considero la mappa identita su X con le due norme distinte

A

XAl — (X5 2)
r —
Per ipotesi abbiamo ||Az|2 = ||z]|2 < C||z|]1, dunque A & continua; quindi, per il corollario

precedente, sara continua anche la sua inversa

A71

(X, [+ 1l2) (X (- 11)
r =
ciot esistera C' > 0 tale che ||z||; = ||A_1a:H1 < Cl|z|2.

O

Osservazione.

Nella prima parte del corso abbiamo gia visto delle mappe lineari continue con inversa discontinua
e anche delle norme per cui valeva una sola delle due disuguaglianze che danno [’equivalenza.
Tuttavia, in tutti questi casti, gli spazi non sono completi.

Dal Teorema della mappa aperta si deduce un importante criterio di continuita per mappe lineari.

Teorema (del grafico chiuso).
Sia A : X — 'Y una mappa lineare tra due spazi di Banach X,Y tale che il suo grafico

Ga={(z,y) e X xY: y=Ax}

e chiuso in X x Y.
Allora, A é continua.

Dimostrazione.
Per ipotesi, G4 < X X Y e dunque & uno spazio di Banach con la norma indotta ||(z, Az)||xxy =
|lz||x + ||Az||y. La proiezione

Ga — X
(x,Az) — .

& una mappa lineare, continua e invertibile; quindi, dal corollario precedente, anche II"! & continua,
cioe esiste C' > 0 tale che, per ogni = € X,

lzllx + | Azlly = ||(z, Az) | xxy = [IT7" (2, Az < Ol x-

e,

Pertanto, ||Az|| < (C —1)||z|| e cio¢ A & continua. O
Osservazione.

1. L’enunciato del Teorema del grafico chiuso equivale a dire che, se per ogni x, :)L x che
n—-+0oo
verifica Ax,, — 1y valey = Az, allora A é continua. Senza questo teorema, per verificare
n—-+oo
la continuita di un operatore, bisognerebbe verificare che per ogni successione x,, — x deve

n—-+oo
valere ALL’n A T, non solo per le successioni per cut An converge.
n—-+oo

2. L’implicazione inversa del Teorema del grafico chiuso é sempre vera, perché se F : X —Y ¢
continua, allora

Grp:={(z,y) e X xY: y— F(x) =0}
¢ chiuso in quanto (z,y) — y — F(x) é continua.
3. Il Teorema del grafico chiuso é falso per mappe non lineari: la funzione f : R — R data da

@) = sex #0

x e discontinua ma G¢ € chiuso.
0 sex=0



4. Una mappa lineare continua con grafico chiuso puo mon essere una mappa chiusa, cioé che
manda insiemi chiusi in insiemi chiusi, come vedremo spesso in sequito: ad esempio, la mappa

A:C(]0,1]) = C(]0,1]) data da Af(x) = / f non ¢ chiusa, perché ran A = {f € C*([0,1]) :
0
f(0) =0} non é chiuso.
Corollario.

Se A: X — X* ¢ una mappa lineare tra uno spazio di Banach X e il suo duale X* verifica una
delle sequenti:

(Az)y = (Ay)x Va,ye X (Simmetria)
(Az)x >0 VaxeX  (Non negativitd);

allora A ¢ continua.

Dimostrazione.

Supponiamo che A sia simmetrico, e mostriamo la continuita utilizzando il Teorema del grafico

chiuso: prendiamo z, € X tale che z, — 19 € X e Ax, —+> Lo € X*. Allora, per ogni
—+00

n—-+oo n
zeX,
Loz « (Azp)z = (Ax)z, — (Az)xo= (Azo)z;

n——+oo n——+oo

dunque Lg = Az € G4 e quindi A & continua.
Supponiamo invece che A sia non-negativo e facciamo vedere che & continuo applicando nuovamente

il Teorema del grafico chiuso: se x,, — x9e Ax, — Lg, allora per ogni z € X, A € R,
n——+oo n—-+4oo

0 < (A(zp — 20— A2)) (T —z0 —A2) — (Lo — Azo — NAz)(=x) = —\(Lo — Azp)x + N (A2) 25

n—4oo

ovvero A(Lg — Azg)z < A(Ax)z. Dividendo per A otteniamo

(Lo — Azg)x < AMAz)z — 0 seA>0

A—=0t
(Lo — Azg)x > AM(Az)z — 0 se A <0,
A—0—
quindi Lox = (Azg)z per ogni 2 € X e cioe Ly = Axy. O]

Osservazione.
Alla luce del Teorema di Riesz-Fréchet, il precedente corollario permette di dimostrare la continuita
per una mappa lineare A : H — H da uno spazio di Hilbert H in sé che verifichi

(Az,y) = (Ay,z) Va,ye X oppure (Az,z) >0 VzelX.

Applichiamo ora questi risultati per parlare di complementare di un sottospazio lineare chiuso,
operazione che abbiamo gia visto su spazi di Hilbert e che proveremo a estendere piu in generale.

Definizione.
Sia X uno spazio di Banach e E <1 X un suo sottospazio lineare chiuso.
Un sottospazio lineare chiuso F <1 X si dice complementare di E in X se:

E4+F=X ENnF ={0}.
Se F ¢ un complementare di E, scriveremo E® F = X.
Osservazione.

1. La relazione di complementarieta é simmetrica: E é un complementare di F se e solo se F' é
un complementare di F.

2. 1l fatto che E e F siano complementari equivale a richiedere che ogni elemento x € X si
scriva in modo unico come somma x =Yy + z di un elemento y € E e di un z € F.



Esempio.
1. Se H ¢ uno spazio di Hilbert e E < H, allora E+ ¢ un complementare di E.

2. Nello spazio prodotto X XY di due spazi di Banach X,Y , un complementare di X x {0} <X xY
é dato da {0} x Y.

3. Se c ¢ lo spazio delle successioni x : N — R che hanno limite khrf x(k) finito, munito della
—+00

norma || - ||e.., € co < c € lo spazio delle successioni infinitesime, allora un complementare di
co in ¢ é dato dalle successioni costanti

F:={z:N—>R: z(k) =z, VkeN}L

Proposizione.
Un sottospazio lineare chiuso E <1 X di uno spazio di Banach X ha un complementare se e solo se
esiste una proiezione suriettiva P € L(X, E) tale che Px = x per ogni x € E.

Dimostrazione.
Supponiamo che E abbia un complementare F'. Allora, potremo scrivere ogni € X in modo unico
come r =xg +xp con xg € E, xp € F'; dunque possiamo definire Px = xg. P & lineare perché

(x4 By)e + (ax + By)r = ax + By = a(zp + 2r) + BYe + yr) = (axp + Byr) + (axr + Byr),
per ogni x,y € X, a, 8 € R, dunque poiché EN F = {0} avremo
(az + BYy)p = axp + Byr (az + By)r = axp + Byr.

Per dimostrare la continuita usiamo il Teorema del grafico chiuso: se (z,, Pzy,) —J)r (z,y) €
n—-+0oQ

X x E, allora F 3 z,, — Px, :)L x —y, ma essendo F' chiuso avremo x —y € F'; dunque potremo
n—-+0oo

scrivere x =y + (x —y) = Px + (x — Px) € E® F, ma poiché la scrittura ¢ unica dovremo avere
y = Pz, dunque Gp & chiuso e P & continua. Infine, dalla costruzione di P segue che Px = x per
x € E e in particolare P e suriettiva.

Viceversa, supponiamo che esista una proiezione P € L(X, F) tale che P? = P. Allora, pongo

F:=ran(I-P)={x—Pz: z € E}.

Innanzi tutto, F' ¢ un sottospazio lineare perché P ¢ lineare; inoltre, £ + F = X perché posso
scrivere ogni © € X come x = Px + a2 — Px € E + F. Mostriamo ora che ENF = {0}: se
z=Pr=y—Pye ENF,allora Plx+y) =y € E, dunque Py =y e cioe 2z = Pr =y — Py =0.
Infine, facciamo vedere che F' & chiuso: se y, = x, — Pz, . jw Yo € F, allora

Yo < l'nfpxn:xnfpxn‘kpxn*Pan:ynfpyn —  yo — Pyo,
n—-+oo

n—-+oo
dunque yp € ran (I — P) = F e quindi F ¢ chiuso. O

Osservazione.
Se E <1 X ha F per complementare e P € L(X,E) ¢ la proiezione su E, la proiezione su F (che
esiste perché E & un complementare per F) ¢ data da x — x — Px.

Esempio.

1. Se X ¢é uno spazio di Hilbert, abbiamo gia visto che tutti i suoi sottospazi E <t X hanno come
complementare I’ortogonale ed esiste anche una proiezione.

2. Sullo spazio prodotto X x Y le proiezione su X x {0} e {0} XY sono date rispettivamente da
Pla,y) = (2,0) e P(z,y) = (0,y).

3. Prendendo c¢,cy come prima, la proiezione P : ¢ — ¢y & data da Px(k) = z(k) — ‘lir+n x(4),
J—+0o0

mentre la proiezione P : ¢ — F sullo spazio delle successioni costanti ¢ dato da Px(k) =
lim x(j) per ogni k € N.

j—+oo



Proposizione.
Sia X uno spazio di Banach e E <1 X un suo sottospazio finito dimensionale. Allora, E ha un
complementare in X.

Dimostrazione.
Sia {e1,...,en} una base di E e {L1,...,Ly} C E* la sua base duale, cio¢ tale che L;e; = d;;,
e siano Li,...,Ly € X* le rispettive estensioni ottenute con il Teorema di Hahn-Banach; allora,

Px = (le) e1+---+ (LNx) en € una proiezione su E: ¢ lineare e continua perché lo sono le L;,

e inoltre se x = x1e1 + - -- + x ey allora
Pxr =x21Pe; +---+zyPeny =x1€1+ - +xNneEN = .

Dunque, applicando la proposizione precedente, concludiamo che E ha un complementare.
O

Osservazione.
Come abbiamo visto negli spazi di Hilbert, nessuna di queste condizioni é necessaria per l’esistenza
di un complementare.

Esempio.

. N . .. P c .
Nell’esempio precedente con ¢y < ¢ é verificata la seconda condizione, perché dim — = dim F' = 1.
Co

Teorema (Caratterizzazione delle mappe suriettive e iniettive).
Siano X,Y spazi di Banach.

1. Una mappa lineare continua suriettiva A € L(X,Y) ha un inverso destro continuo se e solo
se ker A e complementato in X .

2. Una mappa lineare continua iniettiva A € L(X,Y) ha un inverso sinistro continuo se e solo
seran A ¢é chiuso e complementato in'Y .

Dimostrazione.

1. Supponiamo che esista un inverso destro B € £(Y, X) di A tale che Ao B =1Iy. Allora, ran B
& un complementare di ker A: ovviamente € un sottospazio lineare, inoltre & chiuso perché se
By, — x€X, allora

n—-4oo

x + By,=DB(ABy,) — B(Ax),

n——+oo n—-+4oo

dunque z = B(Az) € ran B. Per mostrare ker A + ran B = X, per ogni ¢ € X scriviamo
xz = (x — B(Az)) + B(Ax) € ker A + ran B, in quanto

A(x — B(Az)) = Az — (AB)(Ax) = Az — Az = 0.
Infine, ker A Nran B = {0} perché se x € ker A Nran B, allora Ax =0, z = By, e dunque
x = By = B(ABy) = B(Ax) = B0 = 0.

Viceversa, supponiamo X = ker A @ F' per qualche F' < X. Dalla proposizione precedente
so che esiste una proiezione P € L(X, F), e definisco By := P (A~ '{y}), dove A~*{y} & un
qualsiasi € X tale che Az = y: B non dipende dalla scelta di = perché se Az = Az’ =y
allora z — 2’ € ker A e cioé Px — P2’ = P(x—1') = 0. Mostro ora che B & un inverso destro di
A: dato y € Y, per la suriettivita di A esistera x € X tale che Lx = y; scrivendo = = x1 + x4
con x1 € ker A, x5 € F', avremo Px = x5 e cioe

ABy = A(Pz) = Axg = Az = y.

Infine, B & continua per il Teorema del grafico chiuso: se (yn, By,) — (y,2) €Y x F,

n—-+oo
allora y = lim y, = lim ABy, = Ax e dunque
n—-+oo n—-+oo

By = B(Az) = P (A™'(Az)) = Pz = z.
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2. Supponiamo che esista B € L(Y, X) tale che Bo A = Ix. Innanzi tutto, ran A & chiuso,

perché se Az, — vy allora
n——+0o

y <+ Az, =A(BAxz,) — ABy€EranA.

n—-+oo n—-+00

Mostriamo che ker B ¢ un complementare di ran A: ovviamente ker B <1 Y; inoltre, Y =
ran A + ker B perché possiamo scrivere y = (AB)y + (y — (AB)y) € ran A + ker B, essendo

B(y — (AB)y) = By — (BA)By = By — By = 0.
Infine, se y € ran A Nker B, allora y = Ax, By = 0 e dunque
y = Ax = A(BAx) = A(By) = A0 =0.

Viceversa, supponiamo Y = ran A @ F. Detta P : Y — ran A la proiezione, pongo By :=
A7Y(Py): ¢ ben definito per I'iniettivita di A; inoltre, B o A = Ix perché dalle proprieta di
P abbiamo P(Ax) = Ax e dunque

BAr = A~Y(PAz) = A~ (Az) = =.

Infine, B ¢ continua perché P ¢ continua e lo & anche A™!, in quanto inversa di una mappa
invertibile tra gli spazi di Banach X e ran A.

O

Osservazione.

Mettendo insieme i due risultati del teorema, otteniamo che una mappa lineare continua invertibile
ha inverso destro continuo se e solo se ker A = {0} eran A =Y sono complementati. Questo
¢ banalmente vero perché X é un complementare di {0} e {0} & un complementare di Y; dunque
otteniamo che ogni mappa lineare continua invertibile ha inversa continua, cosa che gia sapevamo
dal Teorema della mappa aperta.

Esempio.

k
La mappa A € L(¢3) definita da (Ax)(k) = ng ) é iniettiva, ma non ha un inverso sinistro continuo:

infatti, se esistesse B :ran A — {5 tale che Bo A =1,,, dovrebbe essere tale che (By)(k) = ky(k)
per ogni y € ran A, dunque prendendo y = e,, = A(ne,) € ran A otteniamo

IBlleeny > I Benl =n =3 +oo.

Infatti, ran A non ¢ chiuso in fa, ma anzi ne é un sottospazio denso proprio. ran A C ¢y perché

1 1
Yy = (1, 2,...,k,...> € Uy \ ran A perché se Az =y allora x(k) = 1 per ogni k e quindi x & {5.
Del resto, ran A e denso perché contiene lo spazio delle successioni definitivamente nulle cog: se
Y € coo, allora y = Ax per x € coo C Lo dato da x(k) = ky(k).

Per concludere il capitolo sui complementari, mostriamo un esempio di sottospazio che non ammette
complementare. Per illustrare ’esempio avremo bisogno del seguente lemma.

Lemma.
Sia {Tnnen una successione in £y tale che Lxy, —4>_ 0 per ogni L € (£1)* o, equivalentemente,
n——+00

n—-+oo

“+oo
an(k)y(k) — 0 per ogni y € lx.
k=1

Allora, x, — 0 in fq.

n—-+o0o
Dimostrazione.
+oo
Supponiamo per assurdo che ||z,|| > § > 0 per ogni n € N. Allora, poiché Z |z1 (k)| < 400, esiste
k=1

11



+o0

)
K; € N tale che Z |z1 (k)] < —; inoltre, scegliendo y = e, € £ otteniamo che z,(k) — 0
5 n——+0oo
k=Ki,+1
K1
per ogni k e quindi Z |z, (k)| —J>r 0, e per n = ny sufficientemente grande sara piu piccolo
n—-+0oo
k=1
5 = 5
di 5 Fissato ma, trovo Ky per cui Z |0, (k)] < 5 e itero il procedimento: esisteranno
k=Ks+1

n=1l<n<..n;<...e (1 <Ky<---<K;<... tali che

Z |an

+oo

Z |m"a‘ (k)‘ <

k=K, +1

cmo)
ol >

A questo punto considero y € £, data da y(k) = segno (:cn]. (k)) se Kj_1+1<k<Kj e otterrd:

Z an

]—>+oo
K; K1 +oo
> S wn (R)yk)| - o, (R)y(B)| = | D am, (k)y(k)
k:Kj_lJrl k=1 k=K ;+1
K; K1 +oo
> Y e ®] = Y W)= YD e, (R)
k=K;_1+1 k=1 k=K;+1
+o00 Kj_1 +00
= Z |xn](k)| -2 Z |m”1(k)| -2 Z |x”1(k)|
k=1 k=1 k=K;+1
)
z 5
- 5
che ¢ assurdo. O

Esempio.
Si possono costruire delle mappe suriettive che non hanno inverso destro continuo, e dunque il cui

nucleo non avra complementare: consideriamo, dato un sottoinsieme denso e numerabile {an}nen
nella palla unita di o, la mappa

o 2

+00 +o00 o0
r = Z anz(n) = <Z an(D)z(n),..., Z an(k)x(n),.. ) .
n=1 n=1 n=1

A ¢ ben definita e continua perché

[Az]l2 = < Hanllzz ()] < l=[f;

inoltre, la linearita si verifica immediatamente.
La suriettivita puo essere dimostrata considerando equivalentemente, per omogeneita, solo la palla

unita di ly: dato y € Uy con ||y|| < 1, per densita esiste ap, tale che ||y — an, || < 5 analogamente,

a . . . a 1 . .
essendo {?n} densa in B% (0), esistera a,, tale che Hy — Gpy — ;2 < e e iterando trovero an,;
+oo
anJ oo . Qn; L
per cut ||y — Qpy — - — . Dunque, passando al limite, avro y = g %7 ma poiché
=1

an, = Ae,, allora y = e quindi essendo y arbitrario A sard suriettiva.
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Supponiamo ora che esista B € L(l9,01) tale che Ao B = 1;,. Preso comunque y € loo, T —

+00 +o0o 400
Z(Bx)(k)y(k) ¢ un funzionale lineare continuo su y, dunque Z(Bx)(k)y(k) = Zm(k)z(k) per
k=1 k=1 k=1

ogni x € Lo, per qualche z € €y C cy; scegliendo x = e, avremo

“+o0 “+o0
S (Bea)(W)y(k) = Y enlk)z(k) = 2(n) = 0.
k=1 k=1

Dal lemma precedente, cio equivale a dire che Be, —j_ 0 in £1, ma questo porta alla contraddi-
n—-+0oo

zione:

leall = 4Bl < 14l ce, eI Bealls, 0.
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