FUNZIONI ELEMENTARI NUMERI COMPLESSI

POTENZE E RADICI Forma cartesiana e trigonometrica
Definizione z=z+iyconz,y €ER  (Forma cartesiana);
W=y r=y>" y>0(x>0); 2ty =y o x=y?" 1 (x €R). | | 2 = p(cosO+isinh) = pe? con p>0,0< 60 < 2n (Forma trigonometrica);
Segno p = +/x2 + y2, 0 tale che cos0:%,sin0:%; x = pcosf,y = psin.
x?", 2/, o > 0 sempre; g2, 2t 2n+1 >0sex >0 (n€N).||Operazioni elementari _
Probprletab _— . . (z+1iy) £ (a+ib) = (x +a) £i(y +b); ﬁ:%; T+ iy =z —1iy;
potb = gag ; 4% = —b; Tz = (xa’) ; . N _ . . 0 it i(t46).
o (@ +y)(a +ib) = (za — yb) + i(zb + ya); (pef) (rett) = pre ;
T4 = I%; (5) = ;75 (zy)® = 2%y (p(cosO + isinB))(r(cost + isint)) = pr(cos(f + t) + isin(6 + t));
m ¢ 0+ [
rn = Yxm; i = Vz; Var=z= (Q/E)n se x > 0 o n dispari; i:n :%: p(cos(Bft)+zsm(97t))— Lei(6-1);
(z49)? =220y +y% @ -y =(ety)e—y)  aty= L] | pel? = plcosd+isind) = p(cosd —isin0) = pe~i’; -
. ey . pet = (p(cos @ + isinh))™ = p™(cos(nd) + isin(nd)) = p™e*™?.
z—y=(VE+vy) (Vo - Vi) VEE V= \/gqig/ﬂ’ {Kadi)ci n-esime
(ziy)3:m3i3x y + 3zy® £ y3; ¥y = (22 Fay + ) (z L y); 2" = w = r(cost+isint) = re’’ han soluzioni (sew # 0): (k=0,...,n—1)
N 2 soluzioni  se b2 > 4ac o nr<cos<i+2kﬂ>+lsm<t +2k7r>) oi(L+2km)
az? +br’+c=0 = %ZLMC ={ 1 soluzione se b? =4dac . vr n r
0 soluzioni  se b? < 4ac
Valori speciali
20 =1, ! = 0% = 0; 1% = 1; Y0 = 0; Vi=1. LIMITI
Simmetrie
T sex >0 . LIMITI NOTEVOLI
o g e ol ={ 7 T2 0 sono part (1) = S(-a)): LIMITI NO?
a2ty 271.+1 (n € N) sono dispari f(z) = —f(—2)). +o0 sea>0 ;roo 22 Z i }
n% — 1 sea=0 ; a™ — 0 o 771<a<1 ;
ESPONENZIALI E LOGARITMI 0 sea <0 2 sea< —1
Definizione -
log,z=y<ax=a¥ (z>0); log,z=lnz=y<z=eY (z>0). ;\{JE?I,(Q>O); Vn® =1 (a€R).
Segno nzioni
400 sea>0 400 sea>1
xT . .
aP zo‘setr}ipre, log,2>0 sexz>1 (a>0); lnz>0 sex>1. RN 1 sea=0 : @ 1 ceaqa—1 :
) ro?rlt)a_al ) C log. T —1] ) . log, (%) = bl wteo 0 se a <0 rotee 0 se0<a<l1
080\ TY) = IOga TT08aY; 0By T 10Ba TT0BY; IOga o 1_ 8T | |\ 1ng 7 4o00; Inz — —oo; arctanz 2 +3; tanz  —  +oo;
n 0O, a T _ _ . _ O, a x _ . — e l
log, ¥z = 2822 log,(a”) =z =a'°%a?; log, = = 10§‘a T = 2% 11 ZOO z—0+ . 1:(1+;? <1+z)_>af F
In(zy) =Inz + Iny; 1n§ =lnz —Iny; In (xb) =blnuz; (1‘5‘*) _:Looee (2,3); = zjo 1; p zjol — zjoa
In %: IDTCE; 1n(ez) = = elnz; ab — eblnav si;x N 1 1—;351 — %’ ta;m N 1 arciinm N 1 arct:nL — 1.
Valori speciali z—0 z—0 z—0 z—0 z—0
logo1=0=1nl; logsa=1=lne. GERARCHIA DEI LIMITI
S . .
FUNZIONI TRIGONOMETRICHE 1023095_5;‘(’)“‘ W Lo m 0 (a>1b>0e>1)
Definizione nb cn ' n! ! nm ’ ’ ’
> 1. =1.2..... | = |
tanz = S22 (definita se x # 5 + k7, k € Z). (F,r:,;l‘.l_iinf " = (n+ 1! = (n+ 1nl).
Segno a z . Inz . z?
sinz > 0 se 2km <z < (2k + 1)m; cosz > 0 se 7%+2k7r§x§%+2k‘ﬂ'; z lnxxjﬁ_ 0; za m_ﬁ,_ooo’ 6750_3_000 (a>0).
tanz > 0se kr <z < 5 + k.
Proprieta SVILUPPI DI TAYLOR
sin?z + cos?2z = 1; —1 <sinz <1; —1<cosz<1; Sv1lupp1 delle funzioni elementari
ii/nlxg‘xgtfmlfc seOSxS%. —1+x+ +.+L" o(z");
alori speciali _ 5 (=D)" _ont1 oni1y .
= [olg T8 T [5[x [Gn[om g = 5+ R o (2,
1
sinz | 0 % % g 1 ]o 1o Cosz:177+§7+---+((2n)),12';j0(x2”)-
cosz 1| 2|21 o [-1]0 1 1n(1+x):z—%+%+ _i,_&a; +o(z");
\/§ 5 _1yZn+1
tanz | 0 | X2 |1 V3 0 0 arctanx_x7j+?+ oy 2121+ 227 4o (2201 ;
Formule di addlzlone, sottrazione e duplicazione (a 1) a(a—1).. (a nt+1) n n
sin(x +y) = sinz cosy £ siny cos x; cos(x £ y) = cosx cosy Fsinzsiny; (142)* =1+az+*= e a+o(2") (a€R)
sin(2z) = 2sinxzcosy; cos(2x) = cos? x—sin? x = 2cos? x—1 = 1—2sin? . \/1+m:1+5—§+0(m ); H_—xfl—ac—‘ra: +o0(22);
Simmetrie - 23 3\ . L * 3
cosz & pari (f(z) = f(—=z)); sinz,tanx sono dispari (f(z) = —f(—=z)); tanxix‘:{—?—i—‘o(x.), arcsma;fa:—&—?—l—o(a: )-
. . Proprieta degli o piccolo
sinx, cosx sono 27w-periodiche (f(z + 27) = f(x)); o(z™) ” n " ”
tanz & m-periodica (f(z + 7) = f(z)); o 0; o(Cz™) = o(z™); C-o(z") = o(z");
sin(z + 7) = —sinaz; cos(x + ) = —cosx. o(z™) 4+ o(z™) = o(z™); o(o(z™)) = o(z™); o(z™ 4 o(z™)) = o(z™);
- o(@™) = o(@™ ™Y o(a™) - (™) = (@™ ™)o@ = o(™);
FUNZIONI TRIGONOMETRICHE INVERSE Sem >n, 2™ = o(@™); o(a" +2™) = o(z"); o(a™) + o(z™) = o(z™).
Definizione
arcsinz =y < x =siny, -5 <y < 3 (definita se —1 <z <1); ALTRI STRUMENTI
arccosx =y =cosy, 0 <y <7 (definita se —1 <z <1); Teorema del confronto
arctanz =y < x =tany, -5 <y < 3 (definita sempre). Se an < c¢cp < bp e ap — a,by, — a, allora ¢, — a;
Segno se an < by, e an — 400, allora b, — +0o0;
arcsinz > 0 se x > 0; arccos & > 0 sempre; arctanx > 0 se x > 0. se an < by e b, — —o0, allora a, — —o0;
Proprieta se lan| < by € by — 0, allora ay, — 0.
f% < arcsinz < %; sin(arcsinz) = x; arcsin(sinz) =z se — % § z < g; Criterio del rapporto per successioni
0 < arccosz < 3 cos(arccos x) = x; arccos(cosz) = x se 0 <z <m||Sean >0, %74.1 — L < 1, allora a, — 0;
77t< ar(;tanis < 35; tan(arc;agx) = z; arctan(tanz) =xse =5 <2 < 33| | sc a, >0, an+1 — L >1, allora an — 400;
E\l/{;li:imsgea::igl?rcsmm ser =1 (se a”+1 — 1 oppure non esiste il limite, non possiamo dire nulla).
1 3 5 I o 1 > 3, Teorema di L°’Hopital
= — % e Se f(x) — 0 <« g(x) allora lim, @) iy £ ()
arcsing | —5 | —% | —7 |- |0 1% |3 |35 e wowo PO g(w) TTT0 g7 (@)
arccosz | T %w %ﬂ' %71’ 13513 & 0 Asintoti
- —J3 | —1 _% 0 @ 1] v3 Se f(z) et 400, allora f ha l’asintoto verticale z = a;
arctanz | — 2 - |-Z oz Tz se f(x) o b, allora f ha l’asintoto orizzontale y = b;
Simmetrie f(z) . .
L - 11, hal 1 = .
arcsin z, arctan z sono dispari (f(z) = —f(—=x)). 5 Ty z~>—>ioo ce fla)—cx z~>_:|>:<>o d allora f ha Pasintoto obliquo y = cz+d




DERIVATE

SERIE

CALCOLO DELLE DERIVATE
Derivate elementlari

fx) | = z= Ve |z
1 sex >0

-1 1 _
f'(z) | ax® e — segno(z) = { 1 sew<O
flx) | a® e” | sinx | cosz tanx
f(x) | ina)a® | €® | cosz | —sinz | 1 +tanZ2 = " 512 —
f(z) | log,z | Inz | arcsinz | arccosz | arctanwz
f/(:L‘) T T 1 _ T T

(Ina)x z 122 m 1+z2

NON derivabili: |z|, ¥/z in # = 0; arcsinz, arccosz in z = +1.
Regole di derivazione

(Af(@)+Bg(x)) = Af'(x)+Bg'(z);  (f(x)g(x))’ = f'(2)g(z)+f(2)g' (x);
L\ LS. f@) I'@)g@) @)’ @),

(f(z ) T @ (g(z)) 9(@)?

fle@) = f'(g)g' (), (F'(2) =

- f’(f—l(m))‘

APPLICAZIONE ALLO STUDIO DI FUNZIONE

Derivata prima

Se f/(z) > 0 per a < z < b, allora f(z) ¢ CRESCENTE per a < z < b;

se f/(z) <0 per a < x < b, allora f(z) ¢ DECRESCENTE per a < z < b;

se f' <0in (zo —6,z0) e f' > 0in (xo,z0 + ), o & un punto di MINIMO;
se f/ > 01in (zo—9,z0) e f <0in (x0,z0+96), zo & un punto di MASSIMO.

Derivata seconda

Se f’(x) > 0 per a < x < b, allora f(z) @ CONVESSA per a < z < b;
se f"(z) <0 per a < z < b, allora f(zx) & CONCAVA per a < z < b;
se f(x) cambia segno in x = zg, allora o ¢ un punto di FLESSO.

SERIE A TERMINI POSITIVI

Serie notevoli

S o zk converge & —1 <z <1 (Serie geometrica);
> ,%a converge < a > 1 (Serie armonica generalizzata);
ZZOZQ ﬁ converge < a > 1 oppure a = 1,b > 1.

Criterio del confronto integrale

Se f(x) > 0 decrescente e an, = f(n), allora:

>or2, aj converge <= f1+°o
Criterio del confronto

Se an < bn e > 72 by converge, allora Y 77 | aj converge;

se an < bn € Y poy ap, NON converge, allora y_ >, by NON converge.
Criterio del confronto asintotico

Se ‘;" — L < 400 e Y 2, by converge, allora > .77 | aj converge;

Se ‘bl — L >0e> 72, ar NON converge, allora > 77 ; by converge.
Criterio degli infinitesimi

Se nPan, — L < 4+oco(p > 1), allora > 77 | aj converge;

se nPan — L > 0(p < 1), allora y_ 32 ; a, NON converge.

Criterio del rapporto

Se a"+1 — L < 1, allora Y72 | aj, converge;

f(xz)dz converge.

se an — L > 1, allora >_72 ; a, NON converge;
(se lim % =10 A > 72, a; potrebbe convergere o non convergere).
Criterio della radice

Se /an — L < 1, allora > 77 ; aj converge;

se Y/an — L > 1, allora 2, a, NON converge;

(se lim ¥/an, =10 A, Y 32, ai potrebbe convergere o non convergere).

INTEGRALI

CALCOLO DELLE PRIMITIVE
Primitive elementari

SERIE DI SEGNO QUALUNQUE

Criterio di Leibniz per serie a segno alterno

Se an > 0,an — 0 decrescente, allora >3 | (—1)¥ay, converge.
Criterio della condizione necessaria

Se an # 0, allora 3°7° ; a;, NON converge; neanche > 52 | (—1)¥ay.
Criterio della convergenza assoluta

J f(z)dx 117 arctan z+a +c|Injz?+az+bl+c

METODI DI INTEGRAZIONE

Teorema fondamentale del calcolo

f; f(z)dz = F(b) — F(a), con F primitiva di f
Integrazione per parti

ff x)dx = f(z)g ff x)g' (z)dz (mtegrale indefinito);
S f (90 z)dz = f(b)g(b) fl@)g(a) = [ f(x

Integrazmne per sostituzione

ff(g(x))g’(a: Ydz = [ f(y)dy, con y = g(z) (integrale indefinito);

(F'(z) = f(=)).

z)dz (integrale definito).

f; f(g(2)g' (z)dz = fg(if; f(y)dy (integrale definito);

J f(@)dz = [ f(g(t))g'(t)dt, con t = g~!(x) (integrale indefinito);
fab f(z)dz = ;:11(((5))) flg()g'(t)dt (integrale definito).

Cambi di variabile speciali

t= YAz + B: JF(YVAz+ B)de = Z [ f(t)t"1dt;

t = arcsinzx :

Ir (w, V1— :1:2) dz = [ f(sint, cost) cos tdt;

t=tan3 : J f(sinz,cosz)dz =2 [ f (1_‘2_12, L_EQ) 1_Hgdt
t=e" S f(e®)dz = [ @dt.

Integrazione di funzioni simmetriche

Se f dispari, allora [* f(z)ds = O‘

se f pari, allora [ f(z)dz =2 [} f

f(=) z® 1(“ #-1) % e’ sinz cosx Se Y72 |ag| converge, allora > 72 ; a converge;

[ f(z)dx 1::1 te In|z|4+c| e*+c| —cosz+c|sinz+ec se 302, aj converge (an > 0), allora 372 (—1)*T1ay, converge.

fx) tanz co<12 — L .

S< 0 /1—22 1+x

J f@)dz | —In[cosz|+c | tanz + ¢ | arcsinz + ¢ | arctanz + ¢ EQUAZIONI DIFFERENZIALI

Casi particolar] EQUAZIONI DEL PRIMO ORDINE
a o/ 9’(1)
f(=) Ag(z) + Bh(z) 9() fl(m) g(z) Equazioni lineari
)@ / —

[ ayis | Af atoyia B [ i ve | SET e [lo@ve] || otione i { V62000504 g
Funzioni razionali

f(=@) % % (n >2) y(z) = eAl®) (yo + f;o e’A“)b(t)dt) con A(x) := f;o a(t)dt.

J f(@)dz | In|z|+c fm +c Equazioni a variabili separabili

/
- =T : L V(@) = fly(@)g(x) :
fx) [eEEETE % La soluzione di { (o) = vo ¢ data da:

y(z) = yo per ogni z, se f(yo) = 0; altrimenti,

y(x) = F~1 (f;o g(t)dt)7 con F~1 inversa di F(y) :=

Y 1
vo F(s7 95

z)dz; = [ f(lz))dz =2 [3' f(z)dz.

EQUAZIONI DEL SECONDO ORDINE LINEARI

Equazioni omogenee

Le soluzioni di y”(x) + ay’(z) + by(z) = 0 dipendono da due parametri
A, B € R, a seconda del polinomio caratteristico p(A) = A2 + aX + b:

se ha due radici distinte A1 # A2 € R, allora y(z) = AeM? + Be*2?;

se ha una radice doppia \g € R, allora y(z) = (Az + B)e*o®;

se ha radici complesse a & i, allora y(z) = e**(A cos(Bz) + Bsin(Bz)).
Equazioni non omogenee

Le soluzioni di y”(z) + ay’(z) + by(z) = f(x) sono date da TUTTE le so-
luzioni dell’equazione omogenea pitt UNA soluzione particolare;

I parametri A, B si trovano imponendo le condizioni iniziali y(zo), v’ (o).
Ricerca di una soluzione particolare

Una soluzione di y"(z) + ay’(z) + by(z) = Ce**z™ cos(Bz) con n € N,a €
R, 3 > 0, oppure di ¥ (z) + ay’(z) + by(z) = Ce**z"™ sin(Bz) si trova come:
y(z) = e**(P(x) cos(Bz) + Q(z) sin(Bz)), se o+ 8 NON & radice di p(\);
y(z) = ze®* (P(z) cos(Bz) + Q(z) sin(Bz)), se a + i & radice di p(A);

y(z) = 22e**P(x), se B = 0, € R & radice DOPPIA di p(\);

in tutti e tre i casi, P( ), Q(x) sono polinomi di grado n.

Una soluzione di y"(z) + ay/(z) + by(z) = fi(z) + f2(z) si trova come
y1(x) +y2(x), dove y;(x) risolve vy’ (z) + ay’(z) + by(x) = fi(z) per i = 1,2.

INTEGRALI IMPROPRI
Integrali impropri notevoli
fol I%dx converge < a < 1;

+°° mdx converge <= a > 1 oppure a=1,b> 1.

Crlterlo del confronto
Se 0 < f(z) < g(x) e f g(z)dx converge, allora f: f(z)dx converge;
se 0 < f(z) < g(x f f(xz)dz NON converge, f: g(z)dx NON converge.

Criterio del confronto a51nt0tico

Se 0 < f(z) <g(z) e J;E;g = b allora:

f: f(z)dz converge <= fa g(:v)dz converge.




