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Definizione 1.

Siano X,Y spazi di Banach, U C X apertoe F : U = Y.

F ¢ differenziabile secondo Fréchet se esiste A € L(X,Y) tale che F(u + h) — F(u) — A(h) = o(h);
A ¢ detto differenziale (di Fréchet) di F in u e si indica con A = dF(u) oppure

A= F'(u).

Osservazione 1.

1. Il differenziale ¢ unico, perché se esistessero due operatori A; = Ao aventi
quella proprietd con A;(h*) # As(h*) per qualche h*, allora per h = th*
si avrebbe

F(u+h) = F(u) + A1 (h) + 01(h) = F(u) + Aa(h) + 02(h)
e dunque t(A; — A2)h* = o(t) che & assurdo.
2. Se F' e differenziabile, allora F' & continua.

3. La nozione di differenziabilita ¢ indipendente dalla scelta di norme equi-
valenti.

Esempio 1.
1. F(u) = c ¢ differenziabile con dF'(u) =0
2. F(u) = Au per A € L(X,Y) ¢ differenziabile con dF'(u) = A

3. B(u,v) : X x Y — Z bilineare continua ¢ differenziabile con dB(u,v) : (h,k) — B(u, k) + B(h,v),
perché

B(u+ h,v+ k) = B(u,v) + B(h,v) + B(u, k) + B(h, k)
e B(h, k) < CllA[[[E[l = o(lIAll + [1E])

4. Se X = H ¢ uno spazio di Hilbert e Y = R, allora F(u) = |lu||? & differen-
ziabile con dF(u) : h — 2(u, h) g, perché

w4 hl[* = |Jul|* = 2(u, Ky i + ||h]|* = 2(u, B) g + o(h)



Osservazione 2.

1. Se F,G : U C X — Y sono differenziabili, allora per ogni a,b € R aF + bG
¢ differenziabile e d(aF + bG) = adF + bdG.

2.8 F:UCX—>Y e G:VCY — Z sono differenziabili e G(U) C V,
allora G o F' ¢ differenziabile e d(G o F) : h — dG(F(u))(dF(u)h)

Definizione 2.

Siano X,Y spazi di Banach, U C Y apertoe F: U C X — Y differenziabile su
tutto U tale che uw — dF'(u) € continua.

F si dice di classe C!.

Definizione 3.

Sia H uno spazio di Hilbert e F' : H — R differenziabile secondo Fréchet e f € H
tale che dF'(u) : h — (f,h)g, la cui esistenza e unicita seguono dal teorema di
Riesz.

f ¢ detta gradiente di F in u, e si indica con VJ(u).

Se FF: U C H— H & tale che F = V.J per qualche J : U — R, allora F' ¢ detto
operatore variazionale.

Definizione 4.
Siano XY spazi di Banach, U C X apertoe F': U — Y.
F ¢ differenziabile secondo Gateaux se esiste A € L(X,Y") tale che, per
ogni h € X,
F th) — F
(wtth) - Flu)

t t—0

A & detto differenziale di Gateaux di F in u e si indica con A = dgF(u)
oppure A = F/(u).

Osservazione 3.
Se F' ¢ differenziabile secondo Fréchet, ¢ anche differenziabile secondo Gateaux,
2
52t
ma il viceversa ¢ falso: basti considerare f : R* — R definita da f(s,t) = { (84+t2) se (s,1) # (0,0)
se (s,t) = (0,0

Teorema 1 (Valor medio).
Sia U C X un aperto, F : U =Y differenziabile secondo Gateauzx e u,v € U tali
che [u,v] :={tu+ (1 —t)v:t€[0,1]} CU.
Allora
1P () — F@)|| < sup [[deF|lu o]
Dimostrazione.
Se F(u) # F(v), allora per il teorema di Hahn-Banach esiste ¥ € Y* tale che
I¥||=1e ¥ (F(u) — F(v)) =||F(u) — F(v)||; la funzione

h(t) = U(F(tu+ (1 — t)v))

¢ derivabile con
h'(t) = U(daF(tu+ (1 —t)v)(u —v))



e dunque, per qualche 8 € [0, 1], si ha
[1F(u) = F(v)|| = ¥(u) — ¥(v) = h(1) — h(0) = 1'(0) =

= V(daF(0u+ (1 = 0)v)(u —v)) <[[¥[[|deF (0u+ (1 = O)v)||lu -] <
< sup [|da F(w)[[[u — vl|

[u,0]
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Teorema 2.

Sia F: U C X — Y differenziabile secondo Gateauz tale che F/,: U — L(X,Y)
e continua in u € U.

Allora F ¢ differenziabile secondo Fréchet.

Dimostrazione.

La funzione R(h) = F(u + h) — F(u) — dgF'(u)h ¢ differenziabile secondo Gateaux
con dgR(h)k = dgF(u+ h)k — dgF(u)k e dunque dal teorema del valor medio
con [u,v] = [0, h] si ottiene

[R(P)]| = [|1R(h) — R(O)|| < sup [[deR][|h]l =

0,h]

= sup |[dgF(u+w)—deF(u)l|[h] = o(h)
we|0,h]

dove l'ultimo passaggio segue dal fatto che, per la continuita di dgF(u) in u, si

ha sup [dgF(u+w)—dgF(u)]| — 0 =
wel0,h] h—0

Definizione 5. .
Sianoa <beRe F € C([a,b], X) e B(t) := / F(&)d¢ (integrale di Riemann).
® ¢ detta primitiva di F. ¢

Osservazione 4.
Se F:UCX —Y ¢diclasse C' e [u,v] C U, ponendo () = tu + (1 — t)v si
ha Fovye CYU,Y) con (Fo~v) = F'(tu+ (1 — t)v)(u — v), dunque

F(u)—F(v) = /01 F'(tu+(1—t)v)(u—v)dt = (/01 F'(tu+ (1 - t)v)dt> (u—w)

Definizione 6.
Siaf:Qx]R—HRtaleche{

f & detta di Carathéodory.

s — f(z,s) e continua per q.o. x € )
x — f(z,s) & misurabile per ogni s € R



Definizione 7.
Sia Q ¢ RY un aperto, f : Q x R — R di Carathéodory e M(Q) = {u : @ — R misurabili}.
L’operatore di Nemitski associato a F' ¢ la mappa definita su M (Q) come

fru(@) — f(, u(z).

Osservazione 5.
Se f & di Carathéodory, allora f(u) € M(Q).

Infatti, esiste una successione di funzioni semplici uy i — u q.0., ed essendo
—+o0

f di Carathéodory allora f(u,) € M(Q2) ¢ misurabile, e dunque anche f(u) lo ¢,
perché f(ug) i _-|>- f(u) q.o..
— 400

Lemma 3.

Sia p € [1,400), Q C RY un aperto e uj, € LP(Q) una successione convergente

a u.

Allora, a meno di estratte, uy . —  u q.o. el|ug| < h g.o. per qualche h € LP(Q).
—+o0

Dimostrazione.
k
. R 1
A meno di estratte, si puo supporre |ugy1 — ug| < oF € porre v = g [ujr1 — ujl;
j=1
per monotonia, vy — v q.0., e inoltre grazie al teorema di convergenza mo-

k——+oco
notona la convergenza & anche in LP(£2) e dunque in particolare v € LP(Q).
Inoltre, per ogni k > 7,

Jur () — ()] < Jug(z) = up—a(@)] + - + |ujp(2) = uj(@)| <o(z) —v;(@)

e dunque ug(z) & di Cauchy per q.o. z, e dunque convergera q.o. a u*; infine,

essendo |u* — uy| < v, si ottiene che u* € LP(Q) e, per il teorema di convergenza

dominata, che uy A — u” in LP(Q), e percid dev’essere u = u*; la maggiorante
—+o0

in LP(£2) si ottiene ponendo h = u + v. O

Teorema 4.

Sia Q2 € RN un aperto limitato e f : @ x R = R di Carathéodory tale che |f(z, s)| < a+ |s|
per p,q € [1,+00).

Allora, Uoperatore di Nemitski associato a f é continuo da LP(Q) a LI(Q).

Dimostrazione.
Innanzi tutto, se u € LP, allora f(u) € LY, perché

[ l@aras < [ (a+ulf)’ < [ Ca) @+ ) -

=omm(wm+w/WM)<+w
Q

Presa uy Ll in LP(Q), per il lemma 3 la convergenza ¢ anche q.o. (a meno
—+o0

di estratte), e dunque f(ug) N f(u) q.0., e inoltre, prendendo h € LP()
— 400



come nel lemma precedente,
|f(ur)| < a+blug|s <a+bhs € LI(Q)
dunque si puo applicare il teorema di convergenza dominata per avere che
f(ug) . _Jr f(w) anche in L9(Q); infine, poiché un’estratta con queste proprieta
)
si puo trovare per ogni successione ur — u, la convergenza non dipende dalla

k——+oo
scelta della sottosuccessione e dunque F' e continua. O

Teorema 5.
Sia Q@ C RY un aperto limitato e f : Q x R — R di Carathéodory tale che

fs € di Carathéodory
|fs(z,8)| < a-+0bls|P~2 per qualche p > 2,a,b >0
f(z,0) é limitata

Allora Uoperatore di Nemitski associato a f ¢ differenziabile da LP(Q) a L7 T ()
con df (u) : v — fs(u)v.

Dimostrazione. )
Innanzi tutto, se v € LP(Q) allora fs(u)v € L»=1(Q), perché dalla disuguaglian-
za di Holder

—2

i < (/Q|fs<~,u>|p’iz)§l (f Mp>;1 <

—2

_p_\pP-1 _p_
< (/Q <a+b|u|17—2) p2> ||U||£;(19) <

p—2
p—1 P
< ([ A+ Bur) " ol < +oc
Q

La continuita di f segue da

£ (zr5)] = ]f<x,o> + [ futaoio

< [f(2,0)] + /0 (a+bloP=2) do <

<C+as+ 1\5\1’*1 < A+ B|s|P~!
p—

e dal teorema 4; per la differenziabilita ¢ sufficiente mostrare che
wlon ) = [ f () = ) = Fo()ol oy o =0 (olaogen)

ma questo segue da
p

w(u,v)r-T =

= /Q | (@, u(@) +v(@) = f (@, u(@)) = fo(e,u(@))o(@)[7Tde =



- [ o

<[ / t1 (2, u(w) + t0(2)) — ol u(e)o(e) |72 <

/ dt(fa(, u(w) + to(z)) — folz ul@)))o(z)

p—2 1

</ dx/ dt| £, (2, u(x) + to(z ))fs(z,u(:r))|pp2>p_l (/de/oldm(x)w) T

P%l P D
_(/ dtl|f, (u + tv) — filu >||”2(m) ol oty = 0 (0]l ogey) 7T

perché il primo fattore tende a 0, per la continuita di fs: LP(Q) — Lﬁ(Q),
che a sua volta segue dal teorema 4. O

Osservazione 6.

Il teorema 4 non & piu valido nel caso p = 2; infatti, se f, fs : 2 x R — R sono di
Carathéodory e f; e limitata, 'operatore di Nemitski associato a f & continuo
da L*(Q) in sé, differenziabile secondo Géteaux con dg f(u) : v — fs(u)v, ma e
differenziabile secondo Fréchet in qualche u* se e solo se f(z,s) = a(z) + b(z)s
per opportune a,b € M(Q)
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Teorema 6.

Sia Q@ C RY limitato e f :  x R — R di Carathéodory tale che | f(x,s)| < a+ b|s|”
N

per o € (0 N+2] (c0>0se N=2)

Allora, l’operatore di Nemitski associato a f & continuo da Hy () in L9(S2) per
2N

B 2N
1= N-2)0 = N+2
ogni v € H ().

(per ogni ¢ > 1 se N = 2), e inoltre f(u)v € L*(Q) per

Dimostrazione. .
Se N > 3, il teorema 4 garantisce che f € C (Lm (Q), Lq(Q)) e dunque, essen-

do continua 'immersione H} () < L¥2 (), si haanche f € C (H}(2), LY(Q));
in particolare, f(u) € L¥4 (Q), dunque

1f(@ollo@ < @I 22,

H’U 2N < 400
LN

+2(9)

Se invece N =2, si ha f € C(L79(Q), LI()) e dunque, essendoci I'immersione
continua Hj(Q) < LP(Q) per ogni p > 1, vale anche f € C (Hy(Q2),L9(Q)) e
dunque

| f(w)v 1) < ||f(u)||L‘?(Q)HUHLﬁ(Q < e



Osservazione 7.

Per quanto appena visto, v — [ f(u)v & un funzionale lineare continuo su
Q
H;j(Q) e dunque, essendo quest ultimo uno spazio di Hilbert, esistera N (u) € Hj(Q)

tale che (N (u), v) g3 (q) = /Q Flu)w.

Teorema 7.
Sia Q € RN limitato, f : Q x R — R di Carathéodory tale che | f(x,s)| < a+ b|s|®
N +2
pero € [O, N+2] (0>0seN=2)eN:X — X tale che (N (u),v) g1 (0) = / f(u)v.
- Q
Allora, N ¢é continuo.

Dimostrazione.
Se N > 3, per ogni u,v € Hj(Q) si ha

[N (u) = N ()l g o) = sup [(N(u) = N(v), w) gy )| =

wEH&(Q),HwHH%(mgl

= sup
wEHé(Q)vaHHé(Q)Sl

< sup 1f(u) = f(v)

weHé(Q)’”wHHé(mgl

S ONf(w) = FW)II 2 — 0

LN+2(Q) H“*”HHé(SZ)—’O

- f(v))w‘ <

“Lﬁfz (Q)HwHL%(Q)

mentre se N = 2 si procede allo stesso modo applicando la disuguaglianza di
Holder con esponenti p, Ll per un qualsiasi p > 1. O
p—

Definizione 8.

Sia F:U C X — Y differenziabile tale che dF : U — L(X,Y) & a sua volta
differenziabile in u* € U.

F si dice due volte differenziabile in u* e 'operatore

F'"(u*) = d*F(u*) := d(dF (u*)) € L(X, L(X,Y))
¢ detto secondo differenziale di F' in u*.

Osservazione 8.
Si pud identificare L(X, L(X,Y")) con lo spazio Ly(X,Y") delle mappe bilineari
da X a Y infatti, data A € L(X, L(X,Y)) si puo considerare
©waA € LQ(X, Y) : (ul,UQ) — A(ul)u2
viceversa, data ¢ € Lo(X,Y) si puo prendere

A, € L(X,L(X,Y)) : = p(x,-) dove p(z,-) : y = o(z,y)



Chiaramente siha pa, = peA,, = Aperognip € Ly(X,Y), A e L(X,L(X,Y));
inoltre, questa & un’isometria perché

”Atp”L(X,L(X,Y)) = sup [[p(u)llr(x,y)= sup sup [[p(u, vl =

lull<1 lull<1 floll<1
= sup sup [[p(u, )| = )l x.v)
lull<1 flv<1

In particolare, per ogni F: U C X — Y due volte differenziabile & possibile
vedere F”'(u) come un operatore bilineare da X a Y.

Definizione 9.

Sia F:U C X =Y due volte differenziabile e tale che F":U — Ly(X,Y) &
continua.

Allora, si dice che u € C3(U,Y).

Proposizione 8.

Sia F : U C X =Y due volte differenziabile in u* € U.

Allora, per ogni h € X, la funzione Fy(u) = dF(u)h é differenziabile in u* e
dFy,(u*)k = d*F(u*)(h, k).

Dimostrazione.
Essendo Fy, = E}, o dF, dove E,(L) = Lh, la regola di derivazione per funzioni
composte da

dFy,(u*)k = dEy(dF (u*)) (*F(u*)k) = (d®F (u*)k) h = d°F (u*)(h, k)

Teorema 9 (Lemma di Schwarz).
Sia F: U C X — Y due volte differenziabile in u* € U.
Allora, F"(u*) € Lo(X,Y) & simmetrica.

Dimostrazione.
Fissati h, k € U sufficientemente vicini a u* considero

U(h,k) :=F(u+h+k)—Flu+h)— Flu+k)+ F(u)
per ipotesi € una funzione differenziabile in k per ogni h fissato, con
dU(h,k)y = (F'(u+h+k)—F'(u+k))y
e inoltre, essendo F' due volte differenziabile in u*,

F'(u* + h+tk) = F'(u*) + F" (u*)(h + tk) + o(|h + tk]])

F'(u* + tk) = F'(u") + F"(u")(tk) + o(||tk]|)

e pertanto, dal teorema del valor medio 1, per ogni € > 0 si ha

1 (h, k) = F"(w)(h, k)| = [[¥(h, k) = F" (u)(h, k) = ®(h,0) = F"(u)(h, 0)|| <



< sup ||F'(u+h+tk) — F'(u+tk) — F"(u)h|||k] <
te[0,1]

< sup |o(||h + tk[)) — o([ltkIDI[I[E]l < e sup [I([1A]l + [[EE)IIK] <

t€[0,1] te[0,1]
< e([|pll + 2[IKIDIE]
analogamente, invertendo il ruolo di h e k,
[ (R, k) = F"(u)(k, B)|| = [ W(k, h) = F" (u)(k, h)|| < (2[|2]| + [|%[D]|A]
e dunque
17 () (h, k) = F" (u) (k, R)|| <
< F (u)(hy k) = ©(h, k)| + | (h, k) = " (u)(k, h)|| <
< 2 (IR + IRlIEI + [1E1%) < 3¢ (1] + 1£]1%)

pertanto, essendo F”(u) bilineare, dev’essere F" (u)(h, k) = F"(u)(k, h). O

Definizione 10.

Sia F: U C X — T n-volte differenziabile in u* € U con differenziale d'™ F(u*)
oppure F™ (u*) e tale che d(")F(u*) :U — L, (X,Y) & differenziabile.

F si dice (n 4 1)-volte differenziabile in v* € U, e Poperatore

FOHD () = ¢+ p(y*) = d (d<">F(u*)) € L(X, Lo(X,Y)) ~ Lps1(X,Y)

si dice (n + 1)-esimo differenziale di F'.
Se inoltre F™ : U — L, (X,Y) & continua, si dice che u e C™(U,Y).

Proposizione 10.

Sia G : U — L™(X,Y) differenziabile inu* € U e, per ogni h = (hy,...,h,) € X",
Gr(U) :=Gu)(h1,...,hp) €Y.

Allora Gy, ¢ differenziabile in u* e dGp(u*)k = dG(u*)(h1,..., hn, k)

Dimostrazione.
Analogamente alla proposizione 8, G}, = G o E}, con E} (L) = Lh, e dunque per
la regola di derivazione per funzioni composte

dG(u*)k = dE, (G (u*))(dG(w)k) = (dG(u*)k)h = dG (u*)(h, k)

Teorema 11.
Sia F:U C X =Y n-volte differenziabile in u*.
Allora F™ € L, (X,Y) & simmetrica.



Dimostrazione.
Procediamo per induzione: il teorema 9 & la base dell’induzione; supponiamo
che sia vero per n — 1, cioe che per ogni 1 <i,5 <n —1 valga

d(”_l)F(u*)(hl, .. .,hi, .. .,hj7 . .hnfl) =

=d"VEW) (b, hyy e hiy e 1)

In particolare si avra

dDF*)(hyy .. hiyo by hy) =
—d (d<"—1>F(u*)(h1, B By hn_l)) h, —

—d (d("’l)F(u*)(hl, by R hn_l)) hy, =

= d™F(u*) (b1, ... hjy oo By hy)

Resta da vedere che si puo scambiare anche l'ultima coordinata: la mappa
Gu*) =d" D F(u)(hy,..., hn_s) & diclasse C?, dunque applicando il teorema
9 e la proposizione 10 si ottiene

A F @Y (A1, .. hoss b1, hn) = d (d<”*1>F(u*)(h1, . .,hn_g,hn_l)) hy =

= G (hnr, hn) = AG(u*) (b, hn_y) =
=d (d(”_l)F(u*)(hl, e oo, hn)) oy = AW F*)(hy,. .., hoao, b, 1)
O
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Definizione 11.

Siano X,Y, Z spazi di Banach, Q C X xY, (u*,v") € Q aperto, F': Q — Z e
oux 2 v — (u*,v) tali che F o gy« ¢ differenziabile in u*.

F : Q — Z ¢ detta differenziabile rispetto auin (v*,v") e d(F oo,~) € L(X, Z)
¢ detta derivata parziale di F rispetto a u e si indica d, F(u*, v*).

Osservazione 9.
La definizione di differenziabilita rispetto a u equivale a richiedere I’esistenza di
A, € L(X, Z) tale che F(u* + h,v*) = F(u*,v*) + Ayh + o(h).

Osservazione 10.

Se F': Q C X xY — Z ¢ differenziabile in (u*,v*), ha derivate parziali rispetto
auevinu® e v” rispettivamente, e si ha d, F'(u*,v*) : h = dF (u*,v*)(h,0) e
dF(u*,v*) : k = dF(u*,v")(0, k).

10



Definizione 12.
Sia d, F(u*,v*) differenziabile rispetto a v.
Si definisce
d2, F(u*,v*) := dy,(d, F(u*,v*))

e, induttivamente,

d:LnlIU"‘*lF(u*7v*) = d'lu, (d;n;n llF(u v ))
Osservazione 11.
Se FF: Q C X xY — Z ha derivate rispetto u e v continue in un intorno di u e
v, ¢ differenziabile in (u*, v™).
Se F ¢ differenziabile due volte, allora d2, F(u*,v*) = d2,F(u*,v")

Proposizione 12 (Formula di Taylor).
Sia F:U C X =Y diclasse C" tale che [u,v] CU. Allora

Flu+v)=
d*F (u)(v,v) d" =Y F(u)(v,...,v)
—F r bl LA S R/
(u) + dF(u)v + 5 +oe (=1 +
fo )"t F(u+to)(v, ..., 0)dt
(n—1)!
B d*F(u)(v,v) d"VE(u)(v,...,v)
= F(u) + dF(u)o + ———-——+ -+ T +
d™F(u)(v,... v "
I8 gy
Dimostrazione.
Posta ¢(t) := F(u + tv), si ha
o' (t) =dF(u+tv)v ¢"(t) = d*F(u+ tv)(v,v)
oM (t) = d™F(u + to)(v,...,v)
e dunque, dalla formula di Taylor per funzioni di una variabile,
_ 1) = N () ()
F(u+v) =p(1) = o(0) + ¢'(0) + 5 +- =1
o (="t Wt _
(n—1)!
B d*F(u)(v,v) d" =V E(u)(v,...,v)
fF(u)+dF(u)v+f+ et 1) +
fo )P A E(u + to) (v, ..., v)dt
(n—1)!

11



e, dalla continuita di d" F(u),

Jo (=61 F(u + to) (v, . .., v)dt B
(n—1)!
d(”)F() fo — )" (R (u+tv) — F(u)(v,...,v)dt
n! (n—1)! B
™ F(u)(v,...,v
= EEF 0 g oy

Definizione 13.

Sia A € L(X,Y) tale che esiste B € L(Y, X) che verifica Bo A =Idx e Ao B =1Idy.
A si dice invertibile.

L’insieme degli operatori invertibili da X a Y si denota con Inv(X,Y).

Osservazione 12.

1. Per il teorema della mappa aperta, se A € L(X,Y) ¢ iniettivo e r(4) =Y,
allora A € Inv(X,Y).

2. L’operatore B € L(Y, X) descritto in precedenza & unico e si indica con
AL
3. Inv(X,Y) C L(X,Y) ¢ aperto: se A€ Inv(X,Y) e T € L(X,Y) verifica

1T - AllLx,y) < e 1||L(yx) ,allora T € Inv(X,Y).

4. Lamappa J : A — A~ ¢ diclasse C¥ perognik € N,edJ(A): B— A"'BA™L.

Definizione 14.

Siano X, Y spazi di Banach, U C X,V C Y apertie F: U C X - Y DV tale
che esiste G : V' — U che verifica Go F =Idy e F o G = Idy.

Si indichera F' € Hom(U, V).

Se F € C(X,Y) ed esistono due intorni U di u* e V di F'(v*) tali che F' € Hom(U, V),
allora F si dice localmente invertibile in v* € U

Osservazione 13.

1. Se F; : X; — X, ¢ localmente invertibile in v* e Fr: Xo — Y lo ¢ in
Fy(u*), allora Fy o F; & localmente invertibile in w.

2. Se F' ¢ localmente invertibile in »*, lo ¢ in un suo intorno.

3. Se F' ¢ localmente invertibile e differenziabile in u*, allora lo & anche
G := F~'; infatti, differenziando I'identita G(F(u*)) = u si ottiene

GNP W) =1d C(F)) = (/@)
in particolare F'(u*) € Inv(X,Y) e G'(F(u*)) € Inv(Y, X).

12



Lezione 5 —26/10/2011

Teorema 13 (Inversa locale).
Sia F € CY(X,Y) eu* €U tale che F'(u*) € Inv(X,Y).
Allora, F ¢ localmente invertibile in U, piu precisamente, esistono due intorni

U>su* eV 3 F(u) tali che F € Hom(U,V) e F~' € C*(X,Y) cond (F~') (v) = (F' (F~}(v)))

per ogni v € V.
Inoltre, se F € C*(X,Y) per qualche k > 1, allora F~' € C*(V, X).

Dimostrazione.

A meno di traslazioni, si pud supporre v* =0 = F(u*) e, a meno di cambia-

re F con (F'(0)) o F, si pud supporre F: X — X con F'(0) =Idyx, ovve-

ro F=Idx +¥ con ¥(0) =0 e ¥ (0) = 0; dunque, prendendo r > 0 tale che
1

sup [|[¥']| < e definendo, per u € B,.(0) e v € Bz(0), py(u) =v — ¥(u), si

B;-(0)

ha, dal teorema del valor medio 1 si ottiene

[|ur — ua|

lpo(ur) = @u(u)ll = [1W(ur) = W(ua)ll < sup [¥'[lur = uz]| < —

[u1,uz]

e dunque ¢, ¢ una contrazione, ma u = ¢,(u) se e solo se F(u) = v, dunque
F € Hom(U,V) per U = B.(0) e V = Bz (0) N F~!(U).
F~1 ¢ continua perché se v, z € U allora

[F7H @) = F7 )| = [lo =@ (F7H () = (2 = ¥ (F71(2))]| <

||F_1(v) — F_l(z)H

<l =2l + [[€ (F~(v) =@ (FH2) || < v -2l + 5

e dunque |[F~(v) = F7'(2)|| < 2[|v — z||; F~' & derivabile in 0 perché F~'(v) = v — ¥ (F~'(v))

con ¥ (F~'(v)) = o (||F~"(v)||) = o(||v]|) e analogamente, componendo con una
traslazione, si dimostra la derivabilita in ogni u € U; F & di classe C'* perché, per
la regola di derivazione dell’inversa, (F_l)/ (v) = (F' (F~'(v))) ~! & composizio-
ne di funzioni continue; infine, F'~! ha la stessa regolarita di F perché, proceden-
do per induzione, se F~* € C*"1(V,Y) e F € C*(X,Y) allora (F_1)71
& composizione di funzioni di classe C¥~1, e dunque (Ffl)/ € Ck*l(V7 Y) O
Osservazione 14.

L’ipotesi f € C* (Xi Y') ¢ essenziale; infatti, prendendo ¢ : R — R non-decrescente

tale che o(f) = 4 * K@ SESET DT G ota facilmente ch
ale che ¢ = t+0 (t2) altrimenti S1 nota raciumente che @

¢ derivabile in 0 con ¢’(0) = 1, ma ¢ non ¢ iniettiva intorno a 0.
In dimensione infinita, si pu6 prendere come controesempio X =Y = C([-1,1])

13
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e F:u— pou: la successione vy = — + — 0 non puo appartenere al-

1.t
k k2 k—+oo
o(ur(t) >+ set>0

Ug) :(pouk,allora{ o(un(t)) < % st <0

—~

I'immagine di F perché se fosse vy, = F

4k? che contraddice

+-5 set>0
— = set>0"

> 1
dunque, per la monotonia di ¢, () >
aue.p 4 { ug(t) S%
la continuita delle wuy.

Corollario 14.

Sia h € C(R,R) periodica di periodo T e g(u,u’) € C*(R x R,R) con g(0,0) =0

e tale che w"” + gy, (0,0)w + g./(0,0)w’ ha come unica soluzione T-periodica quel-
la banale w = 0.

Allora, esistono &,6 > 0 tali che per |e| < & il problema u” (t) + g(u(t), v (t)) = h(t)
ha un’unica soluzione u periodica di periodo T' con |uc2@mr) < 9.

Dimostrazione.
E sufficiente applicare il teorema dell’inversa locale 13 con

X ={z€C*(R,R) :u(t+T) = u(t) Vt € R}

Y = {h e C(R,R) : h(t + T) = h(t) Vt € R}

e F(u) =" + g(u,u’) euw” = 0; infatti, F(u*) = g(0,0) = 0e F'(0)w = w” + g,(0,0)w + gy (0,0)w’
¢ invertibile perché ha nucleo banale e per la teoria degli operatori di Fred-
holm. O

Corollario 15.
Sia Q c RN lUmitato e X\ non un autovalore diA su ).
Allora, esistono £,8 > 0 tali che per h € C¢ (Q) con Hh”ca(ﬁ) < ¢ 1l problema

{ Au(z) + du(z) —u?(z) = h(z) su
u=20 su 0%

ha un’unica soluzione u € C** (Q) con ||u||02a(§) <.

Dimostrazione.

E sufficiente applicare il teorema dell’inversa locale 13 con X = C%¢ (ﬁ), Y =C" (ﬁ),
F(u) = Au+ Mu—u® u* = 0; infatti, F € C*(X,Y) per le stime di Schauder,
F(u*)=0e F'(0)w = Aw + Aw ¢ invertibile perché A non ¢ autovalore di A e

per la teoreia degli operatori di Fredholm. O

Corollario 16 (Problema di Plateau).
Sia Q@ C RY limitato e v : 0Q — R liscia.
Allora esistono ,8 > 0 tali che se y € C**(9Q) con ||| c2.(a0) < € il problema

M(u) = (1 + uz) Upy + (1 + ui) Uyy — 2UgUylUzy =0 su Q
u=ry su 0f)

ha un’unica soluzione u € C*® (ﬁ) con ”u”c?va(ﬁ) <J.

14



Dimostrazione. B B
E sufficiente applicare il teorema dell’inversa locale 13 con X = C** (Q),Y = C* (Q) x C*>*(09),
F(u) = (M(u),ulan) u* =0; infatti, F(u*) =0 e F'(0)w = (Aw,w|sq) ¢ in-

- L. Aw=h suf .. .
vertibile perché il problema W= 1 99 ha un’unica soluzione per h,
assegnate, e ||w|x < |[(h,¢)|ly per le stime di Schauder. O

Lezione 6 — 25/10/2011

Lemma 17.

Siano X, T.,Y spazi di Banach, U C X e A CT aperti, \*,u*) e AxUeF e C(AxUY)
tale che F, : A x U — L(X,U) é continua e F,(\*,u*) € Inv(X,Y).

Allora la mappa ¥ (A, u) = (A, F(A u)) € localmente invertibile in (A", u*) e la

sua inversa ® & continua.

Inoltre, se F € CY(A x U,Y), allora anche ® ¢ di classe C'.

Dimostrazione.

L’invertibilita locale di ¥ segue applicando il teorema dell’inversa locale 13 a
u— F(A\u).

Se poi F € C'(A x U,Y), allora

\I]/(/\*aU*>(€vv) = (ng)\()‘*7U*)£ + Fu()‘*7U*)v) = (77711)) —
§=1
= { v = (Fu(\u")) " Hw — F(X*,u*))n

e dunque ¥’ (\*, u*) & invertibile e quindi si pud applicare il teorema dell’inversa
locale 13 a W. O

Osservazione 15.
1. Se ® e l'inversa locale di W, allora la sua prima componente ¢ necessaria-
mente 'identita, dunque ®(\,v) = (A, (A, v)), ovvero F (A, o(\,v)) = v;
derivando quest’ultima identita si ottiene

{ F)\(Av W(Av U)) + Fu(/\’ QD(/\, U))(;D)\()\, U) =0
Fu()‘a QD()‘a 'U))QOU()\, U) =1Id

e dunque

{ 90)\()"“) = (Fu()‘v @(Avv)))_l FA()‘v 90()‘77}»
9011(/\7v) = (Fu(Avw()‘vv)))_l

2. Le conclusioni del lemma 17 valgono anche se T & soltanto uno spazio
topologico.

Teorema 18 (Funzione implicita).

Siano X, T,Y spazi di Banach, U C X e A C T aperti, \*,u*) € AxU eF € C*(Ax U,Y)
tale che F(A\*,u*) =0 e F,(A\",u") € Inv(X,Y).

Allora esistono due intorni © di \* e U* diu* e g € C*(0,X) tale che

15



1. F(X\, g(X) =0 per ogni A € ©.
2. Se F(A\,u) =0 e (A\u) € ©xU", allora u= g(\).
3. g'(\) = —(Fu(A, g(N) T Fa(A, g(N)) per ogni A € ©.

Dimostrazione.

Per il lemma 17 la mappa ®(\,u) = (A, F(\,u)) & localmente invertibile in
(A, u*) con TN u*) = (N, F(A",u")) = (A*,0) e la sua inversa & del tipo
D(A,v) = (N, (A, v)); dunque, ponendo g(A) = ¢(A,0), si ottiene

FAg(N) = F(A ¢(A,0)) =0

per ogni A € O; la seconda proprieta segue dall’iniettivita di ® e la terza dalle
regole di derivazione. U

Teorema 19.
Sia f(e,t,x) € C! (R x R x RN,RN) periodica nella variabile t con periodo T
tale che Uequazione y'(t) = f(0,t,y(t)) ha una soluzione y periodica di periodo

T, e sia a(z,1,€) la soluzione di { jffo(f:t? =Jletalety)

Se A =1 non é un autovalore di Z—?(O, T,y(0)), allora esistono § > 0 e una fun-
zione continua & : Bs(0) — RY con £(0) = y(0) tale che per |e| < & il problema
{ ye(t) = f(e,t,9:(1))

Y=(0) = &(e)
Dimostrazione.
Poiché una soluzione « ¢ periodica se e solo se a(e, T, §) = &, & sufficiente appli-
care il teorema della funzione implicita 18 alla mappa F(e,&) = a(e, T,&) — &;
infatti,

ha un’unica soluzione y. periodica di periodo T.

£(0,4(0)) = (0, T,y(0)) — y(0) = y(T) —y(0) = 0

da

e, siccome 1 non ¢ autovalore di 7€ (0,7,y(0)),
Oa N N
FE(Ov y(O)) = 875(07 Tv y(O)) - IdRN € Inv (R 7R )

Definizione 15.
Sia X uno spazio di Banach e J : X — R un funzionale.

Se lim J(u) = +oo, J si dice coercitivo.
[|u]| =400

Se f(u) < liminf f(u) per ogni @ € X, J si dice debolmente inferiormente
u—u

semi-continuo.

Teorema 20 (Tonelli).

Sia X wuno spazio di Banach riflessivo e J : X — R un funzionale coercitivo e

debolmente inferiormente semi-continuo.
Allora X ammette minimo globale, cioé esiste u € X tale che J(u) = igl(f J.

16



Dimostrazione.

Innanzi tutto, J ¢ inferiormente limitato, perché se esistesse una successione

ug, tale che J(uy) i — —o0, allora per coercitivita uy dovra essere limitata,
—+00

e dunque a meno di estratte up — wug, ma dalla semicontinuita seguirebbe
k—+oco
J(up) < liminf J(uy) = —oo, che ¢ assurdo; presa una successione minimizzante
k—+oo

Uy, essendo J(ux) — infJ, anche g dovra essere limitata per la coercitivita
k—+oco X

di J, e dunque a meno di estratte si avra uy — g e, per semicontinuita,
k—+oco

J(ug) < lklgigf J(ug) = 1§fJ < J(up), e dunque J(ug) = 1£1(f J. O

Osservazione 16.
Con le stesse ipotesi del teorema di Tonelli 20, il funzionale —J ammette
massimo globale.

Lezione 7 —30/11/2011

Teorema 21. )
Sia X uno spazio di Hilbert e J : X — R un funzionale della forma J(u) = el

- ®(u)
con ® € C'(X,R) debolmente continuo e tale che |®(u)| < ay + az||ul|* peray,as € R

ea <2
Allora, J ammette minimo globale su X .

Dimostrazione. )
_ Il
2

J & coercitivo perché J(u) —a; —asljul|®* —  +oo ed & debolmen-
llul|—+o00

te inferiormente semi-continuo perché |u||?> ¢ debolmente inferiormente semi-

continuo e ® ¢ debolmente continuo; dunque, per il teorema di Tonelli 20, J

ammette minimo. O

FEsempio 2.

Se Q ¢ RY & un aperto limitato regolare e f : @ x R — R ¢ di Carathéodory e

|-, u)| < ag + as|u|? per qualche aj, as € R, g € (0,1), allora 'equazione —Au = f(-, u)
ha una soluzione in Hé (€Q); infatti, le soluzioni dell’equazione sono i punti critici

||u||?{1(9) u(z)
del funzionale J(u) = # — ®(u), dove ®(u) = / dx/ f(z,s)ds, el
Q 0

funzionale ® & continuo per il teorema 6 e coercitivo perché

|®(u)] < / dw/ |f(x,s)|ds§/ <a1|u|+“2|uq+1) <
Q2 0 Q qg+1

1
< Cq (IIuHHg(Q) + ||“||§§(ﬂ))
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Esempio 3.

Se Q ¢ RY & un aperto limitato regolare, A > A1 (Q) e f : [0, +00) — R & local-

M — 0e @ — 400, allora I'equazione

u u—0 U u—+oo

—Au = Au — f(u) ha una soluzione non banale su Hg (Q); infatti, indicando con
0 se s =0

& il primo zero di g(u) = Au — f(u) e ponendo gx(s) =< As— f(s) se0<s<&
0 se s > &

lequazione —Av = g, (v) soddisfa le limitazioni di crescita dell’osservazione pre-

cedente e dunque ammette una soluzione v € H& (Q), che per il principio del

massimo assume valori in [0, 5] e dunque risolve 'equazione di partenza; infine,

¢’¢ una soluzione non nulla perché il funzionale

Hu”?qé(g) A u(@)
u) = —s /Q dx <2u(z)2 —/O f(z,s)ds)

verifica 1nf u J < 0=J(0) in quanto, indicando con ¢; la prima autofunzione
L

di —A buQ

mente Holderiana e tale che

2
Seo =5 [19al7 =25 [ F o) = u@) =0 5 +o ()

0

Definizione 16.

Sia H uno spazio di Hilbert e G € C*(H,R) tale che dG(u) # 0 per ogni u € H.
L’insieme {u € H : G(u) = 0} & detta sottovarietad di codimensione 1 e si
indica, per ogni p € M, T,M = {v € H : (dG(u),v)g = 0}.

Definizione 17.

Sia M una sottovarieta di codimensione 1 e J € C*(H,R).

Un punto critico vincolato a M per J & un punto z € M tale che d(J|p) =0,
ovvero dJ(z)v = 0 per ogni v € T, M.

Osservazione 17.

1. Se M & una sottovarieta di codimensione 1 e z & un punto critico vincolato
a M per J, allora per ogni curva 7 : (—1,1) — M tale che v(0) = z la
mappa t — J(y(¢)) ha un punto critico in ¢ = 0.

2. Vale il teorema dei moltiplicatori di Lagrange, ovvero se p € un punto
critico vincolato a M per J allora esiste A € R tale che VJ(p) = AVG(p),
(VJI(p),VG(p)u

in particolare A =

IVG(p)|?
FEsempio 4.
Se Q c RY & un aperto limitato regolare, f:Q xR — R & di Carathéodory
N +2
e tale che |f(-,u)| < a1 + as|ul’ per opportuni aj,as € R;p € (O, N+2> e
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u(z)
M= {u € Hy(Q): lull o) = 1}, allora i punti critici vincolati a M per ®(u) = / da:/ f(z,s)ds
Q 0

verificano

[ 1o = (900 0y = AT () 0) o) = Moy =

Hy(2)

= 2)\/Q<Vu,Vv>

e dunque w risolve —2A\Au = f(-,u); se inoltre f & omogenea di grado p, allora
= (QA)D%lu risolve —Au = f(-,w).

Definizione 18.

Sia H uno spazio di Hilbert, J € C’l(H, R) e M una sottovarieta di codimensione
1.

M ¢ detta vincolo naturale per J se esiste J € C'(H,R) tale che ogni punto
critico vincolato a M per .J ¢ un punto critico per J.

Definizione 19.

Sia H uno spazio di Hilbert e J € C*(H,R).

La sottovarieta di codimensione 1 M = {u € H\{0} : (J'(u),u)g = 0} & detta
varieta di Nehari.

Proposizione 22.
Sia H uno spazio di Hilbert, J € C*(H,R) e M la sua varieta di Nehari tale
che

1. Esiste r > 0 tale che B.(0) N M = 0.
2. (J"(w)u,u) g # 0 per ogni u € M.
Allora M é un vincolo naturale per J.

Dimostrazione.

E sufficiente mostrare che ogni punto critico vincolato a M per J ¢ in realta un
punto critico per J = J; mostriamo innanzi tutto che M ¢ effettivamente una
sottovarieta di codimensione 1: posto G(u) = (J'(u),u)g, VG(u) # 0 perché
G'(u) : v = (J"(w)v,u) g + (J'(u),v) g e dunque se u € M allora

G (w)yu = (J"(wu,u)yyg + (J' (u),u)g = (J" (w)u,u)yg # 0

Se poi u & un punto critico vincolato a M, allora V.J(u) = AVG(u) per qualche
A € R, dunque
0= (J"(u),u)g = MG (u),u)g = XN{J"(w)u,u) g
—_—
#0

quindi dev’essere A = 0 e cioe u ¢ un punto critico per J. O
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Lezione 8 — 1/12/2011

Esempio 5.
Se © Cc RY ¢ un aperto limitato regolare allora I'equazione —Au = |u|P~ u ha
N +2

NQ) , nonostante il funzionale associato

una soluzione non banale per p € (1,

||“H§{1(Q) T e : e
J(u) = 20 - |u|PT sia illimitato superiormente e inferiormente,
p

Q
perché prendendo ug # 0 si ha

How) = 5 [ 19wl — £

mentre se Br(xo) C Qe x € C5°(Br(wo)) e taleche 0 < x <1e x|y =1,

—00
k—>+oo

allora ponendo ug(x) = x(z) sin(kz1) si ottiene

1 €|
)z g [ v~ -
2 B g (20) p+1
Q
= kz/ cos(kzy)?dr — 1 — 400
BR(ZDO) p—I— 1 k——+4o00

Per mostrare I’esistenza di un punto critico per J e sufficiente far vedere ammet-
te minimo sulla varieta di Nehari M = {u € H\{0}: Hu”?fé(ﬂ) = / u|p+1} e
Q

che quest’ultima soddisfa le ipotesi della proposizione 22: applicando la disu-
guaglianza di Sobolev a u € M si ottiene

2 1 +1
ey = [ 1™ < Cllulfily,

che non puo accadere se 0 # u € troppo vicino a 0, e dunque per r > 0 sufficien-
temente piccolo si ha M N B,.(0) = ), e inoltre essendo

(" (), ) g1 2y = /Q (Yo, Vo) — p /Q Lo

per u =v =w € M si ottiene

" @) = Nollgeey = [ 1™ == =1) [ Pt 20

. .. - , 1 1 5
11 funzionale J ¢ inoltre limitato su M perché J|y = 3 1 Il - ||Hé(9),
dunque ogni successione minimizzante uy € limitata e quindi, a meno di estratte

converge a u debolmente in H2(Q) e fortemente in LP(), pertanto

<l = [l o [
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lull e

e dunque u # 0; se per assurdou ¢ M, allorauw = pu € M conpy = —>——
() 7

per linferiore semicontinuita debole della norma, ma allora

1 1 1 1
J) == — Pttt = (2 - — P+1/ P+l _
(@ (2 pﬂ)/ﬂm e AL

= P = pPTinf inf
Iz k_l)rilooJ(uk) I 1}\14J<1]I31J
Definizione 20.

Sia H uno spazio di Hilbert, M C H una sottovarieta di codimensione 1 e a € R.
Sidenota J* ={uec H:J(u)<a}eM*={ue M:Ju)<a}.

Definizione 21.

Sia H uno spazio di Hilbert e M C H una sottovarieta di codimensione 1,
ACM eneC(A, M) una mappa omotopa all’identita, cioe tale che esiste
H e C([0,1) x A, M) tale che H(0,u) = u e H(1,u) = n(u) per ogniu € A. n &
detta deformazione di A.

Esempio 6.

1. Se M c RY ¢ un’ipersuperficie compatta e b € R non ¢ un valore criti-
co per J su M, allora per il teorema della funzione implicita I'insieme
{p € M : J(p) =>b} & una sottovarietd di dimensione 1 e dunque si pud
deformare M? in M®~¢ se ¢ ¢ sufficientemente piccolo; se poi non ci sono
punti critici in [a, b], si puo ripetere il procedimento per ogni ¢ € [a,b] e
dunque, per compattezza, si deforma M? in M¢ in un numero finito di pas-
si; se ci sono livelli critici questo procedimento potrebbe non funzionare,
ad esempio se a < i]\r}If J allora M® =)

2
2. Considerando il toro M = {(x,y,z) cR3: (2 -V + 22> +y? = 1} e

la funzione altezza J(x,y,2) = z, M° & omeomorfo al cilindro S* x [0, 1]
mentre M ~2 & omeomorfo al disco chiuso B!, dunque si possono deformare
uno nell’altro, e infatti ¢’¢ il punto critico (0,0, —1) tra questi due valori.

3. Prendendo H =Re J(z) = %ﬁ-l si puo notare che in mancanza di com-
T

pattezza I’assenza di punti critici puo non essere sufficiente a garantire I’e-
sistenza di deformazioni: infatti, per ¢ € (O, 3 ) J¢ & sconnesso mentre
J 7% & connesso e dunque non & possibile deformare uno nell’altro.

Lemma 23.
Sia H uno spazio di Hilbert, W € Lip(H, H), a(t,u) l'unica soluzione del pro-

/ —
blema di Cauchy { o (t,u) = W(a(t,u)) ¢ (

t- t+) 1l suo intervallo massimale
a(0,u) =u

u

di esistenza.
Se tt < +o0, allora a(t,u) non ha limite finito per t — +oo.
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Dimostrazione.

/ _
Se per assurdo esistesse lim a(t,u) = v, allora il problema di Cauchy { s (t;u) = W(a(t,v))
t—td B (tu ) U) =0

avrebbe un’unica soluzione in (¢} — €, ¢} + €) per e > 0 sufficientemente piccolo,
at,u) sete (t,,tF)

B(t,v) sete [t tf+e
in contraddizione con la massimalita di ¢;}. O

e dunque a(t, u) = { ) ¢ una soluzione su (¢, t} +¢),

Osservazione 18.
Analogamente, se t,, > —oo, allora «a(t,u) non ha limite finito per t — —cc.

Lemma 24.

Sia H uno spazio di Hilbert, A C H chiuso, W € Lip(H, H), «a(t,u) l'unica
: . o (t,u) = W(al(t,u)) Zoay
soluzione del problema di Cauchy { (0, 1) = u e (ty,t) il suo

intervallo massimale di esistenza.
Se W ¢ limitata su A e uw € A ¢ tale che a(t,u) € A per ogni t € [0,t}), allora

th = +oo.

Dimostrazione.

Se per assurdo fosse ¢ < 400, allora per ogni successione t;, i —  t} siavrebbe
—+o0

L

la(ti,u) — alty,w)ll = | [ W(als, u))ds

< sup [W[t; — 51
t; A

e dunque a(tg, u) sarebbe di Cauchy e quindi ammetterebbe limite per ¢ — t;r ,
in contraddizione con il lemma 23. ]
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Definizione 22.

Sia H uno spazio di Hilbert e G € CY'(H,R) tale che G'(u) # 0 per ogni

ue M =G '{0})eJec CH(H,R) e a(t,u) la soluzione del problema di Cau-

o/ (t,u) = —VarJ(alt,u)) = — (J’(a(t,u)) - <J,(“‘(‘tc’;f&g:ii‘)(ﬁ;“))mG’(a(t,u)))
a(0,u) =u

« ¢ detto flusso di massima pendenza di J su M.

chy

Osservazione 19.
Se u € M, allora il relativo flusso di massima pendenza «(t, u) appartiene a M;
infatti,

2 Glalt, u)) = (G (alt,w), W(alt,u))n =

dt
S R )

= —(G'(a(t,u)), ] (a(t,u) n+
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<Jl(a(t7u))’G/(a(tau))>H 1 ’ _
+ G/ (a(t, w))]|2 (G'(a(t,u)), G (a(t,u))n =0

e dunque G(a(t,u)) =G(u) =0

Lemma 25.
Sia H uno spazio di Hilbert e G € C**(H, R) tale che G’ (u) # 0 per ogniu € M = G~*({0}),

J e CYY(H,R) e a(t,u) il flusso di massima pendenza di J su M o(t,u).
Allora:

1. t — J(a(t,u)) é non crescente per t € [0,t)).

2. Perognit,T € [0,t}) siha J(a(t,u)) — J(a(T,w) / IV ard (s, w))|*ds.

3. Se J ¢ limitato dal basso su M, allora t} = +oco per ogni u € M.
Dimostrazione.

1.

o7 (@t w) = (J'(alt, w), W(alt, u)n =

it (St - @ 0), Gl )y N
(et (tate) - SRS G e ) )

ity @) G ) g
‘<(‘” (t,) Gz C e )))’

ity ) Gy
(‘” (t,) Gl C e >))>H+
Ll w), 6ot w)

B (G (a(t, ), — [ J'(a(t,u) — (J'(alt,u), G"(e(t, u) i -y _
e (Gt (et - R EEEI G et ) )

=~V J(alt,w)|* <0

t t
Halt.w) - Jatr) = [ a'(su)ds = [ [VarT(als,w)|ds
3. Se J ¢ limitato dal basso, si ha
t
/ IV ard (a(s,w)||Pds = J(u) — J(a(t,u)) < J(u) — i]I\l4fJ < 400
0

e dunque, se per assurdo fosse t < 400, allora per ogni successione
t; / —tl siavrebbe

1—~400
Ja(t) ~a(t)ll < [ 1V Tas w)lds <
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tj
S ‘/|titj|\//t_ ||VMJ(OZ(S,U)||2dS S 1/‘ti 7tj| /J(U) 71]1\1}‘(]

e dunque «a(t;) sarebbe di Cauchy, in contraddizione con il lemma 23.
O

Definizione 23.

Sia H uno spazio di Hilbert, J € C*(H,R), Hy = {u € H : VJ(u) # 0} eV € C'(Hy, H)
tale che |V (u)|| < 2||J'(w)|| e (J'(w), V(u))g > ||J'(u)||* per ogni u € Hy.

V & detto campo vettoriale pseudo-gradiente.

Osservazione 20.
Un campo vettoriale pseudo-gradiente si puo definire nel seguente modo: preso
2
u € Hy, esiste w(u) tale che |[w(u)||=1e (J'(u),w(u))y > §||J’(u)||7 dunque
3

ponendo V/(u) = 3| V.J(u)|w(u) si ha HV(U)H - ;HJ'(U)H e

(7@, 7)) = 217 @ @) wlw)s > 17/

Per la continuita di J’, esiste r(u) > 0 tale che HYN/(u)H <2||J'(2)| e <1~/(u), J'(z)>H > |17 ()]

per ogni z € B,.(,)(u), dunque estraendo un sottoricoprimento finito da { B,.(,) () }uex,

iy d (i H\Byuy) (ui) V (ui)
Sty d (uj, H\By(y,)(u )

la mappa V(u) = ha le proprieta desiderate.
Osservazione 21.

Il flusso pseudo-gradiente ha le stesse proprieta del flusso di massima pendenza
enunciate nel lemma 25.

Lemma 26.

Sia M uno spazio di Hilbert o una sua sottovarieta C' di codimensione 1 e
J € CYH(M,R) tale che ||VarJ|| > 6 su MT\M° per opportuni c € R,§ > 0.
Allora esiste una deformazione n su M tale che n(MCH) c M9,

Dimostrazione.
Innanzi tutto, si pud supporre J limitataio dal basso, a meno di sostituirlo
con J=holJ con h € C*(R,R) strettamente crescente e limitato dal basso
tale che h(s) = s per ogni s > ¢ — 4, perché J(u) < a <= J(u) < a per ogni
2
u € M,a > c—§; & sufficiente porre n(u) = « g,u , dove v ¢ un flusso di
massima pendenza per uno pseudo-gradiente V' di J; infatti, (u,s) — n(su)
€ una omotopia tra 7 e l'identita, e inoltre se esistesse u € M tale che
J(n(uw)) > ¢ — ¢ allora per la decrescenza di J su M siha J(a(t,u)) € [c — 6, ¢+ §]
2

2
51 dunque ||VarJ(a(t,w))|| > 6 per ognit € |0, 51 pertanto

per ognit € |0,

st~ 5 <7 (a (2u)) - a0 -
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2

= /(S (Vard (a(s,u)), Via(s,uw)))gds < 7/5 IV ard (a(s,w))|?ds < —28
0 0
cioe J(n(u)) < ¢ — 4, che ¢ assurdo. O

Definizione 24.

Sia M uno spazio di Hilbert o una sua sottovarieta C' di codimensione 1,

J € CY(M,R) e uy, € M tale che J(ug) ¢ limitata e VpzJ (uy) i — 0. wuy si
—+o00

dice di Palais-Smale o PS.
Se J(ug) i j. ¢, allora uy, si dice PS-c.
—+00

Definizione 25.

Sia M uno spazio di Hilbert o una sua sottovarieta C* di codimensione 1 e
J € CY(M,R) tale che ogni successione di Palais-Smale ha un’estratta conver-
gente.

Si dice che J soddisfa la condizione di Palais-Smale o che J ¢ PS.

Se ogni successione PS-c¢ ha un’estratta convergente, si dice che J ¢ PS-c.

Osservazione 22.

1. Se J & PS-c e ¢’ una sottosuccessione convergente a u*, allora per conti-
nuita Vs J(u*) = 0, dunque c’¢ almeno un punto critico; inoltre, I'insieme
Z.:={z€M:J(z) =c¢,VyJ(z) =0} & compatto.

2. SeJ et (RN, ]R) & coercitivo e limitato dal basso allora vale PS-c, perché
se J(ux) € limitato allora lo & anche uy e dunque converge a meno di
estratte, ma in dimensione infinita questo non & vero; infatti, prenden-
do g(s) € C*([0,40),R) tale che g(s) =0 per s € [0,2] e g(s) = s per
s > 3, allora J(u) = g(Jjul|) ¢ limitata dal basso e coercitiva, ma ogni suc-
cessione che verifica ||ug|| =1 ¢ PS-0, anche se non ha estratte conver-
genti; inoltre, in dimensione finita la coercitivita & essenziale: prendendo

U . . N
J(u) = —— : R — R, ogni successione con uy — +00 ¢ PS-0 manon
uc + 1 k——4o0
converge.
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Lemma 27.

Sia M uno spazio di Hilbert o una sua sottovarieta C' di codimensione 1,
J e C’l(M, R) e ¢ € R non critico per J tale che J ¢ PS-c.

Allora esiste § > 0 tale che |V J|| > 6 su MTO\M?,

Dimostrazione.

Se up € M ¢ tale che J(ug) — ceVyJ(ug) — 0, allora essendo J PS-c
k—+oo k—+oo

si avrd ur, — u* a meno di estratte, dunque per continuita si ha J(u*) =0

k——+oo

e VarJ(u*) =0, che ¢ assurdo. O
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Lemma 28.

Sia M uno spazio di Hilbert o una sua sottovarieta C' di codimensione 1,
J e CY(M,R) e c<cR tale che J ¢ PS-c.

Allora esiste § > 0 e una deformazione n su M tale che n(MT%) c M°~°.

Dimostrazione.
Per il lemma 27 esiste § > 0 tale che |V J|| > d su MeTO\M*° dunque si
puo applicare il lemma 26 per ottenere ’esistenza della deformazione. O

Lemma 29.

Siano a <b € R, M uno spazio di Hilbert o una sua sottovarietq, C* di codi-
mensione 1, J € C*(M,R) non critico per J tale che J non ha livelli critici in
[a,b] ed & PS-c per ogni c € [a,b].

Allora esiste una deformazione 1 tale che n(M®) c M®.

Dimostrazione.

Per ogni ¢ € [a, b] si puo applicare il lemma 28 ed estrarre un sottoricoprimento
finito da {[c — 8(c), ¢ + 8(¢)]}eeian; allora [V, J|| > & := min{d(c1), ..., d(ca)} > 0
su M b\M %; a questo punto ¢ sufficiente considerare il flusso pseudo-gradiente e

b— 2
ragionare come nel lemma 26 con gza al posto di 5 O

Teorema 30.
Sia M uno spazio di Hilbert o una sua sottovarieta C' di codimensione 1 e
J € CY(M,R) limitato dal basso e PS—iIr\}IfJ.

Allora i]I\14fJ é raggiunto.

Dimostrazione.

Se uy € una successione minimizzante per J, allora dev’essere V pyJ(ug) W 0,
c— 400

perché altrimenti esisterebbe una deformazione tra M infar J+6 o ppinfarJ—=6 0;
dunque, uy € PS—iJI\14f J e quindi converge a meno di estratte a z € M e dunque

per continuita J(z) = i}r\l/lf J e Vi J(z) =0, cioe i]I\l/If J & raggiunto. O

Lemma 31.
Sia Q@ € RN un aperto limitato regolare e f € C*(R,R) tale che max {|f(u)], |uf’(u)],} < a1 + az|ul?

N+2
per opportuni a,as € R, p € (1, N+2> e inoltre, posta h(u) = Y , si abbia

h(su) < s*h(u) per qualche a > 0, per ogni s € (0,1)
uh/(u) >0

h(0) =0

h(u) o +oo

Jal2,, e
i(;) - +® - /de/o F(s)ds e M = {u € HY(\{0} : (J'(w), u) a0y = 0}.
ora:

1. M #10.
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2. Esiste p > 0 tale che |[ul gy () > p per ogniu € M.
3. (J"(wu,u) g1 (o) < 0 per ogniu € M.
4. M ¢é un vincolo naturale per J.

Dimostrazione.

L. Posto G(u) = (J'(u), u) g3 (q)» per ogni 0 < u € C(Q,R) con [lul| g1y =1

) G(tu) G(tu)
2 _ 2 2 _
siha G(tu) =t —t /Qu h(tu), dunque 2 e ¢ 2 b
G(t
dunque esiste t(u) tale che i(v(f));) =0, cioe t(u)u € M.

2. E sufficiente mostrare che per ||u|| sufficientemente piccola si ha G(u) > 0,

ma essendo G(u) = HUH?LI&(Q) - / u?h(u) bastera far vedere che ¥(u) := / u?h(u) = o (HuH%Ié(Q));
Q Q
posto A; := {x € Q:u(z)| < ,/Hu||Hé(Q)}, si ha

Tl |9\ Au | < /Q ju] < Calull 2y

quindi [Q\A1| < /[[ull g 0); dunque,
/u2h(u) :/ u?h(u) —|—/ u?h(u) = 0(1)/ u? —|—/ uf(u) <
Q Ay O\ Ay Q Q\Aq

1

~ 1
<o (||u||ilé(m) + CQHUHZ;E(Q) + ag /Q\A u? <
1

<o (lluly ) +a W) oAy <
= Hé (Q) 3 oA, 1 =

a=2
<o (Ilulidy ey ) + Cllully @ lull 520y = o (Il @)
3. Per ogni u € M si ha

<Gl(u)>u>H(}(Q) = 2”“”?{5(9) - <‘I’/(U)7U>H(}(Q) =
= 20(0) — (¥ (0) Wiy = 2 [ 0 0) - ( [+ [ u2f’<u>) -
:Aﬁmw—éﬁmm+mmm=—éﬁww<o
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u(:r: ~
4. Posti ®(u /d:c/ (s)ds e J(u) = ( ) (), siha Tl = Jlar,
dunque basterd mostrare che se Vp.J (u) = O allora J'(u) =

(U'(2), 2) w1 (o)

NG (@) 2y = (T () 2), 0 = — (@(2), 2) g ) =

2
U'(2),z G'(z),z
(V'(2), 2)mi () T (G'(2), 2l
2 2
ma essendo (G'(2), 2) g1 (o) < 0, si deve averel = —%, dunque
Tl _ ’ g
2(Z) —®'(2)=J(2) = —GQ(Z) =—z+ 72(2)

e cioe J'(z) =z — ®'(2) = 0.
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Lemma 32.
Sia Q@ C RN un aperto limitato regolare e f € C*(R,R) tale che max {|f(u)|, |uf’ ()|, } < a1 + ag|ul?

u . .
, si abbia

N +2
per opportuni ai,as € R, p € (1 +> e inoltre, posta h(u) =

N _

h(su) < s*h(u) per qualche a > 0, per ogni s € (0,1)
uh/(u) >0

h(0) =0

h(u) Bt +oo

Allora, posti J(u) = ”u”Hl(Q) / /“(f” s)ds, J(u) = fQ Uf /dm/
e M = {ue H}(® >\{0} (' (), W)y oy = 0}

1. J(u) > C(a)HuHiIé(Q) > 0 per ogniu € M.

2. Se{uy} e PS-c per J su M allora ¢ limitata, uy — U#0e Hj(uk)H > K(c) > 0.
ko0 HL(Q)

3. J ¢ PS-c per ogni ¢ > 0
Dimostrazione.

1.



> /01 ds/QSUQ (1 — s u?h(u) =

_(r__1 21 () — 2
(5 a23) [ 0 = Cl@luly

2. Dal punto precedente, ||Uk||Hg(Q) <4/ ‘g;‘;)) < /é’—(’_as) e quindi converge

debolmente a meno di estratte, inoltre dal lemma 31 si ha /Q uph(ug) = ||uk||§{é @) = p* >0

e dunque, per la continuita debole del funzionale integrale, / E2h(ﬂ) =>p*>>0
Q

e ciod W # 0; infine, se per assurdo fosse, a meno di estratte, J'(uy) — 0,
k—+oo

allora per la compattezza di J' dev’essere J’ (u) = 0 e dunque

0=(J'(u),u) = %/ﬂﬂ?’h(ﬁ) #0

3. Se ur € M ¢ tale che J(ug) — ce
k— oo

<5’(uk),G’(uk)>

jl Uk ) — Hé(Q)G’ Uk) = VMJ/ Uk — 0
SR 7] AP () | 1
dove G(u) = (J'(u),u) g1 (), allora essendo HT(UIC)HHI(Q) > K(c) >0e,

T /
<J (ur), G (u'“)>H5(Q) e
”G/(uk)H?qé(Q) N 7

per le immersioni di Sobolev, |G’ (ux)|| g1 ) < C, dev’essere

dunque
we= S [ () + ) =
G (u 2 1 ~
M oL X0 () = Fardw)) = [ () + e f ()
26, :

converge, a meno di estratte, perché gli operatori che compaiono nel
termine di destra sono compatti.

O

Teorema 33.
Sia Q2 C RN un aperto limitato regolare e f € C*(R,R) tale che max {|f(u)], juf'(u)|} < a1 + as|ul?

+ 2 . _ f(u)
N 2) e inoltre, posta h(u) =

per opportuni a,as € R, p € (1 , si abbia
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h(su) < s*h(u) per qualche o > 0, per ogni s € (0,1)
uh/(u) >0
h(0)=0
h(u) — 4oo
u—+00
Allora Uequazione —Au = f(u) ha una soluzione non banale u € H3 ().

Dimostrazione.

||uHi[1(Q) u(z)
Posto J(u) = T‘) - / d:v/ f(s)ds, dai lemmi 31 e 32 il funzionale
Q 0

- u(z)

J(u) = M - / dx/ f(s)ds & PS-inf J su M = {u € HY(Q\{0} : (J'(w),u) s ey = o},
o Jo

perché i&fJ > ulél{/[ C(a)HuHiIé(Q) > C(a)p* > 0, dunque esiste 0 # z € M che

soddisfa V;J(2) = 0 e cioe, per il lemma 31, J'(z) = 0, dunque —Az = f(2).
]

Osservazione 23.
Ripetendo il ragionamento con f* = max{f,0} e applicando il principio del
massimo si ottiene ’esistenza di una soluzione positiva

Definizione 26.
Sia H uno spazio di Hilbert, J € C*(H,R) tale che J(0) = 0, Jls,.0) = p per
opportuni 7, p > 0 ed esiste e in H con |le|| > r e J(e) <0,

[:={y€C([0,1], H) : 7(0) = 0,7(1) = e}

e c:= inf maxJo~.
~veT [0,1]

c ¢ detto livello critico del passo di montagna.

I punti dell’insieme Z, = {v € H : J(v) = ¢, J'(v) = 0} sono detti punti critici
del passo di montagna.

Un funzionale che verifica quelle condizioni ha la struttura (o geometria)
del passo di montagna.

Osservazione 24.
Poiché ogni v € T" interseca S,.(0), si avra ¢ > p > 0.

Lemma 34.
Sia H uno spazio di Hilbert, J € C*(H,R) e ¢ € R non critico per J tale che
valga PS-c.

Allora esiste § € (O, g) e una deformazione n tale che n (JC+5) C J0 enje2s = Id.

Dimostrazione.

Per il lemma 27 esiste § > 0 tale che ||.J'|| > & su J°TO\J¢™°, quindi se X & un
1

campo vettoriale pseudo-gradiente per J, b(s) = min {1, } € C([0,400), [0, +00))
s

e

(w) = d(u, J 7 ([c = b,c+4]))
a = d(u, J7Y([e = d,¢+4])) + d (u, J~1((—00,c — 20] U [c + 24, +0)))
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allora W(u) = —g(uw)b(|| X (u)|) X (u) € C**(H, H), dunque il problema di Cau-
ha un’unica soluzione, definita per tutti i tempi
2

grazie alla limitatezza di W; mostriamo che n(u) = « (6’”) ha le proprieta
richieste: per la costruzione di g, 1| j.—25 = Id, inoltre se per gssurdo esistesse

1
u€ H con J(u) <c+4de J(n(u)) >c—9, allora, prendendo 6 < 2

4

J(n(w) = T(u) + / T Tt w)dt =

=J(U)—/O gla(t, w)b([IX (a(t, w)) N(X (a(t, u)), J' (et w))) pdt <

IS

seto— | gla(t, u))b([IX ((t, w) DI (e(t, w) [ *dt <

Scet+d— /j b([[2J" (a(t, w) DT (ax(t, w)) [Pt <

§c+6—/552b(26):c—6
0

che ¢ assurdo. O
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Teorema 35 (Passo di Montagna).

Sia J € C'(H,R) un funzionale con la geometria del passo di montagna tale che
valga PS-c, dove c é il suo livello critico del passo di montagna .

Allora, ¢ € un valore critico per J.

Dimostrazione.
Se per assurdo ¢ non fosse critico, allora applicando il lemma 34 e scegliendo

7 e Ttalechesup Joy < c¢+4,sihanox €I, perché 0,e € J 2 esupJ o (nod) <c—4,
[0,1] [0,1]
che contraddice la definizione di c. O

Osservazione 25.
E fondamentale che valga PS-c: infatti, prendendo J(z,y) = 2 + (1 — 2)3y?, si
1
ha J|g, (o) > g°© J(0,0) =0 = J(2,2), ma l'unico punto critico ¢ l'origine.
2

Esempio 7.
Se Q ¢ RYN & un aperto limitato regolare e f : Q x R — R & di Carathéodory con

N+2 .
f(x,0) =0, |f(-,s)] < a-+ b|s|’ per opportunia,b > 0,p € (1, + >, AGED)

N -2

— A< )\1(9)

u u—0
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v 1
uniformemente in = e O/ f(z,s)ds < Ouf(x,u) per 6 € (0, ) Jul >7r >0,
0

2
allora l'equazione —Awu = f(-,u) ha una soluzione non banale.

[ull7
@) dac/ f(z, s)ds verifica

2

la geometria del passo di montagna: dal limite per v — 0 e dalla limitazione di
A+ (Q)
4

Infatti, il funzionale associato J(u) =

crescita si ottiene flz,s)ds <
0
sufficientemente piccolo,

[l
J(u) > Hg () o )"’_)‘1(9) / u2 —A/ |u|p+1 >

AME)—A o pr1 o A(2) —A
2 T(Q)Hu\\hrg(g) ACaq |l gy = W||u”H§(Q)

mentre J(0) = 0 e, poiché dall’ultima condizione su f segue f(z,u) > Cuv~! — B,
2

~ = C 7~ 1 ~
prendendo 0 < ¢ € C (Q, R) si ottiene J (t€) < 5”6”??3(9) —Ct? / el + B|Q| —00

t~>+oo

2 + AJu|P*! e quindi, per llwll 22 )

e dunque J(t€) < 0 per ¢ sufficientemente grande.
Infine, vale PS, e dunque si puo applicare il teorema 35: se ug ¢ PS, allora

/Qda: /OUk(z)f(x,s)ds =

ug () ug ()
= / dm/ fx,s)ds +/ dm/ flx,8)ds <
{zeuy (z)<r} 0 {zeQug(z)>r} 0
ug ()
< / dx/ f(x,s)ds+6 ug () f(z, ug(x))de <
{zeQiug(z)<r} 0 {zeQug (z)>r}

<A+ e/ﬁukf(-,uk)

e inoltre

gy = [ )

dunque

= [ ) ) sy | < I )y el o

ug () -
. :2J(uk)+2/gdx/o (@, 5)ds < A+29/Qukf(uk) <

<A+ 29”%”%&(9) + 29”‘],(uk)”H§(Q)HukHH(}(Q)
e quindi, essendo 26 < 1, uy € limitata e, a meno di estratte, converge debolmen-
te a w, ma poiché uy = J'(uy) / f( uk) = o(1) —|—/ f(-,ug) e quest’ultimo

operatore & compatto, la convergenza ¢ forte; come prima, se f(z,u(x)) >0
per u(z) > 0, allora applicando il principio del massimo si ottiene una soluzione
positiva.
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Lezione 13 —16/12/2011

Definizione 27.
Sia H uno spazio di Hilbert, N C H una varieta con bordo, C C H e

H:={he C(N,H): h(u) =uVu € IN}

tali che h(N) N C per ogni h € H.
Si dice che C' e ON formano un link.

Esempio 8.

1. Se |le]| > R, N =[0,¢] e C = Sg(0) formano un link.
2. Se H=V @& W con V,W chiusi e ortogonali e dim V' < 400, allora
N:={v+se:veV,|v|<R,sel0,1]

e C:={w € W :|w| < R} formano un link se e € W, |le|| > r; infatti, se

P : N — V &laproiezione ortogonale, per ogni h € H poniamo h : u — Ph(u) + (||h(u) — Ph(u)|| — r)e:
per mostrare che esiste h(u*) € h(N) N C, cioe [|h(u”)|| = r, sara sufficien-

te trovare uno zero di h; essendo h € H, per ogni u = v + se € ON si ha

h(u) = v+ (s|le|| — ) # 0 e dunque & ben definito deg (ﬁ,]if, 0) = deg (fujif, 0)

per ogni h € C(N, N + Span{e}) tale che h|on = h|gn, in particolare pren-

dendo f(v + se) = v + (s||e|| — r)e si ottiene deg (E, ZQ[,O) = deg (iL, K],O) =1,

e dunque h ha almeno uno zero.

3. Prendendo V, W come sopra, anche N = {v € V : ||v]| <r} e C =W for-
mano un link, come si puo vedere in maniera analoga al caso precedente,
considerando per ogni h = P o h.

Definizione 28.
Sia H uno spazio di Hilbert, J € C’I(H, R), N C F una varietd con bordo,

C C FE tale che ON e C formano un link e inf J > supJ e ¢ = inf sup J o h.
c ON heH N
c & detto livello di linking.

Lemma 36.

Sia H uno spazio di Hilbert, J € C'(H,R), N C E una varieta con bordo,

C C FE tale che ON e C formano un link e ing > sup J, e c il livello di linking.
ON

Allora ¢ > inf J.
C

Dimostrazione.
Per ogni h € H siha CNA(N) # 0, dunquesupJ oh > sup J > infJ e quin-
N CNh(N) c
di, per arbitrarieta di h, ¢ = inf supJ o h > inf J. U
heEH N c
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Teorema 37.

Sia H uno spazio di Hilbert, J € C'(H, R), N C E una varietd con bordo,

C C FE tale che ON e C formano un link e ing > sup J, e c il livello di linking
N

tale che J ¢ PS-c.
Allora ¢ é critico per J.

Dimostrazione.

— J
Se per assurdo ¢ non fosse critico, per il lemma 34 esisterebbe § € (07 CSUp@N)

2

e una deformazione 7 tale che n (JC+5) cJ e n(u) = u per ogni u € Je=2,

mase u € ON allora J(u) <supJ < ¢— 26 edunquenoh € H perognih € H,e
ON

quindi esiste A € H tale che supJ o h < ¢+ d, ma allora sup.J o (noh) < c— 4,
N N

che ¢ assurdo. O

Osservazione 26.
Il teorema del Passo di Montagna € in realta un caso particolare del teorema
37, come si deduce dal primo punto dell’ultima osservazione.

Teorema 38 (Linking).

Sia H=V @& W wuno spazio di Hilbert con V, W chiusi e ortogonali e dimV < 400,

J € C*(H,R) tale che J(u) > p per ogni u € W con ||w| =r per opportuni

r,p > 0 e, scegliendo opportunamente e € W con |le|| > r, posto N = {v +te;v € V, ||v]| < R,t € [0,1]}
st ha sup J <0, e c il livello di linking tra ON e C = {w € W : |Jw|| < R} tale

ON
che J é PS-c.
Allora, ¢ ¢ critico per J.

Dimostrazione.
Segue dal fatto che N e C formano un link e dal teorema 37. O

Teorema 39 (Sella).

Sia H =V @ W wuno spazio di Hilbert con V,W chiusi e ortogonali e dim V' < 400,
J € CY(H,R) tale che J(u) > p per ogniu € W per un opportuno p > 0 e J(v) < f8
per ogni v €V con ||[v|| < r per opportuni r >0, 8 < p, e c il livello di linking
tra N={veV:|v|<r}eC=W tale che J é PS-c.

Allora, ¢ ¢ critico per J.

Dimostrazione.
Segue dal fatto che N e C formano un link e dal teorema 37. O

Lezione 14 —21/12/2011

Esempio 9.
Se Q@ ¢ RY & un aperto limitato regolare e f : Q x R — R di Carathéodory ¢ tale
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— A € R unifor-
u u—0

N 42
che | f(z,s)| < a+b|s|’ pera,b>0,p € (1 ]\:2), f(z,u)

v 1
memente inz e < / f(z,s)ds < Ouf(x,u) perd (0, 2) ,Jul > 7 >0, allora
0

esiste una soluzione u € Hy (Q) di —Au = f(u).

Infatti, se A < A\1(2) & stato gia dimostrato applicando il teorema di Passo di

Montagna 35, viceversa se A\, () < A < Ap11(Q) si puod applicare il teorema di

Linking 38 prendendo V = Span{ey,...,or} ¢ V =W dalle condizioni su

“ Mo () = A o
4

A
f si ricava che / f(z,s)ds — §u2 < + Alu/PT, dunque per

0
ogni w € W con ||w|| = r sufficientemente piccolo si ha

lwllZ, w(@)
J(w):ﬂ—/dx/ f(z,s)ds >
2 Q 0

2
Tl _5/w2 Ae1(9) = X /w _A/ Pt >
2 2 /g 4

”wH%{l(Q) A Akt1(82)
> 0y 2 Ae1(§) — A A/ p+l
= 2 2>\k+1(Q)”wHHO(Q) 4)\ ( ) ||w||H 2(8) |w| =
> )‘kJrl(Q) —A 2 _ C” Herl )‘k+1(Q) -A

Z D@ Mo o 2 ey el

Inoltre, dalla condizione di crescita su f si ricava che f(z,u) > Cuv~! — B,
dunque prendendo e € W con |lel|g1q) = R, per ogni v € N + Span{e} con
[0] 72 () = 1 si ottiene

R R (x)
J(Rv):?—/ﬂdx/o f(z,s)ds <

R? ~

<Rl / B4 BIO| - —oo

e il limite & uniforme in v percheé dim(N + Span{e}) =k + 1 < 400, dunque
prendendo R sufficientemente grande si ha J(v + te) < 0se [[v + tel| i) = R, e
dunque J[pn\v < 0;sev € V invece, supponendo per semplicita f(z,u) = Au + |u|P~u,
si ricava

o117 vt
J(’U) — H(Q) _ é/ ’U2 _ fQ |U| <
Q

2 2 p+1
L S Y
=2 2 (Q) @ e T

Infine, la dimostrazione che vale PS-c & analoga a quella del teorema del Passo
di Montagna 35.
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Lezione 15 —11/1/2012

Teorema 40 (Identita di Pohozaev).
Sia Q@ C RN un aperto limitato regolare, f € C(R,R) e u € Hy(2) che verifica

—Au = f(u).
Allora
u(x) B N —2 _ -faQ (8yu(1’))2 <.’L‘7 V(.’E)>d0'($)
N[ [T =202 [ e - >
Dimostrazione.

Poiché 9 & un insieme di livello per u, allora Vu(z) = d,u(x)v(x) per ogni
x € 0F), dunque

({z, Vu(z)) Vu(z), v(2)) = ((z, Opu(x)v(z))dyu(z)v(z), v(r)) =

= dyul){z, dyu(z)v(x)) = Dyu(@))” (x,v(z))

[Vu(z)]? _ [ ovu(@)v(z)|? _ (Ou(@))’ (z,v(@))
< 5 SC,Z/(:L')> = <2x,y(x)> = 5
inoltre V()2
div ((:17, Vu(z))Vu(x) — 5 x) =
N N
= (z, Vu(z))Au(z) + Z O u(2) 00, (Z :c,@%u(x)) —

k=1 i=1

N 2 Cie1 @i |Vul@)?) _

- <2|w<z>| y 2z 20 ) .

= (z, Vu(x))Au(z) +

Oz, u(x) (5lkﬁzu(x) + xlﬁirku(m’)) —

N
k=1

K2

N N 20, 2
_EHVU(I)HQ_ 221213j szu(x)H _

2
N N N
= (z, Vu(z)) Au(z) + > (Bppulx))® + Z x; Z O, (1) O, 0 () —
k=1 i=1 k=1
N iy @il [Vul@)[*
N u@)? - : -

~ (@ Vula)du(e) - (F52) [9ula)

36



mentre

/dxAu o)z, Vu(z /dxf ))i_v:xiaxiu(xb

/ i 5 u(w)f u(:v)f
— | dz T; m/ :N/ dx/
Q i 0 Q 0

ove I'ultimo passaggio segue integrando per parti; infine, applicando il teorema
della divergenza si ottiene

N/ dx/u(z fo 7_2 [ @) futw)ie =
Z/QVU(Q:)@,Vu(x))dx— ?/ﬂdw”Vu(m)Hz -
- /Q div ((x,Vu(x))Vu(a:) - Wx> _

= /39 <<:C,Vu(x)>Vu(as) — W$7V($)> do(x) =

oo @)’ (&, () do(x)
2

O

Corollario 41.
Sia Q C RN un aperto limitato regolare stellato rispetto a 0 e u € H& () una

N 2
soluzione di —Au = |u|P~ u per p > N +
Allora uw = 0.
Dimostrazione.

Essendo €2 stellato rispetto a 0, (z, v(z)) > 0, dunque se fosse u # 0 dall’identita
di Pohozaev 40 si otterrebbe

0> (3 - 552 st = o O i Nen()

e quindi dev’essere u = 0. O

Definizione 29.

Sia M uno spazio topologico e A C M tale che 'inclusione ¢ : A < M & omotopa
a una mappa costante in M, ovvero esiste p € M e H € C([0,1] x A, M) tale
che H(0,u) =u e H(1,u) = p per ogni u € A.

A si dice contraibile in M.
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Definizione 30.
Sia M uno spazio topologico e A C M.
La categoria di Lusternik-Schnirelmann di A rispetto a M ¢

k
cat(A, M) := inf {kj € N:3Ay,..., Ay chiusi contraibili in M tali che A C U Al}

=1

Se non esiste alcun k € N con queste proprieta, si pone cat(A, M) = +oo; si
pone inoltre cat(B, M) = 0 e cat(M) := cat(M, M).

Osservazione 27.

1. cat(A, M) = cat (A, M).

2. Se AC M CY allora cat(A, M) > cat(A,Y).
Esempio 10.

1. cat (Sm_l) = 2 perché non ¢ contraibile ma A; = {a: es™ g > 0} e
Ay = {x eSS tig < 0} sono due chiusi contraibili che la ricoprono

2. Posto T? :=S! x Sl, 2 < cat (’]I‘z) < 3, perché non e contraibile, mentre
un ricoprimento con tre chiusi contraibili puo essere ottenuto prenden-
do un disco chiuso e le due parti ottenute tagliando con tre segmenti il
complementare del disco.

3. Se S e la sfera unitaria di uno spazio di Hilbert infinito-dimensionale,
cat(S) = 1 perché ¢ contraibile.

Lemma 42.
Siano M uno spazio topologico e A, B C M.
Allora:

1. Se A C B, allora cat(A, M) < cat(B, M).

2. cat(AU B, M) < cat(A, M) + cat(B, M).

3. Se A é chiuso en € C(A, M) é una deformazione, allora cat(A, M) < cat (m, M)
Dimostrazione.

1. Se Bi,..., Beay(,m) sono chiusi contraibili che ricoprono B, ricoprono
anche A e dunque cat(A, M) < cat(B, M).

2. Se Ay, ..., Acat(a,m) sono chiusi contraibili che ricoprono A e By, . .., Beay(B, M)
sono chiusi contraibili che ricoprono B, allora la loro unione ricopre AU B
e dunque la sua categoria ¢ al piu cat(A4, M) + cat(B, M).

3. Se C4,..., Ccat(W,M) sono chiusi contraibili che ricoprono n(A), allora

n Y Cy),...,n7t (Ccat(m’M)) sono chiusi che ricoprono A, e sono con-

traibili perché, se H; ¢ un’omotopia tra 'inclusione C; < M e una mappa
costante, H; o7 & un’omotopia tra n~*(C;) < M e una mappa costante.
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Osservazione 28.

Nella terza affermazione del lemma 42 la disuguaglianza puo essere stretta: in-
fatti, prendendo M = S*, A = {x eStiz > O} en:e? - etV giha n(d) =M
ecat(4, M) =1 < 2= cat(n(A), M) e la mappa ¢ omotopa all’identita attraver-

so H(t,0) = e — e(t+10,

Lemma 43.

Sia M uno spazio di Hilbert o una sottovarieta di codimensione 1 e A C M
compatto.

Allora:

1. cat(A, M) < +o0.
2. FEsiste un intorno Uy di A tale che cat(A, M) = cat(Ua, M).
Dimostrazione.

1. Grazie alla proprieta di estensione, per ogni g € A esiste un intorno aper-
to NC M x[0,1] di {q}x[0,1]]UM x{0,1} e H € C(N,M) tale che
H(u,0) =we H(u,1) = q= H(q,t) per ognit € [0,1],u € M; dunque, es-
sendo il compatto {g} x [0,1] e il chiuso M x [0, 1]\ N disgiunti, sono a di-
stanza positiva e pertanto esiste un intorno Uy di g tale che 711 x [0,1] C N,
e dunque U, ¢ contraibile in M; per la compattezza di A esistono qi, . .., g
tali che A C Uy, U--- U Uy, e dunque, dalla seconda affermazione del lem-
ma 42, cat(A, M) < cat(Uy,, M) + - - - + cat(U,,, M) = k < 4o0.

2. Innanzi tutto, grazie alla prima affermazione del lemma 42, e sufficiente
trovare un intorno U4 di A con cat(Ua, M) < cat(A4, M);se Ay, ..., Acag(a,m)
sono chiusi contraibili che ricoprono A, che si possono supporre compatti a
meno di rimpiazzarli con AN Ay, ..., AN Acapany, e H: Ay x [0,1] = M
€ un’omotopia tra 'immersione A; < M e la mappa costante in p, come in
precedenza esiste un intorno aperto N C M x [0,1] di 4; x [0,1] UM x {0,1}
e H e C(N,M) tale che I;T|Aix[0’1] =H, Hu,0) =u e H(u,1) =p per
ogni u € M, dunque esiste un intorno U; di A; tale che U; ¢ contraibi-

cat(A,M) cat(A,M)
le; pertanto, ponendo Uy = U U;, si ha Uy C U U; e dunque
i=1 i=1

cat(Ug, M) = cat (m, M) < cat(A, M).

Lezione 16 — 12/1/2012

Definizione 31.
Sia M uno spazio topologico, H*(M) la sua coomologia e U il relativo prodotto
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cup.
La cup-length di M e

cuplength(M) :=sup{k € N: 3Jay,...,ar € H*(M)\{1} tali che a;U- - -Ua, # 0
plength(M) p{ e (M)\{1} # 0}

Osservazione 29.
Si ha che cat(M) > cuplength(M) + 1, dunque poiché cuplength (T?) = 2, do-
vra essere cat (']I‘Q) =3.

Definizione 32.
Sia M uno spazio di Hilbert o una sottovarieta di codimensione 1 e J € C'(M,R).
Si definisce

caty (M) = sup{cat(A, M); A C M compatto}

e, per m=1,..., catp(M),
Cm = {A C M compatto;cat(A, M) > m}

= inf sup .
¢ cn = of s
Osservazione 30.
Se M & compatto, allora caty (M) = cat(M).

Osservazione 31.

1. ¢ = inf J.
M

2. c1 <+ < Ceaty (M), Perché Cp(m C Crpy.
3. ¢m < 00 per ogni m < catg(M).

4. Se i}l/[fj > —oo allora ¢y > —00, e dunque —00 < ¢; < -+ < ¢ < +00.

Lemma 44.

Sia M uno spazio di Hilbert o una sottovarieta di codimensione 1, J € C*(M,R),
tale che valga PS e Z. l'insieme dei suoi punti critici al livello c.

Allora, per ogni intorno U di Z. esiste § > 0 e una deformazione n € C(M, M)
tale che n (MC+6\U) c M9,

Dimostrazione.

Innanzi tutto, per la compattezza di Z. esiste un suo intorno V C U tale che

d(V,0U) > 0, ed esiste € >0 tale che se u¢ U e J(u) € [c—¢,c+¢] allora

IVaru|| > e, perché altrimenti esisterebbe ug, € M con J(ux) — ceVayJ(ur) — 0,
k—+o00 k—+o00

e dunque per Palais-Smale si avrebbe, a meno di estratte, U ¢ uy, . _Jr u € 2.
—+00

che e assurdo; indicando poi con V' un campo vettoriale pseudo-gradiente asso-

a(t,u) = —min {1, M} V(a(t,u))
a(0,u) =u
essendo ||&]| < L alloraa(t,u) ¢ Vseu e Uet < d(V,0U), edunque |V J|| > €;

ciato a J e con a(t, u) la soluzione di {
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e2d(V,0U)
2
J(u) <c+deJ(n(u))>c—o allora

2
ponendo infine § = en:u—a« (6’ u), se esistesse u ¢ U tale che

% d

ﬂwm:ﬂw+4¥@ﬂMmmﬁ:

- 1 |
=)= [T min {1t L @), Vot )t <

573 : 1 ! 2
gﬂm—A mm%,wm@mw%ummmmﬁg

25

ufgmin . "ot,w)||2dt =
<)~ [ @vwmwmn%”<“)”“

25

:ﬂm—Agmm@um@mmawwgwm}ﬁg

che ¢ assurdo. O

Teorema 45.

Sia M uno spazio di Hilbert o una sottovarieta di codimensione 1 e J € C*(M,R)
limitato dal basso e tale che valga PS.

Allora J ha almeno caty(M) punti critici e in particolare:

1. ¢ € un valore critico per J per ogni m =1,. .. catg(M).
2. 86 Ci=Cp = Cpt1 = -+ = Cmtq allora cat(Z,, M) > g+ 1.
Dimostrazione.

1. Se per assurdo Z., =0, allora per il lemma 28 esiste § > 0 e una de-
formazione 7 tale che 7 (MC’"J”;) C M®=%  dunque esiste A € C,, tale

che sup J < ¢, + 6, ma allora A € M % e dunque sup J < ¢,, — 6, ma
A n(A)
questo & assurdo perché cat(n(A4), M) > cat(A, M) > m.

2. Se per assurdo cat(Zc,A/[) < g, per la compattezza di Z. esiste un suo
intorno U tale che cat (U7 M) = cat(Z., M) < g¢; inoltre, dalla definizione
di ¢ = ¢pyyq, esiste A € Cppg con A C M+ ¢ dunque

cat (A\U,M) > cat(A, M) —cat (U,M) >m+q—q=m

e quindi, prendendo una deformazione 7 come nel lemma 44, n (A\U ) € Cm,

in contraddizione con 7 (A\U) Ccn (Mc+5) c Me°.
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Osservazione 32.

Poiché gli insiemi finiti hanno categoria 1, se cat(Z., M) > 2 allora esistono
infiniti punti critici.

Osservazione 33.

1. La condizione di Palais-Smale puo essere indebolita assumendo semplice-
mente che valga per ogni ¢ < b, per qualche b > ¢,,.

2. Definendo, per A,Y C M chiusi, la categoria relativa

k
catpsy (A) := inf {k :dA4, ..., A, chiusi in M tali che A C U A; ed

i=1

esistono h; € C([0,1] x A, M) tali che h(0,u) = u,h(l,u) =p € M,
h(t,y) CY perognit € [0,1],u € M,y € Y}

si dimostra che, dati a < b, Mb\M“ contiene almeno cat b pre (Mb) punti
critici di J se J soddisfa PS-c per ogni ¢ € [a, b].

Lezione 17 — 18/1/2012

Esempio 11.

Se Q ¢ RY & un aperto limitato regolare, f € C (R,R) monotona decrescente
N +2 5

¢ tale che |f(u)| < a+ blul’ per qualche p € <1, N+2) e b f

£(0) = f'(0) = 0, allora esistono almeno due soluzioni non banali u € Hg () di

—Au = Au+ f(u) per ogni A > A1(2) che non sia autovalore per —A su €.

—0oQ €
u2 u—rFoo

Infatti, per ogni M > 0 esiste C'j; tale che / f<Cy— Mu27 dunque il fun-
0

[ A u(@)
zionale associato J : u — —0& 7/ u? — / dx/ f(s)ds ¢ tale che
P 2 2 Jo o Jo
ul|%, A
J(u) > %(Q) + (M - 2> / u? — Cy|Q] ¢ limitato dal basso e coercivo,
Q
e inoltre VJ(u) = u — ®'(u) con ® compatto, dunque vale PS e quindi si puo
applicare il teorema 45 e, per trovare due valori critici non banali, sara sufficiente
far vedere che ¢y < 0: se A € (Ar(), \e+1(R2)), prendendo Vi, = Span{¢1,...,pr}
e S, ={xc H}Q): |z| =}, allora per ogni v € S, NV} si ha

- xin)

<0
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e dunque S, N Vi, C J~° per ¢ > 0 opportuno; inoltre, la proiezione 7 : H&(Q) - Vi
non ¢ mai nulla su J~° perché se w(u) = 0 allora

Jo IVul? ,\/ ) 1( A >/ 9
J’LL > = u > — 177 VU >0
(=0T =3 [ =g (1= 5= ) | IVul*>

~ T
e dunque & ben definita la mappa 7, = TW :J7f = 5. N Vy; per concludere
7r

¢ sufficiente mostrare che il compatto S, NV}, ¢ tale che cat (S,. NV, J_E) > 2
se cosl non fosse, esisterebbe un chiuso contraibile A C J~° contenente S, NV},
ma allora se H € C ([0, 1] x A, J_s) e p€ J ° sono tali che H(0,u) =u e

H(1,u) =p per ogni u € ﬁ, 7. o H sarebbe un’omotopia tra la sfera finito-
dimensionale S, NV}, e il punto 7,.(p), che & assurdo.

Proposizione 46.

Sia M uno spazio di Hilbert o una sottovarieta di codimensione 1, J € C*(M,R)
limitato dal basso e a € R tale che valga PS-c per ogni ¢ < a.

Allora cat (J%) < 400

Dimostrazione.
Per ipotesi, chiamando Z l'insieme dei punti critici di J, Z N M*® ¢ compatto e
dunque esiste un suo intorno U tale che cat (U, M®) = cat (Z N M*, M*) < 400

1
e, per continuita, si pud supporre sup [|[VJ|| < 2’ inoltre, prendendo un altro in-
U

torno V. C U di ZN M con d (V, ou ) > 0, allora il flusso pseudo-gradiente che

entra in V' puo uscire da U solo dopo un tempo maggiore o uguale a d (77 (9U),
come nel lemma 44; inoltre, il flusso pseudo-gradiente che parte in M arriva in

V, perché altrimenti, prendendo 6 > 0 tale che ||VJ(u)|| > ¢ per ogni u € M*\V

—ianM

el = a4 52 allora

T T
d
J(a(T,u)) = J(u) —|—/ aJ(a(t,u))dt < J(u) —/ VI (a(t,u))||* <
0 0
< J(u) —Té* <a—(a—infJ) =inf J
M M
d ~
Infine, prendendo 0 =ty < t; < --- < t, =T tali che |t; —t;_1| < ok t tale che
~ ~ d
a(t,p) €V e i tale che [t — 1] < 3 allora «(t;f,p) € U e dunque ponendo

n

Ai={pe M*:a(t;yp) € U} si ha M* C U A; e, poiché gli A; possono essere
i=1

deformati in U,

cat (M%) < ant (A;, M*) <ncat (U, M*) < 400

i=1
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Corollario 47.
Se J & limitato dall’alto, cat(M) < +o0.

Corollario 48.
Se J ¢& limitato dal basso, caty(M) = +o0o e vale PS-a per ogni a < sup J allora

M
¢m — supdJ ed esistono infiniti punti critici z,, tali che J(z,) — supd.
m——+oo M m——+oo M

Lezione 18 —19/1/2012

Definizione 33 (Genere di Krasnoselski).
Sia H uno spazio di Hilbert e

A :={A c H\{0} chiuso e simmetrico rispetto a 0}
Il generedi Ac Ae
v(A) :=inf{n € N: 3¢ € C (H,R") dispari e tale che ¢(x) # OVz € A}

Osservazione 34.
Equivalentemente si puo definire y(A) = inf {n € N: 3¢ € C (4,R"\{0}) dispari},
perché per la proprietd di estensione ¢ pud essere estesa a ¢ € C(H,R") e

5 T — M e come nella definizione di genere.

FEsempio 12.

a seu€A
—a seu€ —A
¢ una mappa dispari da AU —A in R, e dunque y(AU —A) = 1.

1. Se A € H\{0} ¢ un chiuso tale che AN —A = ), allora ¢(u) =

2. Prendendo un aperto limitato 2 C R™ contenente l'origine e simmetrico ri-
spetto ad essa, v(092) = m; infatti, v(02) < m perché l'identita Id : R™ — R™
¢ una mappa dispari mai nulla su 99, e se fosse y(9€) < m allora un’e-
ventuale ¢ € C (Rm,R7(89)> mai nulla su 0f), estesa a zero sulle ulti-
me m — y(92) componenti, ¢ tale che deg($,2,0) #0 per il teorema
di Borsuk-Ulam, dunque esiste ¢ > 0 tale che deg(¢,2,y) # 0 per ogni
y € B.(0), quindi B.(0) C ¢(2) C R* x {0}, che & assurdo; in particolare,
(™) =m+1

Lemma 49.

Siano H uno spazio di Hilbert e Ay, Ao C H tali che Ay, Ay € A.
Allora:

1. Se Ay C Az allora v(A1) < v(Asg).
3. Sen e C(A, H\{0}) ¢ dispari allora y(n(A)) > ~(4).

44



4. Se A ¢é compatto allora v(A) < 4o ed esiste un suo intorno U tale che

7 (U) =~(4).
Dimostrazione.

1. Segue dalla definizione.

2. Se esistono ¢; € C (H, R"’(Ai)) dispari e mai nulle su A;, per i = 1,2, al-
lora ¢ := (¢1,¢2) € C (H, R”<A1)+’7(A2)) ¢ dispari e mai nulla su A; U A,
dunque y(A; U Az) < (A1) +v(42).

3. SepeC’ (H7 R”(”(A))) ¢ una mappa dispari e mai nulla su n(A4), allora

poneC (A,R’Y("(A))\{O}> ¢ dispari e dunque, dall’osservazione prece-
dente, y(4) < v(n(A4)).

4. Prendendo, per ogni z € A, ¢, > 0 tale che B, (z) N B., (—x) = 0, allora
{B.,(z)U B, (—x)}seca € un ricoprimento di aperti di A, dunque estran-
done un sottoricoprimento finito { B, (i) U Be, (—x;)}F_, dai punti pre-
cedenti si ottiene

k
9(4) <y (U (B.., (@)U Be,,x—xz—))) <

k
< Z'V (Be,, (i) U Be, (=) <k < 400
i=1

Infine, se ¢p € C (H, R"’(A)> e dispari e mai nulla su A, per continuita non

si annulla su B.(A) e dunque (BE(A)) < v(A), mentre laltra disugua-

glianza segue dal primo punto.
O

Definizione 34.
Sia M € A, J € C'(M,R).
Si definisce

V(M) = sup{y(K) : K € A, K C M compatto}
€, per m = 17"'77k(M)3
A ={AC M; A c A compatto con y(A) > m}

e o, = inf maxJ.
AcA,, A

Osservazione 35.
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1. opm < 400 per ogni m < v (M).
2. 01 S S U’Yk(M)‘

3. Se J ¢ limitato dal basso allora o1 > —oc0o e in particolare o, > —oo per
ognim=1,...,v(M).

Proposizione 50.
Sia H uno spazio di Hilbert, J € C*(H,R) tale che valga PS-oy,.
Allora, o, € un livello critico per J.

Se poi 0 =0y =+ = Opq allora v(Z,) > g+ 1.
Dimostrazione.
Si procede come nel teorema 45. O

Teorema 51.

Sia H uno spazio di Hilbert, M € A una sottovarieta di codimensione 1 e
J € CY(H,R) limitato dal basso, pari e tale che valga PS per J|u;.

Allora, J ha almeno (M) coppie di punti critici su M, pit precisamente:

1. o, € un livello critico per J.

2. Sec i=0p =" =0myq alloray(Z;) > qg+1.
Dimostrazione.
Si procede come nel teorema 45, utilizzando la proposizione 50. O

Osservazione 36.
Se esiste b tale che o, <b per ogni m =1,...,catg(M) allora & sufficiente
assumere che valga PS per ogni ¢ < b.

Corollario 52.
Se J € C(R™,R) ¢ pari, allora J|sm ha almeno m coppie di punti critici.

Teorema 53.
Sia H uno spazio di Hilbert infinito-dimensionale, J € C*(H,R) pari, debol-
J(u) < 0=J(0) per ogni u # 0
SUP{uen:fuf=1} J (v) =0
J' & compatto
J'(u) # 0 per ogni u # 0
Allora 'equazione J'(u) = Au ammette infinite soluzioni (\g,ux) € R x H tali
che |lug]| =1 el — 0.
k—4o00

mente continuo e tale che

Dimostrazione.

Sara sufficiente mostrare che J ¢ inferiormente limitato su M := {u € H : ||u|| = 1}
e che vale PS-c per ogni ¢ < 0, perché essendo (M) = 400 dal teorema 51 se-
guird l'esistenza di infinite coppie di punti uy, critici per J|s, che dal teorema dei

J'(ug), ur) v
<(IuiH2> = (S () ur) = 0,
in quanto J(ur) — 0 e quindi up, — 0; J|p & inferiormente limitato

k—4o00 k—+

moltiplicatori di Lagrange verifica J' (uy) = Agug, con Ay =
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perché, se esistessero uy, € M tale che J(uy) . —  —o00, allora per la debole con-
—+o0
tinuita J(u) = . lim J(ug) = —o0, che & assurdo; per mostrare che vale PS-c per
—+o0
ogni ¢ < 0, prendiamo uy € M tali che J(ux) — ¢<0,VyJ(ug) — Oe
k—-+o0 k—+4o0
up — u: dalla debole continuita si ottiene J(u) =c¢ < 0, e dunque u # 0;

k— 400
inoltre, per la compattezza di J’,

||J/(u)||2 (J/(u),uﬁq = lim HJ,(uk)”z <J/(uk)7uk>§{ -
k—4o00
= lin HJ/(’LL}C)H2 — <J/(uk)7uk>§{||uk||2 = lin <VMJ(’U,]€)7 J’(uk)>H =0
k—+o00 k—r+oo

e dunque (J'(u),u)% = ||J'(w)||* # 0 e quindi
- JI(Uk) — VMJ(Uk) J/(’LL)

T T ) uk) keobeo (J(w) u)p
O
Osservazione 37.
Si ottiene lo stesso risultato supponendo J(u) > 0 per ogniu # 0 e . Hulllf i J(u)=0
weH:||u||=

Lezione 19 — 1/2/2012
Esempio 13.
Se Q c RY & un aperto limitato regolare, f:Q x R — R & di Carathéodory,

N +2
dispari in u e tale che | f(z,u)| < a + blu|? per qualche a,b € R,p € | 1, NiJ—r2

e uf(z,u) <0 per ogni z € Q,u # 0, il problema —AAwu = f(-,u) ha infinite
soluzioni (g, uy) € R x H(2) con / [Vug|> =1 e M\ o 0; se inoltre f
Q —+00

a—

¢ omogenea in u di grado ¢ > 1, allora prendendo vy = A/~ ' uy si ottengono

infinite soluzioni di —Awu = f(-,u) con [ |Vui|®* — 0.
Q k——+oco

Definizione 35.

Siano H uno spazio di Hilbert, J € C* (H,R) pari e tale che esistano r, p > 0 tali

che { J(u) >0=J(0) perogni0#ue B.(0)
J(u) > p per ogni u € S,-(0)

H™ N H™' & limitato per ogni sottospazio finito-dimensionale H™ C H.

Si definisce

HE = {h € C(H, H) omeomorfismi dispari tali che h <B1(O)> C H*}

A :={A C H chiuso e simmetrico rispetto a 0}
e, per ogni m € N|

Iy = {A € A" compatto e tale che y(A N h(S1(0))) > mVh € H*}
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Osservazione 38.
La definizione di T',,, ha senso perché H* # (), in quanto contiene la mappa
hy:u— ru.

Lemma 54.
Siano H uno spazio di Hilbert, J € CI(H, R) pari e tale che esistano r,p >0

. J(u) >0=J(0) per ogni0+# u € B,.(0) . m Ly
tali che { J(u) > p per ogni u € S,(0) e inoltre H™ N H™ ¢ li-
mitato per ogni sottospazio finito-dimensionale H™ C H.

Allora

1. T,, #0.

2. I'm+1 C L.

3. Se AeTly, eU € A étale che y(U) < g <m, allora A\U € T',,,_,.

4. Sen ¢ un omeomorfismo dispari in H tale che n”*(HY) Cc HY e A€T,,

allora n(A) € Ty,.

Dimostrazione.

1. Sarasufficiente mostrare che, se H™ N H™ C H™ N Bg(0), allora H™ N Br(0) € Tyy;
per ogni h € H* siha h(B;(0)) C H" edunque H™ Nh(B1(0)) C H™ N H" ¢ H™ N Bg(0),
pertanto H™ N h(S1(0)) € H™ N Br(0) N A(S1(0)) € H™ N h(S1(0)) e quin-
di deve valere 'uguaglianza; inoltre, essendo h un omeomorfismo dispari,
H™ N h(B1(0)) & un intorno simmetrico di 0 avente come bordo H™ N h(S51(0)),

e quindi y (H" N Br(0) NA($1(0))) = 5 (H™ NA($1(0)) = m.

2. Segue dalla monotonia del genere.

3. A\U € A ed ¢ compatto, e inoltre A\U NA(S1(0)) = (AN A(S1(0)\U,
dunque dal lemma 49

7 (AT N 4(51(0)) =7 (ARSI ) = 7(ANA($1(0))) = (T) = m—q

e dunque A\U € T',,,_,.

4. Essendo n un diffeomorfismo dispari, n(A) € A; inoltre, n(A) N h(S1(0)) =n (ANn~"(k(S1(0))))
en toh e M perogni h € H*, dunque se A € T, allora

Y((A)NA(S1(0))) = 7 (1 (ANn(h(S1(0))))) =7 (AN~ (h(S1(0)))) = m
e cioe N(A) € Ty,.
0

Osservazione 39.
L’ultima condizione del lemma 54 e soddisfatta se ad esempio 7 & un flusso
pseudo-gradiente.
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Definizione 36.
Siano H uno spazio di Hilbert, J € C'(H,R) pari e tale che esistano r, p > 0

. J(u) >0=J(0) perogni0#ueciB.(0) . m T
tali che { J(u) > p per ogni u € S, (0) e inoltre H™" N H™ e li-
mitato per ogni sottospazio finito-dimensionale H™ C H.

Si definisce by, := AinIf max J.
€T m

Teorema 55.
Siano H uno spazio di Hilbert, J € C* (H,R) pari e tale che esistano r,p >0

. J(u) >0=J(0) per ogni0 # u € B,(0) ‘ m Lo
tali che { J(u) > p per ogni u € S,(0) e inoltre H" N H™ ¢ li-
mitato per ogni sottospazio finito-dimensionale H™ C H.

Allora

1. bypy1 > by > p > 0.

2. Se J soddisfa PS-b,, allora by, & un valore critico.

3. Seb:=by = =bpiq e J soddisfa PS-b allora v(Z) > g+ 1.
Dimostrazione.

1. La monotonia di b, segue da quella di Ty, , inoltre h,. € H* e h,.(S1(0)) = S,-(0),
dunque AN S,.(0) # 0 per ogni A € A, dunque b,,, > Silg)) J>p>0.

2. Analoga al teorema 35.

3. Sefosse v(Zy) < g allora esisterebbe un intorno U € A di Z, con ~y (U) =v(Z) < g,
dunque per il lemma 44 esistono & > 0 e un omeomorfismo dispari 7 tale
chen™ (H') Cc H* e J(n(u)) < b— 4 per ogni u € J*M\U; per definizio-
ne di b = by, esiste A € T, tale che A C J*T inoltre dal lemma 49 si
ha A\U €T, e, dal lemma 54, (A\U) € I',,, ma alloran (A\U) cJo

¢ in contraddizione con la definizione di b = b,,.
O

Osservazione 40.

Se si suppone inoltre che J soddisfi PS-c per ogni ¢ > 0, allora J ha infiniti punti
critici.

FEsempio 14.

Se © ¢ RN & un aperto limitato regolare e f : Q2 x R — R & di Carathéodory &

N +2 .
tale che | f(z,u)| < a4 blu|” per qualche a,b € R,p € (1 . ) usL —,0
u u—

"N -2
1 u
uniformemente su 2 e, per opportuni R > 0,6 € (0, 2) , si ha/ f(z,s)ds < Quf(z,u)
0

per ogni x € Q, |u| > R, allora il problema —Au = Au + f(-,u) ha infinite solu-
zioni per A < A1 (Q).
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Lezione 20 —2/2/2012

Definizione 37.

Siano X,Y spazi di Banach, \* € X, F € C*(R x X,Y) tale che F(\,0) = 0 per
ognfA €Re S ={(z,u) e Rx X : F(\u)=0,u+# 0}, ed esistono (A, ux) € S
tali che (Ag, uk) Lo (A\*,0).

— 400
A" ¢ detto punto di biforcazione per F'.

Proposizione 56.

Siano X,Y spazi di Banach, F € C*(R x X,Y) tale che F()\,0) =0 per ogni
A€ER e N € X un punto di biforcazione per F.

Allora, F,(\*,0) ¢ Inv(X,Y).

Dimostrazione.

Se fosse F,(A*,0) € Inv(X,Y), allora dal teorema della funzione implicita esi-
sterebbe un intorno © x U di (A*,0) tale che se (A, u) € © x U e F(A\,u) = (0,0)
allora v = 0, ma allora \* non sarebbe di biforcazione. O

Osservazione 41.

1. Se F(A\,u) = Au — G(u), allora F,(A\*,0) = \* — G'(0), dunque se \* & di
biforcazione per F allora A* & un autovalore di G’(0).

2. Il viceversa ¢ falso in generale: ad esempio, se G(u) = Auper A € L(X, X)
allora \* & di biforcazione per F(\,u) = Au — G(u) se e solo se appartiene
alla chiusura dell’insieme degli autovalori.

3. Se F' non ¢ lineare, non tutti gli autovalori sono punti di biforcazione, anche
in dimensione finita: prendendo X =Y =R? e G(z,y) = (z +¢°,y — 2%)
si ottiene G’(0,0) = Idge, dunque A* =1 & un autovalore, ma non ¢ di
z+y° =Xz

y— 2% = \y allora

biforcazione perché se {

O=y(z+y*— ) —z(y—2° - \y) =" +¢*
e dunque (z,y) = (0,0).

Lemma 57.

Siano X,Y spazi di Banach, F € C*(R x X,Y) tale che F()\,0) =0 e \* € X
tale che V := ker(F,(\*,0)) # {0} e R :=r(F,(\*,0)) abbiano entrambi com-
plementare, rispettivamente W e Z, e P:Y — Z,Q : Y — R le rispettive pro-
1€210N4.

Allora, esistono intorni A* di \*, VCV di 0 e WCW di 0 e una mappa
YA, v) € C*(A* x V,W) tali che

{ QF(A\v+w) =0

(A v,w) € A* XV x W = w="7(Av)

Inoltre, y(A,0) = 0 per ogni A € A* e v, (A*,0) = 0.
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Dimostrazione.
Posta o(A,u) = F(Au) — Fy (A, 0)u, si ha ¢, (A*,0) = 0, inoltre scrivendo u = (v,w) € V x W
si ottiene

F\u)=0 < F,(\,0u+p\u)=0 < F,(A,0w+pNv+w)=0
dunque ponendo
B(A, v, w) = QF (A, v+ w) = F (X", 0)w + Qp(A, v +w)

si ha
D, (A*,0,0) : w — Fuy( A", 0)w 4+ Qpy (A, 0)w = F, (A", 0)w

che ¢ invertibile e dunque si puo applicare il teorema della funzione implicita

per ottenere lesistenza di v; essendo poi F(A,0) =0, si ha anche (), 0) =0,

inoltre

d d
0

0 = — = —(
dU (A,v):()\*,O) dU

Fu(X5,007(A,0) + Qp(X, v 4+ v(A,v))) :
(A, 0)=(A*,0)

s = Fu (A, 0)7, (A, 0)x + Qpu (N, 0)( + 7, (A*,0)x)
e dunque devono essere nulli entrambi gli addendi: da F,(\*,0)7,(A*,0)z = 0 si

ricava che v, (A", 0)x € ker(F,(A*,0)) =V, ma,(A*,0)x € W e dunque v, (A\*,0)z =0
per ogni x € V O

Osservazione 42.
Le ipotesi del lemma 57 sono soddisfatte se ad esempio F,,(A*,0) & un operatore
di Fredholm.

Osservazione 43.
Grazie al lemma 57, 'equazione F(\,v) = 0 equivale a PF(\ v+ y(\,v)) = 0.

Lezione 21 —9/2/2012

Lemma 58.

Siano X,Y spazi di Banach, F € C*(R x X,Y) tale che F()\,0) =0 e \* € X

tale che {0} # ker(F,(\*,0)) :=V = Span{¢} er(F,(\*,0)) :=R={y €Y : ¥(y) =0}
per opportuni ¢ € X, ¥ € Y™, v come nel lemma 57.

Allora, B(p,t) == U(F(\* 4+ p,td + v(A* + p,td))) soddisfa:

~

. B(1,0) = 0 per ogni u+ \* € A*.
. ﬂN(O,O) = ﬁW(O,O) = 0.

. 3:(0,0) = 0.

- Bue(0,0) = W(Fua(A*,0)(1,0)).

- Bu(0,0) = W(Fuu (X", 0)(6,9)).

v ™ L o

o1



Dimostrazione.
LB, 0) = WO + i y(N + 11,0))) = B(F(X* + 1,0)) = ¥(0) = 0.
2. Segue dal punto precedente.
3.

B:(0,0) = W(Fy (N 4 g, to+7y (N + 12, t0) ) (0 +70 (A + 11, 10) D)) | 0,10 =(0,0) =

= U(F (A" 7(A5,0)(¢ +7(A7,0)9)) = W(Fu(A",0)¢) =0

But(0,0) = U(Fun (A" + i, td +y(A* + 1, 10)) (1, ¢ + 7o (A" + 11, t0) @) )+

FWU(Fou (N 1, o +y (N + 11, 10) ) (VA (N + 11, £0) (1), d+ 70 (™ + 1, td) B) )+
U (FL (N + 1t + Y (N + 1, £6)) (vor (A + 1, t6) (1, )00~ 0,0) =
= U(Fur (A, 7 (A, 0))(1,6 + 3 (X", 0)9))+
T (Fu (A, 7(V,0)) (14 (A%, 0)(1), 6 + 3 (A", 0)0))+
W(Fu (N, 7(X*,0)) (roa(X*,0)(1, 0))) =
= U(Fur(\,0)(1,6)) + T(Fuu(X*,0)(0, )+
U (F, (A, 0)(7oa (A, 0)(1, 6))) =
= U(F,n(X*,0)(1,0))

5. Analoga al punto precedente.

(
)

O

Teorema 59 (Biforcazione dall’autovalore semplice).

Siano X,Y spazi di Banach, F € C*(R x X,Y) tale che F()\,0)=0 e \* € X

tale che {0} # ker(F,(\",0)) := V = Span{¢} er(F,(\*,0)) :=R={y €Y : ¥(y) =0}
per opportuni ¢ € X, ¥ € Y™ e Fy,x(A*,0)(1, ) ¢ R.

Allora, \* ¢ di biforcazione per F.

Inoltre Uinsieme S = {(x,u) € R x X : F(\,u) = 0,u # 0} &, intorno a \*, un’u-

nica curva cartesiana parametrizzata su V.

Dimostrazione.

Blp,t)
Dal lemma 58, la mappa h(u,t) = { set#0

¢
B(p,0) set=0

& di classe C* in (\*,0)
e verifica
h(07 0) =0 h,u(ov 0) = 5/_Lt(07 O) = \II(FU)\(A*vO)(]-v (b)) 7é 0

Bi(0,0) _ ¥ (Fuu(A*,0)(¢, ¢))

he(0,0) = = 5
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Dunque, dal teorema della funzione implicita esiste ¢ >0 e u € C'((—¢,¢),R
tale che u(0) =0 e h(u(t),t) =0 per ogni t € (—e,¢), e dunque

0= B(u(t), ) = C(EN" + p(t), 1 + (A" + p(t), 19)))

Set# Oallora0 #tp € Vel # v\ + pn(t), t¢) € W, dunque (A* + p(t), tod + v(A* + p(t), te)) € S,
A= X"+ pu(t)
u=1¢+ ’Y(/\[;'f‘ u(t),to)

dunque \* & di biforcazione e S & localmente parametrizzato da {

Teorema 60.

Sia X uno spazio di Banach, G € C*(X, X) tale che G(0) = 0 e G'(0) ¢ compatto

e ha \* = 0 come autovalore, con dim(ker(A\*Id —G'(0))) = 1 eker(A\* Id —G’(0)) Nr(A\* Id —=G'(0)) = {0}.
Allora, \* ¢é di biforcazione per F(A,u) := A — G(u).

Dimostrazione.

Per le proprieta spettrali degli operatori compatti, F,(\*,0) = \*"Id —G’(0)
soddisfa le ipotesi del teorema 59, e inoltre se ker(F,(\*,0)) = Span{¢} allo-
ra Fyux(A*,0)(1,¢) = ¢ ¢ r(F,(\",0)) e dunque il risultato segue dal teorema
precedente. O

Osservazione 44.

1. E necessario che la molteplicita algebrica di \* sia 1: infatti, prendendo
X=Y=R%2eF(\xz,y) = ()\x —y— ys,)\y+x3), allora se F'(A, z,y) = (0,0)
si avra
Ozm(Ay+x3) —y()\x—y—y?’) =at oy +yt
e dunque (z,y) = (0,0); infatti, \* = 0 ¢ un autovalore doppio di F{, ,(0,0) = ( 0 -1 ),
e F(Ly),)\(()’ O) = Id.

2. Se F' e piu regolare, si possono ricavare ulteriori informazioni su S: infat-

ti, se h(u(t),t) =0 allora u'(0) = —}]Zt((())’ (())) , dunque se h;(0,0) # 0 si ha
h4(0,0) h“((o’ o))

At) =N = St to(t) eu = — L2 (A= A" A — ") (bifor-

(1) = X" = g+ ot e u = —FEEEA =X+ oA =X (bifo

Y(Fuuu(X,0)(0, 9, 0))

cazione transcritica); se invece h;(0,0) = 0 allora ' (0) = 0 e u”(0) = — 3h.(0,0) ,
ulY,

_ 6h,,(0,0)

dundre s = i\/_ T Fom O, 0)(6.6,9)

ne sopracritica se p”(0) < 0, sottocritica se " (0) > 0); in particolare, se
_ Y(G"(0)(¢,9)) _ W(E"(0)(9.¢,9)

F(\u) = Xu—G(u), /(0) = T on,(0,0) ¢ W'(0) = 3h,(0,0)

(A= X*)+ O(\" — \) (biforcazio-

]



Lezione 22 —9/2/2012

Esempio 15. B
Se © ¢ RY ¢ un aperto limitato regolare, p(z, s, &) € C? (Q x R x RN,R) verifi-

cap(z,0,0) = ps(x,0,0) = pe(x,0,0) = 0, allora I’equazione —Au = \u + p(z,u, Vu)

ha soluzioni non banali nulle al bordo in C** (ﬁ) se A ¢ sufficientemente vicino
ad un autovalore semplice Ay di —A su 2. B
Infatti, prendendo X = {u cC?e (Q) Dulan = 0} eY =% (Q) e

F: (A u() = Au(z) + Au(z) + p(a, u(z), Vu(z))
siha F(A\,0) =0e F,(\g, 0) : v = Av + A\po; detta oy, Iautofunzione associata a

A, tale che/ ¢2 =1, sihaker(F,(\,0)) = Span{yy} er(F,( M, 0) = {u € Y : U(u)
Q

dove ¥ : u — / upr, inoltre Fyx (Mg, 0) : (A, v) = Av, dunque Fyx(Ax, 0)(1, )
Q

e quindi si pud applicare il teorema 59; inoltre, se ¥ (p”(0)¢3) = / p"(0)p} #0
Q

la biforcazione ¢ transcritica (come ad esempio se k = 1, perché ;1 > 0), altri-
menti & sopracritica se p”’(0) < 0 e sottocritica se p"’(0) > 0.

Teorema 61.

Siano X,Y spazi di Banach, F € C*(R x X,Y) tale che F(\,0) =0 e \* tale
che V := ker(F,(A\*,0)) e R :=r(F,(\",0)) abbiano complementare, rispettiva-
mente W e Z, e P:Y — Z,Q :Y — R le rispettive proiezioni.

Se esiste 0 £ v* € V tale che

PFu(A*,0)(v*, v%)

PFE (A", 000" + 5

=0

v = PE (A, 000" + PFE,, (A", 0)(v*,v)
é invertibile, allora esiste un ramo di soluzioni non banali di F(A\,u) =0 che bi-
forcano da (\*,0), cioé esiste una mappa x di classe C* con x(0) = 0,%'(0) = v
tale che, F(A* + p, x(un)) = 0.
Dimostrazione.
Posta W(A* + p,u) := F(A" + p,u) — F, (A", 0)u — pFyux (A", 0)u — 5
si ha (A" + p,0) =0 e U, (A%, 0) = Uy (A", 0) = Tyyn (A*, 0) = 0; dunque, scri-
vendo u = pu(v+w) con v €V e we W e applicando le proiezioni P e @
lequazione F(A,u) = 0 diventa

2 *
{ NQPFu)\()\*,O)(’U +w) Sy PFyu(X ,g)(v—&-w,v-‘rw) —i—P‘I/(/\* +H,M(U+w)) =0

2 *
uFu()\*,O)w + 1EQF (A ,g)(v+1u,v+1u) +M2QFuA(/\*70)(U +w) —|—Q\I/(/\* +UaM(U +w))

= & 1(

Fuu(X*,0)(u,w)

b

Inoltre, dallo sviluppo di Taylor di ¥, si pud scrivere ¥(X\* + g, u(v + w)) = > U (p, v + w)

con V¥ regolare, e dunque le equazioni precedenti equivalgono a

{ PEA(N,0)(v + w) + PraaA0fvtwwtw) uP\If(uvv +w) =0

=0},

Fu(Ar, 0))

=0

B, v0,10) 1= Fu(X", O + QBN Qtwwt) L0 L (3 0)(0 4 w) 4+ p2QU (1,0 + w) = 0

o4



Poiché ®(0,v,0) = 0e ®(0,v,0) = L|w & invertibile, allora la seconda equazione
ha, a v fissato, un’unica soluzione w = pvy(u,v); per concludere, & sufficiente
mostrare che per v = v* la prima equazione & risolubile; riscrivendo

N(u,v) = PFu)\(/\*,O)(U—F,LL’Y(,LL,’U))—FPFuu(A*,O)(U+'w72('u’ v, vty v))

P (v, py (1, v))
Si ottiene

PFu,(A*,0)(v*,v*)
2

N(0,v*) = PE (A", 000" + =0
Ny (0,v") : v = PE, (A", 0)v* 4+ PF,,(\*,0)(v*,v)

dunque dal teorema della funzione implicita segue l'esistenza di v(u) tale che

v(0) =v" e N(p,v(p)) =0, e si ottiene u = x (1) = p(v(p) + py(p, v(p))) con
X' (1) = v(0) = v* # 0, e dunque u # 0 per p sufficientemente piccolo. O

Osservazione 45.
1. In generale la soluzione non ¢ unica.
2. La biforcazione ¢ transcritica.

3. Il teorema 61 si pud applicare anche nel caso in cui dim(V) = dim(Z) =1
ma non valgono tutte le ipotesi del teorema 59, ad esempio se PF,,x(\*,0)¢ = 0,
PFuy(X*,0)(¢,¢) =0 e v = PFy,,(\*,v) & invertibile.

Osservazione 46.

1. Un risultato di Krasnoselski afferma che se G € C(X, X) ¢ differenziabi-
le in u =0, G(0) =0, e G'(0) ha come autovalore \*, con molteplicita
algebrica dispari, allora ¢ di biforcazione per F'(A,u) = Au — G(u).

2. Un risultato di Rabinowitz afferma che, nelle ipotesi precedenti, A* biforca
in un continuo ¥ di soluzioni non banali che ¢ illimitato in R x X oppure
tocca R x {0} in un altro autovalore p di G'(0).

3. Un altro risultato di Krasnoselski afferma che se G € C'(X, X) & variazio-
nale, compatto e G(0) = 0, allora ogni autovalore di G'(0) & di biforcazione
per F.

Lezione 23 —10/2/2012

Definizione 38.
Sia N > 2.
Si definisce HT1 (RN) = {u € H' (RN) radiali}.
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Lemma 62.

Sia N > 2 euGHT1 (RN).

C(N

%HUHHl(RN) per q.o. x € RY.
2

Allora esiste C(N) > 0 tale che u(x) < ™
x

Dimostrazione.
Per densit, si pud supporre u € Cg° (RY), dunque se u(z) = v(|z|) allora
d

. (rV"tu(r)?) = 2rV () (r) + (N = 1)rV " 2u(r)? > 20N () (r)

e dunque

+oo
a:Nflu T 2:_ N*lu 2 d <_2 N*lu u/ d <
V(2] /| (P ulp)?) dp < / PN Lu(p)d (p)dp <

e N-1 2 10 N2 ||u”%’l(ﬂw)
< [ o () 4 u(p)?) dp = ——EN)
0 WN-—1

1
e dunque, ponendo C'(N) = Woras si ha la tesi. O
VWN-1

Teorema 63 (Strauss).
SiaN>2eqe (2 N .
- b N _ 2
Allora, 'embedding HT1 (RN) — L9 (RN) é compatto.

Dimostrazione.

Se uy ¢ una successione limitata in H;} (RY), allora a meno di estratte e di tra-

slazioni si puo supporre ug . —  0; dal lemma 62, per ogni € > 0 esiste R > 0
— 400

tale che |ug(x)|? < eug(x)|? per ogni |x| > R, mentre dalla compattezza del-
Pembedding H'(Bg(0)) < L(Br(0)) esiste kg € N tale che |lug||ra(5r(0) < €
per ogni k > kg, dunque per questi k

/ Iuk\qz/ |uk\q+/ |uk\‘1§a+05/ lug|? < C'e
RN Br(0) Br(0)¢ Br(0)°

Teorema 64.

N+2
SiaN>2€p€(1 + >

"N -2
Allora, lequazione —Au + u = |u|P~ u ha una soluzione non banale in H} (RN).

Dimostrazione.

- HUHHl(]RN) - fQ \U|p+1
N 2 p+1
per il teorema di Strauss 63, vale PS per J\H; (rv); dunque, per il teorema 35,

11 funzionale J(u) ha la struttura di passo montano e,
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J| g1 (rvy ammette un punto critico , che soddisfa J' (u) L H} (RN), e la tesi se-
guira mostrando che J' () = 0; definendo, per o € O(n), vy(z) = v (¢~ (2)), si
ha J(vy) = J(v) e J'(vs) = (J'(v))s, dunque essendo u, = uwsiavra J' (u) = J' (@),
ciot J' (w) € H} (RY), ma essendo anche J' (u) € H; (RN)L si dovra avere
J' (@) = 0. 0

Osservazione 47.

1. Le soluzioni trovate sono regolari e all’infinito decadono a zero esponen-
zialmene; inoltre, un risultato di Kwong afferma che le soluzioni positive
sono uniche in H} (]RN )

2. Un risultato di Gidas, Ni e Nirenberg afferma che una soluzione 0 < u € C* (RN , ]R)
che decade a zero all’infinito dev’essere radiale e radialmente decrescente.

N +2
3. Un risultato di Berestycki e Lyons afferma che, per p > N + I'equazione

2 K
—Au +u = |ulP~ u non ha soluzioni positive in LP1 ().
4. Le soluzioni si possono trovare, equivalentemente, come minimizzatori del

2 2
problema inf Jo (V] +12L )
PREIEN(Jo ) T

Lemma 65 (Brézis-Lieb).
2N
Sia N 2 2, S (2, ]\72) e Ui € Hol (RN) tale che Uk —  U.

k—-+o00
Allora,

||“k||%q(RN) — |lug — u”qu(RN) kﬁ_jroo HU”%q(RN)

Dimostrazione.

Per ogni € > 0 esiste C; > 0 tale che ||a 4+ b|? — |a|? — |b]?] < €|a|? + C.|b|?; dun-

que, posta vg := [|ug|? — |up — u|? — |u|?], siha |vg| — e|ur, — ul? < Celu|? e quin-

di, poiché a meno di estratte uy k_}—_ioo U q.0., si puo applicare il teorema di con-

vergenza dominata per ottenere che / vg — €lug —u|? — 0, quindi, essendo
O k——+oo

¢ arbitrario e uj — u limitato in L9 (RN), v, — 0 e cioe

”uk”%q(RN) — [Jug — u”qu(RN) - HUH%q(RN) k~>_J>roo 0

Lezione 24 — 15/2/2012
Teorema 66.

SiaN >2,pe (LH),VGC(RN,R) taleche 0 <V <1, V#1leV(z) — 1.

|z|—+o0

o7



Allora, Uequazione —Au + Vu = |ulP~ u ha una soluzione non banale u € H* (RN)

Vul? + Vu?
che realizza Sy = inf Jan (IVul® + 2U )
AR ([ )7

Dimostrazione.
Sia uy, una successione minimizzante per Sy, che per I'invarianza per dilatazione

si puo supporre con |Jug||g1@yy = 15 se uy kﬁjoo u, allora poiché uy k%—ioo U

in L, (RY) e V(z) — 1siha /RN V(up, —u)? :/RN(ukfu)ero(l) e

|z|—+o00
inoltre dal lemma di Brézis-Lieb 65 si ricava

/RN (IVug? + Vi) =

=/ (||Vu||2+Vu2)+/ 1V (ur — w)|1 + V (uy, — u)?) + o(1)
RN RN

e che esiste A € [0, 1] tale che

f]RN ufPt A fRN up, — ulPt 11—
fRN |ug [P k—+oo f]RN lug [Pt k—too
Vu||? + u?
e dunque, posto S, := IRN (H | ) , S avra

0Zu€eH'(RN) (fRN |u‘p+1)%

Vul|? + Vu?) + [Jur — ul|?
SV: lim fRN (H || ) H k ”Hl(]RN) >

b (e 1) 7

o i S U ) S (o oy — )T
1m
T k—+oo (f]RN ‘uk|p+1)ﬁ

e dunque dev’essere A = 1, perché altrimenti Sy > S, che & assurdo perché S,
e raggiunta da una funzione mai nulla; pertanto

=ASy + (1 — )\)Sp

hm IRN (”vu”2 + V’LL2) + Huk - u”?ql(]RN) >

S =
Lo (e 1) 7

oz —u||fq1(RN)

(Joun lugP+1) 757

e dunque [Jug, — ul[ g1y k_>—_>koo 0, quindi u realizza Sy ed &, a meno di costanti,

> Sy +

soluzione dell’equazione. O
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Osservazione 48. ) ) o
Vul||* +Vu u|P
Se uy, € di Palais-Smale per il funzionale associato J : u — fRN (” ;‘ ) — fRN |+|1 ,
p
allora esiste una soluzione (eventualmente nulla) u e zy ; € RY peri=1,...,m,

tali che ||z ;|| et +00, [Tk, — g ;| et +00 per ogni i # j e m soluzioni

m
Up — U — Zul( — Thi)

i=1

— 0
k—+oco
HI(RN)

u; del problema con V' =1 tale che

Definizione 39.
Sia N > 3.

Si definisce D'? (RY) come la chiusura di C§° (R") rispetto alla norma / IV - 2.
Q

Definizione 40.

Sia u : RN — R* misurabile e tale che p(t) :== {z € RY : u(z) >t} ha misura

LN*1|gc|N}.

finita per ogni ¢t > 0 e u*(z) := sup {t >0:p(t) > N

u* ¢ il riarrangiamento sferico decrescente di u.

Lemma 67.

Sia u: RN — R misurabile e tale che p(t) := {z e RN : u(z) > t} ha misura
finita per ogni t > 0, e u* il suo riarrangiamento sferico decrescente.

Allora:

1. u* ¢é radiale.
2. Se |x1| < |x2| allora u*(z1) > u*(x2).
3. {ze RN u(x) > t}={z e RY :u*(x) > t}.

4. Sewe LP (RN) allora u* € L? (RY) e [ull Loy = 10" Lo gy -
5. Seu e D2 (RY) allora u* € D* (RY) e / [Vu*|® < / | Vul?.
RN RN

Dimostrazione.

1. Segue dalla definizione.
2. Segue dalla definizione.
3. Segue dalla definizione.

4. Posto B, = {z € R : Ju(z)| > t}, si ha xg, () = X(0,ju(x))) (t), dunque
“+o0 “+o0
/ |u|p 2/ d$/ X[O,|u(z)\)(t)dt:/ dt/ XEt(.Z‘)d$=
RN RN 0 0 RN
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z/OJroodt{xe]RN s u(x)] >t%} =

+oo
:/ dt{xe]RN |u()|>t%}:/ [P
0 RN

5. Dalla formula di coarea, per ogni aperto Q@ C RY e f e Wh(Q) si ha
/ V£l = / P ({z e RN :u(z) > t},Q)dt, dunque poiché dalla disu-

Q R
guaglianza di Holder si ottiene / [Vull < [[Vull p2@yy V| Bt < 400, al-

Ey
lora per ogni aperto A; D E; si ha

+o0
V| :/P(ES,At)ds:/ P (E,,RY) ds
R t

Ey

d
e dunque it /. |Vul| = —P (E;,R"Y); inoltre, applicando nuovamente

Hoélder per ¢, h > 0,

Sz, IVull B Jeoge, VUl [TE] = Bl
h - h h

e quindi, passando al limite per h — 0,

d d
PERY) = [ vl < [-5 [ 19ul2y/ =@
dat | dat J

Infine, s u* () = v(Ja]) allora (o)) = “2=}2]™  dunaque ' (u([o])0' (o) = o1
e quindi
N N 1
ol = (o) Getoliah
N-1
e

No1 L N-1
wy_1|z[N7 N T wl p((z])

|
v'(Jz]) = =
' (v(l])) CIED))
. . o N1 P( RY) .
Pertanto, dalla disuguaglianza perimetrica |E S o T si puo
N~ wy_
concludere:
+o00 d +oo p E,RN 2
[ = [T (- [ )z [THEE
RN 0 dt 0 — ' (t)

N—-1

+ (N¥ v (t) = ’ +

> Wy_1H ) = R

Z/ dt =47 wN—1/ v'(p)?pN " tdp =
0 0

—p/ (1)
= / [Vu*||?
RN
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Teorema 68 (Aubin, Talenti).
Jex [Vull?

N—-2
2N N
—2

fRN |u| ¥
N-—-2

Sia N >3 eSy=

1
0ZueDL2(RN) (

1 2
Allora, Sy ¢ assunto da u(x) = (1"‘”552)

Dimostrazione.
Dal lemma 67, se Sy ¢ raggiunto, lo & da una funzione radiale u(x) = v(|z|)
che, per la regolarita ellittica, ¢ anche liscia, e puo ovviamente essere supposta

positiva; definendo u(t) = e'v (eﬁt} si ottiene

+oo

/ IVull? = wy_s / o (p

RN 0

N -2 too
/ (@l

2o rdp t =

) — () dt =

= 9 WN—-1
= +Oo + ' (t)?) dt — +002~ u'(t)dt ) =
= S (t)%) u(ty'(t)dt ) =
— 00 —0o0
N N-2 o
Sl B (uuqu@R) — (%) = ——wn— il g
‘ NEat
aN_ Hoo 2N (p:e - )
Wl =y [ () .
RN 0
2 too
_ N_QWN_l/ﬂo U)o dt
N—2 ~12
S WN—-1 ||U
dunque Sy = inf 2 | HHI(R) ~—, € inoltre si puo applicare

e 1
0<ueH'(R) (%WN—l fR ‘m ]352)N72
nuovamente il riarrangiamento sferico decrescente per passare a v(t) pari e
decrescente per t > 0, e dunque l'estremale e raggiunto per le proprieta de-
gli spazi di Sobolev 1-dimensionali; gli estremali risolvono, a meno di costan-
ti, -0 +7 = ’ﬁ%, e le soluzioni di questa equazione hanno come costante
2 9?2 N-—-2_ _

del moto h2:= EEE) + 5N OREr esser;do v e HY(R), 7(t) eas 0, quindi
tilmoov () = tigrinoo h(t) = h(0), ma v’ € L*(R) e percio h(0) = 0; inoltre, dalla

- 9(0)2 N-2 N 1
parita segue ¥’ (0) = 0 e quindi 0(2) = 3N U(O) 19(0) = (NZ) ;
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0" +v=0v~8>2
N-—-2
pertanto, 'unico estremale ¢ la soluzione di { , 0) = NN2 T cioed(t) =
’UI(O) =0 COSs
N4—2
~ N—2 4N)
v (5= log |z (N—z
e quindi v(|z|) = (5 NE' ) = TR D
]2 (1 +f) =

Osservazione 49. -
Se Sy & raggiunto da u, & raggiunto anche da uy(z) = A2 u(Az).

Osservazione 50.

Un risultato di Caffarelli, Gidas e Spruck afferma che tutt le soluzioni positive di
N-—-2

- h) 2
—Au = u~=% sono del tipo u(z) = (2N)¥ () per qualche

1+ Az -7
A>0,zeRN.

Lemma 69.
Sia N >3, QC RN ¢, per A\ < A\ (Q), J e C! (Hy(22),R) definito come

[[ull7 N-2
J(u):ﬂ_é/u2_7 Ju| #22
Q

2 2 2N/,
%
Allora, Jy soddisfa PS-c per ogni ¢ < ]<fv .
Dimostrazione.
Sia uy di PS-c; allora, a meno di estratte, uy e U in H}(Q) e dunque
—+0o0
0= 1 J4 1) =
k_gg}@( ,\(“k)7U>H0(Q)
= lim (/ (Vug, Vu) f)\/ URU — |ukN42uku) =
— lulfis oy = A [ 0= [ Jul#
Q Q
.. Jolul¥2
e quindi Jy(u) = A inoltre, dal lemma di Brézis-Lieb 65 si ha

il ) = Il = ullizy @) + lullzy ) +0(1)

’ = = &
||Uk||L%(Q) = flur — U||L2NN_2(Q) + ||U||L]§z_v2 @ +o(1)
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mentre dalla compattezza dell’embedding L*(Q) < Ha(Q) segue cheup, — u

k—+oo
in L?(Q); dunque,

. . 2N _

k—+oco

_ T 2 2 2 7 R
= lim_ <||u|Hé(Q)+|u—uk||Hé(Q)—)\/Qu _/Q|U|N : _/Q|uk—u\N ) _

= I — |2 _ — |
i (=l — [ o

e dunque, per concludere bastera mostrare che

a = lim ||u—u,¢||21 = lim |Uk—U|% =0
k—+oo NHG () k—+oco Jo

Tuttavia, poiché dalla disuguaglianza di Sobolev segue Sy« N2 < a, se fosse
N

a # 0 si avrebbe Sﬁ < «, ma allora

w[Z
vz

S .
N >c= kEI-iI-looJA(uk) = J(u) +

v

2| e
2| e
=

che ¢ assurdo. O

Osservazione 51. Mo
Un risultato di Brézis e Nirenberg afferma che 1’equazione —Au = Au + u~-2
ammette soluzioni non banali in H}(2) per ogni A € (0, \1(2)) se N >4 e per

A1 (©Q
A€ ( i ),)\1(9)) se N =3 e Q = B;1(0); infatti, per N >4 ¢’ un valore di

4
N N

Sz 1 2 U (E)
s t livelloc < =&-: postaU(z) = [ ——— ,Ud(z) = —=
passo montano alivello ¢ < —-: posta (x) (1 n ||ac|2> () =
ep € C5P () con 0 < <ley|p z)eq = 1, si dimostra che, per A € (0, A\1(€2))

N

gz

e ¢ sufficientemente piccolo, si ottiene sup Jy(tpU.) < ]<7V .
>0

63



