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1.3 Z PR converge per il criterio di Leibniz: infatti pTR— e in-

n=1

L " od 28 e* (322 — %) — a*
finitesima e definitivamente decrescente perché — 5 = 5 <0
dr e® —x (e® — z?)
sex >3

1.4 3'3:2:102y(;1c2+2y2—1)
: y=—2xy° (22° +y> - 1)
i = Gl (z,y)

Y

y=—%+(z,y)

N { Gy (wy) =22ty + 42y’ — 222y { H(z,y) = 2%y* + 2%y* — 2%y* + f(2)
— G (x,y) = —da®y? — 20yt + 22y Gr(wy) = a'y? + 2%y — 2’y + g(y)

= H(z,y) = z%y> (:c2+y2 — 1).

1. Cerchiamo una funzione H(z,y) tale che {

e . . . . 20%y (22 +2y* —1) =0
2. I punti di equilibrio sono tutti e soli quelli che verificano { —9ay? (2952 42 1) 0
ovvero i punti degli assi cartesiani e quelliincuiz? +2y? -1 =0=2z>+¢y> — 1 =

2

= y? =1 — 2?2 —y? = 2%, sostituendo nella prima equazione otteni-

3
amo 3z —1=0=z = ii, dunque oltre agli assi cartesiani abbi-
3 3 3 3
amo altri quattro punti: i, i£ e i, i£ .
3 3 3 3
Per discutere la stabilita di questi punti consideriamo la matrice Hes-

122292 + 2y* — 2y%  8x3y + 8xy® + 4z
: ; . N2 _ Yy Yy Yy Y Y Y .
siana della funzione H: Dy (z,y) = ( 81:331 + 8373/3 — dxy 20t + 12x2y2 92

8 4
poiché in questi 4 punti I’'Hessiana vale ( 7 2 ), che ha traccia e
9 9



determinante positivi, questi punti sono di minimo per H e dunque
per il teorema di Ljapunov sono stabili.

. Il moto avviene sulle curve di livello della funzione H: la curva

{(z,y) e R? : 2%y® (2® + y* — 1) = 0} & formata dai due assi carte-
siani e dalla circonferenza centrata nell’origine di raggio 1, mentre le
altre curve possono essere disegnate per continuita; quanto ai versi di
percorrenza, dalle equazioni che descrivono il moto deduciamo che,
al di fuori del disco unitario, nel semipiano superiore la variabile x
cresce mentre in quello inferiore decresce; questo ci permette anche di
dire che tutti i punti appartenenti agli assi cartesiani sono instabili,
perché e possibile trovare punti arbitrariamente vicini agli assi in cui

(2 (t), (1)) 5 o0

1.5 Sia D = {(m,y) ER?:1<a? 12 <4,y < \/§x} = {(p,0) € (0, +00) x

2.1

2.2

2.3

per opportuni ¢;, 1¥; € K, dunque ker(p) Nker(¢)) =<v eV

1< p? <4,|psinf| < V3pcos 0}7 ove (p,0) rappresentano le usuali coor-
dinate polari: la prima condizione equivale a dire p € [1, 2] mentre la sec-
onda ¢ equivalente a —V/3cos b <sinf < V3cosh < tand € {—\/5, \/ﬂ =

™ T
=0¢c [—g, 5} dunque, passando a coordinate polari (e ricordando di

moltiplicare la funzione integranda per il determinante della jacobiana

T 2 2| o} 0
della trasformazione) otteniamo che / y')zdxdy = / do / dpm
- 1

D (22 + y?

us
3

il 2 5

d s 1 1

:2/Bsin0/ —5:2[—0080]8 |:_:| = _.
0 1P ply 2

30=2%3%5=(141)(1—14)3(3+2i)(3—2¢), e questa scomposizione &
in fattori irriducibili perché 3 ha norma 9 e non puo essere scritto come
prodotto di elementi di norma 3 perché non ve ne sono in Z[i] mentre gli
altri fattori hanno norma 2 oppure 5 che sono primi, ove con norma di un
numero complesso indichiamo il quadrato della parte reale piu il quadrato
della parte immaginaria; di conseguenza, gli ideali primi e massimali (i
due concetti coincidono perché Z[i] ¢ un dominio euclideo) contenenti (30)
sono (1 +14), (1 —1), (3), (3+2i) e (3 —2i). Questo ci permette di dire
che gli ideali primi e massimali di Z[i]/(30) sono tutti e soli quelli generati
dal4i+(30),1—1¢+ (30), 3+ (30), 3+ 2i + (30) e 3 — 2i + (30), per la
corrispondenza biunivoca tra gli ideali di Z[i] contenenti (30) e quelli di
Z[i]/(30).

Se il piano contenente r e s contiene 'origine, questo in particolare sara
il piano contenente la retta r e l'origine e cioe z = 0; dunque, le rette
ammissibili sono tutte e sole quelle contenute nel piano z = 0 e contenenti

xr = at

il punto (0,2,0), cioé quelle aventi equazioni parametriche < y = bt + 2

z=0

al variare di a,b € R.

[0,27] :

o

Innanzi tutto, p(v) = Y101 + ... + ProE, Y(V) = V1v1 + ... + Vpv, Yo = (v, ...,
©101 + .o+ Pty =0
’(/)11}1+...—|-¢n’0n=0 ’

vp) EV



P11+ ...+ opvy =0

ma per il teorema di Rouché-Capelli le soluzioni del sistema
P P {1/11”01+~--+1/1n’0n0

o di di : . a ... a
sono un sottospazio di dimensione n — 1 < la matrice ( bl bn )
1 e n
ha rango 1, che equivale a dire che a; = ¢b; Vi = 1,...,n per un opportuno

c € K, ovvero ¢ = ci.

2 -2 -1
2.4 Lamatrice associata allaconicae A= | —2 2 2 |;poichédet(A) =
-1 2 5
2 2 -2 2 -2 2 .
= 2‘ 9 & ‘ +2’ 15 ’ - ‘ 1 9 ’ = —2 # 0, inoltre, posta Ay := A(23]23) =

= ( g § ) = det(Ap) = 6 > 0, dunque la conica & un’ellisse; per trovarne

. R . . — 242X +2Y =0 o
il centro ¢ sufficiente risolvere il sistema { 149X 45y =0 quindi il
centro ¢ (3, 3) ; 1 due assi di simmetria sono le rette passanti per il cen-
Sy e o 2—A 2
tro e aventi le direzioni dei due autovettori di Ay: 9 5. |7 A=1)(A—6),
X+2Y=0 —4X+2Y =0
Vi:{ 9X 4 4Y — 0 :<(_2a1)>7‘/6:{ 29X — Y —0 :((1,2)),dunque
— 4 - 4
i due assi sono{ v 2t1+3 e{ x t+31

Per ridurre a forma canonica la conica, eliminiamo innanzi tutto i termini
misti diagonalizzando Ag attraverso matrici ortogonali, dunque poiché

2 1 1 2
una base ortonormale di autovettori di Ay ¢ (( ) ( ))

)\
X=-2Xx4+Y
e quindi con il cambio di variabile v — X/‘/j_ 9 Y’\/g si ottiene che

6 8
24+ — X'+ X% — —Y' +6Y'? = 0; a questo punto, per ottenere la forma

V5 V5

canonica elimino i termini di primo grado: {

:<X~>2+<Y~>2 1
I 1 =+
V3 3v2

25 W:{feV:f((1,0,1)=(0,1,0), f(1,1,0) = (1,0,1)}.

X' = X" _
I _ 1
Y'=Y +3

sl

1
j_§+X//2+6y//2:O:>

B

1. W non e un sottospazio di V perché non contiene 'omomorfismo
nullo 0, cioe quello che manda tutti i vettori nel vettore nullo, perché
chiaramente 0(1,0,1) = (0,0,0) # (0,1,0) e 0(1,1,0) = (1,0, 1).

2. Essendo tutte le f applicazioni lineari, si ha che f(1,0,0) 4+ f(0,0,1) = (0, 1,0)
e f(1,0,0) + £(0,1,0) = (1,0, 1), dunque se f(1,0,0) = (a, b, c) allora
£(0,1,0) = (1 —a,—b,1—¢) e f(0,0,1) = (—a,1 — b, —c) e quindi la

a 1l—a —a
matrice che rappresenta una generica f e We | b —b 1-b
c 1—c —c



3. Affinché f sia un isomorfismo ¢ sufficiente che la sua matrice abbia de-

a l—a -—a b 1—b
terminante diversodaO,ma| b —-b 1—-b |=a ‘—
l-¢ —c
c 1—-c —c
—(1—a)‘lc) L=0 —a b b ‘:a(bc—l—i—c—&—b—bc)—&—

—c c 1—-c
+(a—1)(=bc+bc—c) —a(b—bc+bc) =—a+ac+ab—ac+c—ab=c—a,
dunque f & un isomorfismo < a # c.

a 1l—a —a 1 0
4. (1,1,1) €ker(g) | b —-b 1-b 1 =10 ],ma
c 1—c —c 1 0
a l—a —a 1 1—-a
b —-b 1-0 1 | = 1—0 |, quindil’unica g con questa
c 1—c —c 1 1-c

proprieta & quella in cui (a,b,¢) = (1,1,1).
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2 _ zt 4 2zt 4
Clog(l4asing)—e 41 log(1+2?—F ro(!)) - (1422 + 5 +0(a?)) +1
1.1 lim = lim 57 =
=0 V14 2zt -1 -0 1+ +o0(22%) -1
2 g4 4\ 2 2
x +olx
xz—”‘;vLo(x“)—(GQ())+o(<x2—“g+0(x4)) )—xQ—”‘;
o0 x* + o (z*)
2.4 4 z? 4 7.4 4
—sx*t+o(x%) — %5 +olx —zx" +o(x 7
L Btio(et) % hol!) _ Ieltol!) _ 7
0 zt + o(x?) z—0 x4+ o (z*) 6
12§: 27— 2cos L +1 ei 77 — 2cosh ! + 1) convergono e
. en? — — en? — — nvergono en-
n=1 n n=1 n ¢
> en? —2cos (L +1
trambe per il criterio del confronto conZ—Q: infatti, lim T (") =
n:ln n— 00 P
_e® —2cosz+1 _ 2ze™ +2sinz . 2  sinz
= lim 5 = lim = lim (e* + =2e
z—0 €T z—0 2x z—0
) en% — 2cos (%) +1 . e® —2coshzx +1 . 22¢®” — 2sinhz
lim T = lim 5 =lim —mM8MM— =
n— o0 N z—0 T z—0 2z

n2

inh
= lim (ew _ a:) =0.

z—0 T
1.3 Sia D = {(m,y,z) eERY 2?2+ +22<1,2>0,y >0,z >O} =
={(p,¢,0) € (0,+00) x [0,27] x [0,27] : p*> < 1, pcosfsing > 0, psinfsiny >0, pcosp >0} =
= {(p,ga,@) € (0,1] x [O, g} X [O, f} }, ove (p, p, ) sono le usuali coordi-

2
ud s 1 5
. TYz z z g p
nate polari; dunque,/ & :/ sin 0 cos 9d9/ sin” ¢ cos gpd(p/ ———Fdp =
p (1 —a?—y?—2?) 0 0 o (1—p?)

|:SiD29:|g [Sin4@]g/l P dp = 1/1 p—5dp~ poiché
2 JoL 4 JoJo At+pe(=p™ 8y (1+p(1—p "

I'ultimo integrale ha una singolarita di ordine o in p = 1, converge < « < 1.

2

14 V(z) = %m4 + %

1. Il sistema meccanico associato ¢ . dunque

= -V'(z) = —az® —
se @ > 0 I'unico punto di equilibrio ¢ (z,y) = (0,0), mentre se o < 0

1
ce ne sono altri due: (z,y) = | £—,0.
= (+550)
2. V"(x) = 3ax? + 1, dunque V" (0) = 1 > 0 e quindi I'origine, essendo
1
un minimo per il potenziale, & sempre stabile, mentre V" | £+— | =
V—a
= —1 < 0, quindi questi due punti sono di massimo per il potenziale
e dunque instabili.



3. Dal grafico del piano delle fasi deduciamo che se a > 0 le curve di liv-
ello sono definite solamente per = € [z_, x| e dunque tutte le traiet-

2
torie sono periodiche ad eccezione di quellain cui E := V (z) + % =0,
che contiene solo il punto di equilibrio; se invece o < 0, questo € vero
solo per valori di energia minori di quello dei due p.d.e. instabili, cioe

1
O<FEF<—.
2a

y
1.5 f(z,y) = / e*tht, E = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1}: per il teorema fon-

xr
_/-2 —1 2 . .
damentale del calcolo, V f (z,y) = (—e eV ) non si annulla mai, dunque
mbin I max f saranno raggiunti necessariamente sul bordo dell’insieme e

pertanto, per il principio dei moltiplicatori di Lagrange, risolveranno il sis-

—(—x)® —a? -y?
e e e
tema {—e_g”2 = 2ze ¥ = 22wz’ +yP =1 = =— =2\ = )
—x x Y
2 2 2 2

e de® —2z%e " —e7®

dunque dall’iniettivita della funzione (— = < 0)
. . oz drox cx?

deduciamo che y = —x e sostituendo infine nell’ultima equazione abbiamo

\/§ % 2 _g 2
che x = +——; dunque, max f = / e U dt e min f = / e Udt =
2 E 2 E 2

x

V3
2
=— / v e’tzdt; infine, | lim  f(x,y) non esiste, perché f(x,z) = / e Pdt =0
—/2 x
2

7y)‘*>oo xT

e f(x,—x) = / e dt V250 /.

x

21 G=U(Zys), ) ={1,2,4,7,8,11,13,14} ha 8 elementi, dunque tutti i suoi
sottogruppi propri avranno 2 o 4 elementi: i primi saranno generati dagli
elementi di ordine due e dunque sono (4}, (11), (14) mentre i secondi pos-
sono essere generati da un elemento di ordine quattro o da due di or-
dine due e quindi sono (2) = (8),(7) = (13), (4,11) = (4,14) = (11, 14).
Per trovare due gruppi H e K tali che G sia loro prodotto interno &
sufficiente prendere H con due elementi e K che non contenga H: in-
fatti, essendo G abeliano tutti i suoi sottogruppi sono normali, inoltre
HNnK#H=HNK={1} e (H,K) # K = (H,K) = G; dunque abbi-
amo quattro scelte possibili in tutto: K pud essere (2) oppure (7) mentre
per H si puo prendere (11) oppure (14).

0 h h
22 A= 1 h? —h 1

0 h h hooh
1. 7(A) <3< 0 #det(A) = 1 h2—=h 1 :—‘0 h1’+
h—1 0 h—1
h h
+(h—1)‘h2_h 1 =h—h?>+(h—1) (k> —h*+h) = —h* +2h> —h® =

= —h*(h —1)2, dunque A ha rango minore di 3 < h =0V +1.



0 1 1 - 1 1
2.h=1=A=|1 01 |=PN=| 1 =X 1 |=
0 0 0 0 0 =X
=\ ‘ _1)\ _1)\ ‘ =—-A ()\2 - 1), dunque A ha tre autovalori distinti

(0 e £1) e pertanto ¢ diagonalizzabile

23 V:={X € Ma(R) : AX = X A} & unsottospazio di Ma(R) perchése X,Y € V =
= A(aX +b0Y) = aAX + bAY =aXA+ bYA= (aX +bY)A. Per trovare

la dimensione di V notiamo che L Yy (T 1l =
1 2 z w zZ w 1 2

= ( =~y wmr—y , dunque la dimensione di V sara pari a

r+z—w Yy—z
z—y=20
D w—x—y=0 . .
quella delle soluzioni di et —w=0 " le prime due equazioni sono
y—2=0

indipendenti, mentre la terza e la loro differenza e la quarta ¢ la prima
cambiata di segno, dunque le soluzioni del sistema hanno dimensione 2 e
quindi anche dim(V') = 2.

2.4 Mostriamo che se agv + a1 Lv + ... + am_1 L™ v = 0,alloraa; =0Vi=0,...,n
per ¢ = 0 ¢ vero perché 0 = Lm_l(aov +arlv+ ... Fap L") =
=aol™ '+ (ay +asl + ...+ ap 1 L™ L™ = agL™ v = ag = 0; sup-
poniamo ora che sia vero per ¢ = 0, ...,k — 1 e mostriamo che € vero anche
peri=k: seag = ... =ar_1 = 0, allora ho che akLkv 4.t am L™ =0
e dunque 0 = Lm_k_l(akLkv +...+ am,le_lv) =a, L™ v+ (ag+1 + agyo L+
+...+ am,le_k_Q)Lmv =a, L™ v =a; =0.

25 V = C([0,1],R)

1
1. <af—|—ﬁhg)::/(af()+,8h( x—a/f x)dz+
+5/ x)dx = a(f, g) + B{h,g) e analogamente si ottiene la
linearita nel secondo argomento, inoltre (f, g) / flx

1
= / g(x) f(z)dx = (g, ), ([, [) = / f2(z)dx > 0 e vale 'uguaglianza
0

solamente se f =0, dunque (f,g) / f(z)g(z)dz & un prodotto
scalare su V.

2. Poste f1(x) =, fo(z) = 2 troviamo una base ortogonale g; (z), g2(z)
al sottospazio da loro generato attraverso il procedimento di Gram-

1.3
’ z°dr
Schunidts g1(z) = f1(2) = 7, ga() = fole) — P2DL gy (@) = g2 - BT,
(91,91) fo x2dx
ZE4 !
2 [TL 2 3
=" — r=ux°— —-x; a questo punto, una base ortonormale

1
5o !



sara{ g2 } { % }
\/91 91 92 92 \/fo 22dz \/fo ix

3.

4

23 22—

{/5 N } {WV bl }:

{fm r(x - jx)} - {v3e, 4@2 ~3vAa).
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1.1 f(z / 1/ dt dunque per il teorema fondamentale del calcolo

> 0 e quindi la funzione € monotona crescente; inoltre,

= =27 > 0 e quindi la funzione & convessa; infine, la
2 \/I -z

1
[t
funzione puo essere estesa per continuita in x = 1 perché / ﬁdt < 400
0 _

perché ha lo stesso andamento di / , quindi f & anche limitata.

dt
o V91—t
L2 |f() = f)] < (o =9 Vg € R LI ooy 2y
ticolare passando al lim otteniamo che f/(z)=0Vz € R, dunque f &

y*)CD
costante.

1.3

N
[~]=
| =
\_/

N}

3

|

N
|

[~]=
[N}

>
[ =
—
~—

%)
3

Il

|
3
|
—

[\

| —
—_

Il
N
| —

—_
|

—~
| |roi=

SN—"

3
+
—
\—/
%)
Il

<.
Il
o

=, . d <=~ , d = 1 = (2"
1.4 nT zxZnﬂc :1:%2:13: :xd:vl—m:x(l—x)Q:;n(S) =
3 7( 2)2 = 6, ove la derivazione termine a termine ¢ possibile perché
la serie di?i)otenze converge puntualmente e la serie (Oiflle derivate converge

uniformemente in [-1 4 6,1 — 6] V6 € (0, 1) perché Z sup [nz" | =
n—1 TE€[—1+4,1-4]

1. H(z,y) = (y72:c2) (y71+2x2) =y —y+222 — 42t = c;ltH( (t),y(t)) =

= —zg'c(t) + —g(t) = (42 — 162°) (2y — 1) + (2y — 1)4x (42° — 1) = 0,

dunque H ¢ una costante del moto.



2y—1=0

e (43;2 B 1) 0 dalla prima equazione

2. (z,y) & punto di equilibrio < {
ricaviamo che y = —, dalla seconda che x =0V *+1, dunque ci sono

1 1
tre p.d.e: (O7 2) e (:l:l, 2); per discuterne la stabilita, studiamo la

matrice del sistema linearizzato: A(x,y) = < 481‘9—4 (2) > =

1
= A (:I:l, 2) = ( 404 g ) ha per autovalori 2v/22, mentre il punto

1
(O, 3 ¢ stabile per il teorema di Ljapunov perché e di minimo locale

1 o 2
perHinquantODiy(O,): (4 818$ g) :<3 g)
(z,)=(0,3)

2
3. Se (x(0),4(0)) = (1,2) mi trovo lungo la curva y = 227, dunque la

. 2 t
traiettoria € soluzione dell’equazione & =dv 1 =t= ds =
z(0) =1 0

/t i(s) . w=al) /‘”(“ dx 1/“’(” da 1/x(t) dr
= —as = = - —_ —_—
o 4x2(s) —1 y 4a2-12); 220-1 2/ 2z+1

1 6x(t) — 3
= —log(2z(t) — 1) — —(log(2z(¢ 1) —log3) = — —
0g(2w(t) = 1) = 7 (log(2w(t) +1) —log3) = 7 log 5ae—
et 2x(t) -1 2 2 eft 3t
= — = =1- = =1—-—=
3 2x(t)+1 2x(t)+1 ~ 2z(t)+1 3 3
3 2x(t) + 1 1 3 1 3+t
= = —rt) =)= — =
3— et 2 Wty =eW=g=m 5= g g i
4t 4¢
dunque, la soluzione con quel dato iniziale & (z(t), y(t)) = 63j2664t ,2 (63j26€4t) )

2.1 Sia K l'insieme delle matrici del tipo < Z

. _ ay 7b1 0 0 _ as 7b2
Lowix= (8 ) (00 ) eme (2 ) ex

v [ ar—ay —(by—b) 1 _
X1 X2< bl—bg a1 — as EKeX1X2 =

1 aiaz+bibs __azbi—aiby
_ (@ —h az by a3 +b3 az 2 cK
by ai a% +b§ —by  as a2bi—aibs a1a2+b1bo ’

aZ+b3 aZ+b3

b > con a,b € Fs.

dunque K & un campo.

2. Identificando le matrici del tipo 8 2 ) con F3, ho che K = F3(a)

(0 1Y asar— (O L 0 -1\ (-1 0
con o = 1 0 ; poiche o™ = 1 0 1 0 = 0 _1 ,

Fs[X
ho che a & radice di X? + 1 e dunque K ~ 2

(X2+1)°

3. (K*,-) & ciclico di ordine 8, dunque ha ¢(8) = 4 generatori; 1 chiara-
mente non puo essere un generatore, e neppure —1 perché ha ordine
2 in quanto (—1)2 = 1; inoltre, neanche =« possono essere generatori



perché (£a)? = (—1)? = 1 e quindi hanno ordine 4; dunque, i gener-
atori del gruppo moltiplicativo sono 1 +a, 1 —a, a—1e —1 — a.

my + (m —2)z = =2

2.2 me+y+2z=1 : il determinante della matrice dei coefficienti e
mr+3z=1
0 m m=2 m m—2 m m— 2
m 1 2 =-m +m =m(2 —2m),
0 3 1 2
m 0 3

dunque per 0 # m # 1 il sistema ha un’unica soluzione data da
-2 m m-2 0 -2 m-—2 0 m -2

1 1 2 m 1 2 m 1 1
10 3 m 1 3 m 0 1 || (m+2 1 1
m(2 — 2m) ’ m(2 — 2m) T om(2—2m) C\m2-m’l-m’'l-m)’

Se invece m = 0 oppure m = 1, il sistema non ha soluzioni perché la ma-
trice dei coefficienti ha rango minore di 3 a differenza di quella orlata
(basta notare che il determinante del minore ottenuto con le ultime tre
righe non & nullo).

n

-1 1 1
2.3 Sia A, = 1 -1 1
1 1 -1
-1 1 1 —-1-X 1 1
1. Diagonalizziamo la matrice B = 1 -1 1 : 1 -1 1 =
1 1 -1 1 1 —-1-A
—2x+y+2=0
=4-N-N=D2-1D)\+2%2 V=4 z-2y+2=0 =((1,1,1)),
z+y—22=0
r+y+2=0 1 1 0
Vo=< z4+y+2z=0 ={1,0,—-1),(0,1,-1)), dunquepostaM = 1 0 1
z+y+z=0 1 -1 -1
1 0 0 1 0 0
hocheB=M"'1 0 -2 0 |M=A4,=B"=M"'[ 0 (-2 0 M =
0 0 -2 0 0 (=2)"

L 2Em T 1= (=2 1 (=2
== 1-(=2" 2(=2)"+1 1-(-2)"
1— (=2 1—(=2)" 2(-2)"+1
2. Per quanto visto in precedenza, gli autovalori di A, sono 1 e (—2)" e
1 0 0
la matrice ¢ diagonalizzabile perché A, = M~ | 0 (=2)* 0 M.
0 0 (—=2)"

2.4 Se A € M, (R) ¢ diagonalizzabile, lo & anche A?: infatti, se A= MDM ™",
con D matrice diagonale, allora A> = MDM *MDM™' = MD?*M!,

dunque A2 & simile a D? che & diagonale; il viceversa ¢ falso, basta consid-

erare A = ( 8 0 ): non & una matrice diagonalizzabile perché non e la



2.5

matrice nulla ma ha entrambi gli autovalori nulli, tuttavia A? = ( 8 8 )

ovviamente ¢ diagonalizzabile.

—4 V2 =2

La matrice associata alla conica ¢ A= | —/2 1 -2 . poiché
-2 -2 1
det(A) = 0 e det(A4y) = 32 _12 = —3 < 0, la conica & un’iperbole de-

genere; per ridurre la conica a forma canonica, eliminiamo innanzi tutto i

termini misti diagonalizzando Ag tramite matrici ortogonali: P(\) = 1:2/\ 1:2)\ ' =
_ 2 _ _ [ —2X -2y =0 _ V2 V2
=(1-2X) —4_()\+1)()\—3).V1_{2X2Y0 =535 )
2X —2Y =0 V2 V2 , ,
Vo= { oX 4oy —0 = < <2, 2) >, dunque attraverso il cambio

_ V2 V2
X — 7\/‘;(I + T\/};l
— ! !
V=—35X"+%5Y
per avere la forma canonica, eliminiamo i termini lineari con la trasfor-
X/ _ X// X//2
— _ Y//2 =0
Y =Y" -2 ‘

di variabile otteniamo 3X"2 — Y2 —4Y' —4 = 0;

e otteniamo ora 3X"? —Y"? =0 =

magzione { 5
1
V3
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1 1 1
1.1 Essendo0 <1 —e ¥ <zperx > 0,allora0 = / Odz < / (1 — e*f"(””)) dx < / fn(x)dz,
0 0 0

1
dunque per il teorema dei carabinieri / (1 — 67f"(w)) dz "=5° 0.
0

12 1. lim 2* (log (2° + a) —2logz) = lim
T—r 00

Tr—00

log (z2 + a) — log (%)
T
z2

1.

log(1+¢
perché % 20

=a lim

T—>00

log (1+ %)

a
72

:a’

1 1 log(1+z) —e*+1
2. lim — = lim = 5 5
a—0\er —1 log(l+x) 20 (e* —1)log(l1+z) (2 —% +0(2?)) (z+ % +o0(z?))
2 2
— -1 1
i ) e 1 €3 Y

z—0 ;v2—|—o(x2) z—0 1—|—0(1)

1.3 A= {(:my,z) eR3: 2442422 §R2,x207y20,220} =

={(p,0, ) € [0,+00) x [0,27] x [0,7] : p> < R* pcosfsing >0, psinfsing >0,pcos¢ > 0} =
= {(p, 0,¢) € [0, R] x [0, g] X [0, g} }, ove (p, 8, ¢) sono le usuali coordi-

nate sferiche; dunque, /
A

R 5 1+ cos(2 5 51"
:/ p4dp/ + cos(26) dﬂ/ (1 — cos® ) sin pdyp = [p] [9 +
0 0 2 0 51y L2

_R57T2_7TR5

543 30 °

0 x=0
14 fo(x) = { log(1+2°")

nT

>0

n—sco 0 0<z<1
1. folz) "= f(x)—{210§x v

mentre se £ > 1sihache lim

n— oo nx 171%00 nr
log (1 + z%" log (227 log (1 + &=
perché g )— s ): s ( I2)ni>°°0.
nw nx nx
2. La convergenza ¢ uniforme perché sup |f,(z) — f(x)] = sup
z€[0,1] z€[0,1]
x2n71 1 oo
= sup =— "= 0e sup |fu(zx)— f(z)|= sup
z€[0,1] n n z€[1,00) z€[1,00)
1
= sup log (1. + 5) < log 2 "0
z€[1,00) nr n

sinfatti, se 0 <z < 1,0 <

log (1 + J:Q”) — im log (mzn) B

n—oo

R Z z
xdedydz = / dp/ d9/ dgap4 cos? f sin® =
0 0 0

sin(26)

jus
2

cos® ¢

4

|

0

|

log (1 + x2”)
nx

3

X

— cos 4

2n

nx

2nlogx
m

nx

2'n)

7210gx

< sup
z€[0,1]

log (1 + 2%") — log (z®")

)

X

l,?n

nxr

nx

n—r oo

< "=

us
2

0

0,



oo

3. Z fn(x) converge puntualmente <= z € [0,1): infatti, se x > 11l

n=1

- log 2
termine n-esimo della serie non tende a 0, mentre Z fa(l) = Z &,
n

n=1 n—00
e 0 xZn—l
inveceper0<x<lsiha0<2fn gz
n=1 n=1
essendo la serie divergente sul bordo dell’intervallo, la convergenza
non pud essere uniforme (ne totale), ma & totale (e dunque uniforme)

che converge;

2n 1 Sl 527171
su [0, 0] V& < 1: infatti, Z sup |fn(z)| < Z sup < < +o0.
n— le[O,é) n—12%€ [0,6) n n—1
1.5 V(x) = a(l — cosx) + cos(2x).
. . . . . =y
1. Il sistema dinamico associato e = —asing + 2sin(22) = (4cosz — a) sinz

dunque (0,0) e (7, 0) sono punti di equilibrio Ya € R; se |a| > 4, sono

a
gli unici p.d.e., mentre per —4 < a < 4 ci sono anche (i arccos (Z) ,0).

2. Un p.d.e. del tipo (z,0) & stabile <= z7 ¢ di minimo per il
potenziale, dunque essendo V'(x) = (a — 4 cos x) sin z, dal segno della

derivata prima deduciamo che se —4 < a < 4 i punti (:l: arccos (%) ,O)

sono stabili mentre (0,0) e (,0) soo instabili; se invece a > 4, (0,0)
¢ stabile e (m,0) & instabile, e infine per a < —4 (0,0) & instabile e
(m,0) stabile.

R
3. Essendo z € T = 57 tutte le traiettorie sono limitate, pertanto
™

sono periodiche ad eccezione di quelle che contengono punti di equi-
librio; dunque, poiché le traiettorie avvengono su curve di livello del

tipo % + V(z) = E, gli unici valori di E che non danno traiettorie

periodiche sono quelli dei p.d.e., cioe E =1, EF =2a+1 e, quando
—4<a<4, E=d*+a—1.

=MCD(X" - X° - X* 4+ X% X° —

21 I=(X"-X°— X"+ X? X°— X) C Q[X] & generato da p(X) =
X):
= X2 (X7 (X2 —1) - (X2—1)) X2 (x°

eXP-X=X(X"-1)=X(X’+1)(X*-1) =X (X’ +1) (X +1)(X —

allora p(X) = X(X — 1)(X +1) = X® — X infine, % = QIX] non ¢

(p(X))

un campo perché p(X) non & irriducibile.

-1 11 0 -1-x 1 1 0
0 00 -1 0 -2 0 -1
22A=1 4 1 o0 o |zTraM= 0 1 =) 0 -
0 1 1 —1 0 1 1 —1-X
-2 0 ~1
=(=1=X)] 1 =\ 0 :(—1—>\)<—)\’ _IA —10—)\’ 1“
1 1 —1-2X

ebbendoX7 X5 - X4+ x%2=Xx? (X5
—1) (X2 —1)=X*(X-1)*(X?+ X +1) (X +1)

1),

— X3

—X?+1) =



=(=1=X)(-AA+X) = (14+X1) =(-1=-X) (=N =X =1=X) =A"+2X* + 22> + 2 + 1;
gli autovalori di A sono le radici del suo polinomio caratteristico, cioe 1
(con molteplicita algebrica 2) e +i; autospazio associato a A =1 & for-

x 0 y+z=0
mato dai vettori che soddisfano (A + 1) Z = 8 — z _T_ Z}_:(? )
w 0 y+z=0

cioe & costituito dai vettori del tipo (¢, s, —s,s) e dunque una sua base &
ad esempio {(1,0,0,0),(0,1,—1,1)}; analogamente per l'autospazio as-
(~1-i)z+y+2=0
—iy —w =20
y—tz=0
y+z—(1+iw=0
tipo (—it,t, —it, —it) e dunque una sua base & {(1,4,1,1)}; infine per
(i—Da+y+2=0
. wy—w=0
A= —1 ytiz=0
y+z+@GE—Lw=0
e dunque una sua base & {(1,—i,1,1)}.

sociato a A\ = i: ¢ costituito dai vettori del

¢ formato dai vettori del tipo (it, ¢, it, it)

P? = P =V = ker(P) + Im(P) perché v = (v — P(v)) + P(v) Yv € V con
v — P(v) € ker P perché P(v — P(v)) = P(v) — P?(v) = P(v) — P(v) =0

e ovviamente P(v) € Im(P); 1noltre ker(P) N Im(P) = {0} perchése P(v) =0
e v = P(w) allora v = P(w) = P*(w) = P(v) = 0.

-3 -2 1
2X2 V2?2 _4X +2Y — 3 = 0 = la matrice associata alla conica & A = -2 2 0
1 0 -1
-2 1 -3 -2 .
det(A) = ‘ 2 0 ’ - ‘ 9 o ‘ = —2— (=6 —4) =8 # 0, inoltre posta

Ag = A(23|23) = ( g _01 ), si ha det(Ap) = —2 < 0, dunque la conica

¢ un’iperbole non degenere; per trovare il centro di simmetria & sufficiente
242X =0
1-Y=0

di simmetria sono le rette passanti per il centro di simmetria e aventi
le direzioni degli autovalori di Ag, ma essendo Ay diagonale queste rette
saranno parallele agli assi cartesiani, e cioe sono X = 1eY = 1; per ridurre
la conica a forma canonica, eliminiamo i termini lineari con la trasfor-

risolvere il sistema , dunque il centro & (1,1); gli assi

_ X=X+1 , P XN\ v\
magzgione Y=y 41 otteniamo 2X“ —Y"* -4 =0 < % + 3 =1
che e la forma canonica.

a b

det((a,b), (c,d)) = dl1= ad — be = det(ky(a1,b1) + k2(az, b2), (¢,d)) =

= det((k1a1 + koas, k1b1 + k‘gbg), (C, d)) = (k1a1 + k‘g&g)d - (k‘lbl + kzbg)c =

= ky det((a1,b1), (¢,d)) + ko det((asz, b2), (¢,d)) e det((a, b), (¢,d)) = ad — be = —(cb — ad) =
—det((c,d), (a,b)), dunque det & una forma bilineare antisimmetrica; in-

fine, det((1,0), (1,0)) = 0, det((1,0), (0, 1)) = — det((0, 1), (L,0)) = L edet((0,1), (0, 1)) = 0,

L R 1
dunque la sua matrice rispetto alla base canonica ¢ 1 0 >
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. a y=logz .. a - -0 a<0 ,
1.1 11m+(10gm) log(logz) * = yll>r(r)1+y logy—{ 0 a>0 , perché per

r—1
1

1 =
la regola di De ’'Hopital, lim 08y _ lim —%— = lim —ay®=0.
y—0+t Y~ y—ot+ —ay— L oo+

4+ 23 22— z+4 3 5
1.2 Calcol ———dr = St e )dr= B =
acoare/gﬂi1 z /(x21+9321) v /(m 2(x+1)+2(x1)> !

2

:?fglog\:z:+1|+glog|zfl\+c.

1 —xyt?
1_ ey
1.3 f(z,y) :/ %dt & definita V(z,y) € R?, perché l'integranda &
0

1— 6fa:yt2 1— efrth
limitata in quanto lim ——— = lim xyt
t—0 t t—0 :cyt2
oltre, per il teorema di continuita sotto integrale, la funzione & continua
Y(z,y) € R? perché l'integranda ¢ continua su tutto R?, l'intervallo con-

verge V(z,y) € R? e, se (z,y) € [x0 — &, 20 + €] X [yo — €, 90 + €], allora

= }1_13(1) zyt = 0; in-

1— e—xytz ‘1 _ e(xoie)(yoia)tz
; < ; € un maggiorante integrabile.
a2 b2
1.4 BEssendo 0 < (|an| — [bn])? = a2 + b2 — 2|a,b,| Vn € N, allora |a,b,| < 7" + ?"
o'} e} 2 b2 o0 2 o0 b2
e dunque ZO |anbn| < ZO ((12” + 2") _ En;O an i ano " < 400, cioe
o n= n=
Z anby, converge assolutamente.
n=0
. av 2 2
x:f—:llx(m -y 71)
1.5 V(z,y) = — (v? — (1 + z)? 2—1—x2:>{. r
(z,y) =— (" —1+2)°) (" - 1—2)) y:_%:4y(y2_xz_1)
. ey qr (22 —y*—1) =0
1. (z,y) € un punto di equilibrio <= : se
(z,9) p q {4y(y2—x2—)20

4z = 0 = 4y si ottiene ovviamente il punto (0,0), se 4z = 0 = y* — 2% — 1,
la seconda equazione diventa y* — 1 e percid si ottiene (0,41), men-
tre se 22 — y? — 1 = 0 = 4y la prima equazione diventa 2> — 1 =0 e
quindi si ha (41,0) e infine se 22 — y?> =1 =0=y? — 2% — 1 non c’¢
nessun punto perché si avrebbe 22 =y + 1 = 22 4+ 2 che & assurdo.

2. Per studiare la stabilita dei p.d.e., & sufficiente studiare il sistema lin-

. 1222 — 4y — 4 —8xy -4 0
earizzato A(z,y) = ( _Suy 1202 — 4a? — 4 ) A(0,0) = 0 —4
ha entrambi gli autovalori negativi e dunque l'origine € un p.d.e. as-
intoticamente stabile, inoltre A(0,£1) = 708 (8) ) ha invece au-

tovalori di segno discorde, quindi questi due punti sono instabili,



e analogamente sono instabili anche gli ultimi due punti, perché

A(+1,0) = ( f) _08 )

3. Le traiettorie sono ortogonali alle curve di livello della funzione V (z,y) =
=— (v’ = (1+2)%) (y* — (1 —2)*): lacurvadilivello — (y* — (1 + 2)*) (y* = (1 —2)?) =0,
contenente i p.d.e. instabili, ¢ formata dalle quattro rette di equazione
y=1l42,y=—-1—2x,y=1—x e y=x — 1, mentre le altre curve
si possono tracciare per continuita. Gli assi cartesiani elle bisettrici
sono invarianti per il sistema perché, essendo & = 4x (:E2 . 1),
allora z(0) = 0 = z(t) = 0 V¢ e analogamente § = 4y (y* — 2% — 1),
dunque y(0) = 0 = y(t) = 0 V¢, inoltre % (y2 — x2) =2yy — 2x% =
= 8y? (y2 —a2? - 1) — 822 (x2 . 1) =38 (y2 - J:Q) (y2 + 22 — 1), dunque
y(0)? — z(0)? = 0 = y2(t) — 2(t) = 0 Vt. Tl bacino di attrazione dell’origine
contiene il quadrato @ = {(z,y) € R? : |z + |y| < 1} (colorato in gri-
gio chiaro nella figura): infatti, prendendo come funzione di Ljapunov
W(z,y) =V(z,y) —V(0,0) =1- (y2 —(1+ x)Q) (y2 —(1- I)2)7 w
si annulla nell’origine ed & strettamente positiva nel suo intorno,
perché (0,0) & di minimo isolato per V, inoltre %W(x, y) = iV(:c, y) =

dt
ov ov
= (a0 G (). G (@0)) = ~IVV (@) < 0(oup) € R, inolre

prendendo P, = Q NV *((—o0,c]) Ve € (—1,0) (colorato in grigio scuro
nella figura), & un compatto contenente 1’origine, chiusura dell’aperto

Q NV~ ((=o0,c)), positivamente invariante perché V decresce lungo

le traiettorie, e infine I'unico suo punto (z,y) tale che —V(z,y) =0

¢ lorigine; dunque, il bacino di attrazione del punto di equilibrio
contiene ogni P, e dunque anche Q.

2.1 Sia ¢ : Z — Z3 X Z4 definita come ¢(z) = ([z]s, [2]4)-

1. ¢ & un omomorfismo perché p(z +y) = ([z + yls, [z + yla) = ([z]s + [yls, [z]a + [yla) =
= ([z]3, [*]4) + ([]3, [y]a) = ©(z) + ©(y), inoltre & suriettivo perché
o(x) = ([a]s, [b]s) <= Th,k € Ztaliche3h+a=x=4k+b=a—b=4k — 3h,
che & verificata se h = k = 1, cioe = 4a — 3b e quindi (4a — 3b) € ¢~ *({([a]3, [b]4)}) Va,b.
4 1
2. o *{([1]3,[2]4)}) = {x € Z : 3h,k € Ztaliche3h + 1 =z = 4k + 2} <= h= §k+§ €l =
< Jl€Ztalechek=2+3] <= z=121+10 <= 2 € 10+ 12Z = ¢ *({([1]3,[2]4)}) =
=10+ 12%Z.
4
3. kerop ={x €Z:3h,k € Ztaliche3h = © = 4k} <— h=§k€Z <— dleZ
taleche k = 3l <= x =12] <= x € 12Z = ker ¢ = 127Z; applicando

Z
il primo teorema di omomorfismo di gruppi si ottiene che Zsg x Zy = I'mp = =—.
kerop 127
0 h h
2.2 M.(f) = 1 h? —h 1

h—1 0 h—1
1. Essendo dim(ker f) =3 — r(M.(f)), affinché dim(ker f) =2 & nec-



Figure
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Curve di livello della funzione
v (1+2) (4 — (L—2)?)

—~

essario che sia h =0, altrimenti M, (f)(12]13) = (1) I} ) ¢ una
sottomatrice invertibile di ordine 2; per h = 0 si ha effettivamente
0 0 O
dim(ker f) = 2, perché la matrice 1 0 1 ha la seconda
-1 0 -1
colonna nulla e la prima uguale alla terza, dunque tutte e tre pro-
porzionali.
0 0 O x 0 0=
Cker f = (x,y,2) € R3: 1 0 1 y 0 = r+y=0 =
-1 0 -1 z 0 —rx—y=0
x = —y = ker f = {(s, —s,t)}, dunque ha per base {(1,—1,0), (0,0,1)}.
01 1 -A 1 1 g
.h=1=M(f)=11 0 1 | =PsN)=| 1 -1 1 :—)\‘1 _)\‘—
0 0 0 0 0 -A

=-A (/\2 — 1), dunque i suoi autovalori sono 0, 1 e —1; essendo tre
distinti, la matrice ¢ sicuramente diagonalizzabile; & rimasto solo il

0 1 1 z T y+2=0
calcolo degli autovettori: Vo = < (z,y,2): [ 1 0 1 y | =1y — r+2=0
0 0 O z z 0=
-1 1 1 T T
=Ww={tt-O)hkW=S(yz):| 1 -1 1 y =1y =
0 0 -1 z z



—r+y+z=0
< r—y+2=0 :>V1:{(t,t,0)};v_1:

—z=0
1 1 1 T T r+y+z2=0
=< (zyy,2): | 1 1 1 y =1y = r+y+z2=0 =V_1={(t,—t0)}.
0 0 1 z z z=0

1. Ih=A A" = 1=det(A- A") = det(A) det(A") = (det(A))? = det(A) = +1.

(2 Dy min () rorre g 2

_( d _b);sad,bc,mapoichéa2+bz173110r330€R

—c a
cos sin9>

tale che (a,b) = (cos6,sin@), cioe A = ( _sinf  cosf

24 A= ( 3 1 ) € Ma(R)eV ={X € M3(R) : XA e AX sono simmetriche}.

a 3a+2b a+b _( 3a+c 3b+d
L X (c >:> <3C—|—2d c—|—d)eAX_<2a+c 2b+d>’
[ 3b+d=2a+c | .
dunque V = {(c )EM2(R>'{a+b3c+2d}eunSOt_
tospazio di Ms(R) perche ¢ l'insieme delle soluzioni di un sistema
lineare.

2. Una generica matrice X € V & del tipo < 7p_ 3
5
Lo+ v Za+7b 3a+2b a+b
AX—( ? %’b f —I—%b eXA= atb 73 , dunque
tutte e 5ole le coppie slffatte sono del tipo (A1, Ag)

4
5
+Ib Ia+1Ib 3a+2b a+b
(5o win)- (50 ;a—g>

portuni.
-8 0 3
2.5 2X2 +4XY —Y? 4+ 6Y — 8 = 0 = la matrice associata alla conica & A = 0 2 2
3 2 -1
2 2 0 2

det(A) = -8 5 1|t 3 3 9|~ —8(—6) + 3(—6) = 30, dunque la con-

ica non & degenere; inoltre, posta Ay := A(23|23) = < ; _21 >, si ha

det(Ag) = —6, dunque si tratta di un’iperbole; per trovare il centro di sim-

tria & sufficiente risol i sist 2X+2Y =0 d 1

metria & sufficiente risolvere il sistema \ o7, o5y - _ o, dunqueil cen-

tro & (—1,1); gli assi di simmetria sono le retti passanti per il centro di sim-

metria e aventi le direzioni degli autovettori di Ag: 2 ; A _12_ N MA=6=(\-3)(A+2):

X+2Y=0 }

V?’:{(X’Y)ERQ:{;X—ZLYO 4X+2Y:O}

:<(271)>eV2={(X7Y)€R2:{ 2X+Y =0



((1,-2)), dunque i due assi di simmetria sono le rette di equazioni

_Zt_l X=t-1" r ridurre a form nonica 1 ni
Y —i41 ) y—1_o iPe urre a forma canonica la conica,

vanno innanzi tutto eliminati i termini misti diagonalizzando Ag attraverso

. . . . 2 1 1 2
matrici ortogonali: una base ortonormale di autovettorie § | —=,—= | , | ——=, —= | ¢,
V5 V5 5 V5
dunque con il cambio di variabile v — 3{ 5\;,5 si ottiene
6 12 v ! f
3X% -2Y? + —X'+ —Y’ —8=0; a questo punto, per ottenere la

V5 V5

forma canonica, e sufficiente eliminare i termini di primo grado con 'ulteriore

v’

X' = X" — 1
cambio di variabile { Vi yn Y5 siottiene3X"? —2Y"? —5 =0 <
=Y+ 2
2 2
X// Y//
5 5

3 2
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+o0 _ +o00 1 1)\¢ +oo (1)\¢
. 1./ (log(1 + ) 1ogx)qu:/ (log (1 + 7)) dm/ ), —
1 1 1

xP xP xP

T da
= <400 <= p+qg>1.
1

ggp+q
, [T Uog(+ @)lloga)r  [* (log(1 +a))e(loga)p [ (log(l+2))(loga)”
A rp+a A rp+a ) rP+a =
2 Foo I ptq =log 2 too
~ [ (logx)Pdx + %dmy ~ Pdx + yPHaePta—Dy gy « oo
1 2 xPte 1 log 2

p>—1
p+g>1"
s 1 1 1
d c 5 =sinzx 2 d 1 2 1 2
1.2 Calcolare/ f :/ %dxy = / 7y2dy:,/ 7y+,/ Y +
o COs 0 (1—sin2x) o (1-19?) 4 )y 1+y 4 )y 1-y
1 =
1 2 1 1 1 1 2
+-— + - — |log(l+y)—log(l—y) ———+——| =
4/0 1+y2 4/0 4[ g(1+y) —log(l —y) T 19}0
L e (1 g o) _ log3 1
A% 6.l3) 3ty T3

+o00 e—
1.3 dt.
f@) = /0 141

ol

—xt

o0 e o0
1. L’integrale & ben definito Va > 0, perché/ ‘ 57 dt < / e "tdt,
0 0

inoltre & di classe C" e la sua derivata & integrabile, e se x € [zg — &, 70 + €]
+oo d et +oo +o0 +oo

allora/ — dt = / - —ot gt < / et < / e~ (zo—e)tdt<too
0 dCE 1 + t 0 1 + t - 0 - 0

€ una maggiorante integrabile, dunque per il teorema di derivazione

—xt +o00
dt < / e~ (o)t gy

1+t ~—Jo

+oo —uxt

e
dunque e possibile passare al limite sotto integrale e quindi lim dt =

z—+o0 fq 1+t
+o0o e*It +oo
= / lim dt = / 0dt = 0.
0 z—o00 1 + ¢ 0

too g et too oy
2. Per il teorema di derivazione sotto integrale, f'(z) = / ———dt = —/ — e Tt =

+oo efa:t “+o0 1

= / dt — / e "'dt = f'(x) — —; dunque, per la formula
0 1 + t 0 X

risolutiva delle equazioni differenziali lineari del primo ordine, f(z) =

- x - fot ds “+oo _x—t
= eJi dt (f(+oo) +/ - dt) :/ < _at.
oo t . t

—+oo
sotto integrale la funzione ¢ di classe C'; inoltre, / ‘
0




14

1.5

zyu(z,y) — dyu(z,y) + 9zv(z,y) = 0
2y — 3y® + v (x,y) =0 '
Sia H : R* — R? definita come H(z,y,u,v) = (myu — dyu + 9zv, 2xy — 3y + 91}2):

OH xy—4y 0
T 1 T = o
ediclasse C, F(1,1,4£3,+1) e a(u,v)(l’lyig’il) = ( 9 % )

= ( —3 > ¢ invertibile, dunque per il teorema della funzione im-

(z,y,u,v)=(1,1,£3,£1)

9 £2
plicita 3F : (x,y) = (u,v) di classe C* che manda un intorno di (1,1)
in un intorno di (1,3) tale che H(z,y,ur(z,y),vr(x,y)) = (0,0), cioé
zyup(z,y) — dyupr(z,y) + 9zvp(z,y) =0 ) .
{ 2y — 3y + v (@, y) = 0 ,edG : (z,y) — (u,v) diclasse
C' che manda un intorno di (1,1) in un intorno di (—1,—3) tale che
H(z,y,uc(x,y),ve(x,y)) = (0,0); per calcolare le matrici Jacobiane ¢ suf-

d d
ficiente notare che 0 = —0 = d—(xqu(x, y) — dyup(z,y) + 9zvp(z,9))
5 v <x,y>=<1g> v 5 (2,9)=(1,1)
U U v
= (et + o0 )~ 105 )+ 95 o) + 90l) -
x v z (z,9)=(1,1)

= 9881)—F(1, 1) — 386’2(1, 1) + 28, perché (up(1,1),vp(1,1)) = (1,3); analoga-
x x

d
mente, 0 = —0 = —(xyup(z,y) — dyurp(z,y) + 92vp(z,y))
Y l@p=a,1) W

(z,y)=(1,1)

0 0 0
= (% o) +urten) — 5 o) ~ tur (o) + 925 0))

) , 3yd ) (w9)=(1,1)
=927 1,1) 3% 1,1y ~3,0= 20 = = (2zy — 3y + v2(x,1))
%y dy Az |z =y 4@ (#)=(1,1)
1o} 0 d
- <2y+2vF(x,y)vF(z,y)) —2+627(1,1)e0= 20 -
Oz (@)=(1,1) Oz 4y (g y=(1,1)

d 2 2 8vF (9111:*
< 20y = 3y" + vi(z,y)) = |2y =6y +2——(z,y)vr(z,y) =6~
Yy (2,9)=(1,1) Yy (2,9)=(1,1) Yy
99ve (1,1) — 324E(1,1) +28 =0 Gur(1,1) =2

d %e(1,1) —3%E(1,1) -3 = Ge(1,1) =1 1
HRAREY 9 4 62ee(1,1) = 0 Ove (], 1) = —1 - AUNANC
6% (1,1) —4=0 . T (11) =3
la matrice Jacobiana di F' in (1,1) & E ; ); con gli stessi conti, e
3 3
usando che (ug(1,1),v5(1,1)) = (—1,3), si trova che la matrice Jacobiana
s

di Gin (1,1) & < 5 ]

3 —3

1. Le forze che tendono a far deviare I'uomo dalla direzione radiale sono
la forza inerziale di rotazione e la forza di Coriolis. Consideriamo un
sistema di riferimento fisso kK = Oxyz tale che la piattaforma sia con-
tenuta nel piano zy e l'asse di rotazione sia l'asse z e un sistema
mobile K = O&n( solidale con la piattaforma rotante tale che gli
assi z e ( coincidano e che i due sistemi coincidano all’istante ¢ = 0;
scegliendo opportunamente gli assi « e y (e dunque £ e 1)), si puo sup-
porre il moto avvenga sull’asse &, cioe che la posizione dell’'uomo nel

(1’ 1) - 4a



sistema K sia Q(t) = (vt,0,0); inoltre, poiché la rotazione avviene
intorno all’asse ¢, il vettore velocita angolare & Q(t) = (0,0, w(¢));
dunque, indicando con m la sua massa, la forza inerziale di rotazione ¢ )
datada Fy(t) = —mQ(t) A (Q(t)) = —m(0,0,w(t)) A (vt,0,0) = (0, —muvtw(t),0),
mentre la forza di Coriolis ¢ data da Fa(t) = —2mQ(t) A Q(t) = —2m(0,0,w(t)) A (v,0,0) =
= (0, —2mww(t), 0); pertanto, la forza necessaria per compensarle en-
trambe & F(t) = (0, mv(tw(t) + 2w(t)),0).
2. L’istante il cui la persona raggiunge il bordo della piattaforma e
R
t = —a piattaforma smette di ruotare all’istante t = —, momento in

v v
cui il sistema K diventa inerziale, dunque il vettore che indica la po- |
mij(t) = mo(to(t) + 2w(t)) perte [ &

sizione diventa Q(t) = (vt,n(t),0), con n(t) tale che ¢ 7 (L&) =

#
n(3;) =0
L. . . . R R
dunque affinché il moto si mantenga radiale, cioe n(t) = 0 V¢ € 25 o |
v
) w(t) 2 C
dev’essere tw(t) + 2w(t) =0 <= o) =—7 = log(w(t)) = C —2log(t) <= w(t) = 2
w
R R
per — <t< —.
2v v

1. E sufficiente mostrare che ogni gruppo generato da 2 elementi ¢ ci-

MCD
clico: mostriamo che, se MCD(a,b) =1 = MCD(c,d), allora <%, §> _ <nm(bﬁja;))>7
a c a c ) a mcm(a,c) MCD(a,c)
ove <gvg> = {xg tygioye€ Z} C Q: infatti, 3 = oo Srepua =

d
mem(a, c) d MCD(a,c) MCD(a,c) o & o mcm(a’c)yCD(a’c) B
¢ MCD(b,d) mem(b,d) mem(b, d) d  mem(b,dMCDbd)
mem(a, ¢) b MCD(a,c) MCD(a,c) a c MCD(a,c)
= 7dunque<f77>: —_—
a MCD(b,d) mem(b,d) mem(b, d) b’ d mem(b, d)

b d d
viceversa, essendo C <MOD(b, d); MCD(b, d)) C (C, MCD(CL, b))7
be d

b
— 1, inoltre MCD (a,~——o ) =1
MCD(b,d)’ MCD(b,d) » inoltre MO (“’ MCD(b, d)
ad be be
d MCD = MCD (a, X
e dunque MG <MCD(b,d)’ MCD(, d)) ¢ <a’ MCD(b,d)
Qa C
"MCDbd) Y MCDE,d)
MCD(a,c) _ ‘TMCaDd(b,d) +yMCch(b,d) _ zad+ybe
mem(b, d) mem(b, d) bd

)

allora MCD (

) = MCD(a,c),

dunque 3z, y € Z tali che MCD(a,c) =

(identita di Bézout), e dunque

@ pyle(2,C)
b Ya S \val
2. E sufficiente mostrare che se z = % +Z € %, con MCD(a,b) =1,

allora bx = b% +Z =a+7Z =0+ Z; b e proprio 'ordine di z, perché

se n < b, allora na t b, dunque n—ba ¢ 7.

=X

3. SeG = <% +Z, g + Z> < % ¢ un sottogruppo di ordine n = mem(a, b),



MCD(a,c)
mem(b, d) ’
ma essendo MCD(MCD(a,c), mem(b,d)) = 1, 3z,y € Ztaliche 1 = aMCD(a,c) + ymem(b, d),
dunque 1 7 - xMCD(a,c) + ymem(b, d) _ xMCD(a, c) tye <MCD(a, c) n Z>
mem(b, d) mem(b, d) mem(b, d) mem(b, d)
) MCD(a,c) 1 MCD(a,c)
ma chiaramente W +Ze <mcm(b,d) + Z>, dunque G = <mcm(b,d) + Z> =

1
allora G = < + Z>: infatti, analogamente al primo punto, G = <
n

1
<mcm<b,d>+ * >
a 2 a-—1
22 SiaA=1| -3 5 2 € M>(R), con a € R.
—4 4 1
a—1 2 a-1 9 a—1
1. A=1¢unautovalorediA < 0=det(A-1I5)=| -3 4 2 :—4‘ ‘—
4 2
-4 4 0
a—1 a-1
-4 Y ’:—4(8—4a)—4(5a—5):—12—4a<:>a:—3.
0 2 -1 A2 1 sy o
2.a=0=2A= -3 5 2 =pa(A)=| -3 5—-2A 2 :—/\‘ 4 1_)\’—
-4 4 1 —4 4 1—-A
-3 2 3 5-)\ )
—2‘ 4 1_/\’—‘_4 4 ‘:—)\()\ —6A—3) —2(3BX+5) — (8—4)) =

=N+ 6N+ A—18 = (2— ) (A -2+ V3) (A—2 - V13), dunque
A ha tre autovalori distinti, pertanto ha 3 autovettori linearmente
indipendenti, perché autovettori corrispondenti a diversi autovalori
sono linearmente indipendenti.

2.3 A, B € M,(R).

n n n

Essendo (AB);; = zn:aikbkj, alloratr(AB) = Z(AB)ii = Z aipbri = z": z”: armbmi =
k=1 i=0 i=1 k=1 1=1 m=1
= Z Z bmlalm = Z Zbika;ﬂ- = tT‘(BA)

m=1 [=1 =1 k=1
2.4 V = {M € My(R) : my; = mag, ma; = 0}.

1. V & un sottospazio vettoriale di M3 (RR) perché ¢ I'insieme delle soluzioni
mip —maz =0

del sistema lineare
mo1 = 0

2. E sufficiente prendere come U un sottospazio di dimensione 2 tale che
U +V = M3(R), perché per la formula di Grassmann si ha dim(U N V) = dim(U) + dim(V)—
—dim(U 4+ V) = 0: per fare questo ¢ sufficiente completare i genera-
tori di V' ad una base di M2(R), in particolare posso provare ad aggin-

- . 10 0 1 0 0 0 0
gerematrlcldellabasecanonlca<O O)’(O O)’(l O)’(O 1>7

- . . 1
attraverso le equazioni che definiscono V', notiamo che My = 0 8 ¢V,

quindi puo essere scelto come un generatore di U: ne serve un al-
tro che sia linearmente indipendente da M; e dai generatori di V,



10 0 1 0 1 0 0
Chesono(0 1)6(0 O)' Mg—(o O)eM3(1 0)
non vanno bene perché V 4 (M) C My(R) 2 V + (M3) (ad esempio,
non generano le matrici tali che mg; # 0), dunque bisogna prendere

My = ( (1) (O) : sicuramente My ¢ V + (M), perché altrimenti quest’ultimo

sottospazio conterrebbe la base canonica e dunque tutto lo spazio, che

¢ assurdo visto che & generato da sole tre matrici; dunque,U:<((1) 8),((1) 8)>
0 d 1 2
3. AleU:»A1<Z O>eA2€V:>A2<8 C);»<_3 O>AA1+A2
a+c d o _ 1 O o 0 2
( b C>:>(a,b7c,d)—(1,—3,0,2):>A1—(_3 O>eA2—(O 0).
a b 0 0
01 0 0
0 0 0 1
a— A\ b 0 0
- 0 1-—A 0 0 - 3. _
pa(N) = 0 0 -\ o0 =(a=N({1-=X°: sea=1,la
0 0 0 1-A

matrice e diagonalizzabile se e solo se ’autospazio associato all’autovalore

1 ha dimensione 4, cioe <= A =1y <= b=0; se invece a # 1, la ma-

trice e diagonalizzabile se e solo se ’autospazio associato a 1 ha dimensione

3, ma questo ¢ sempre verificato perché Vi = {(:137 y,z,w) € RY: (A —1)(z,y,z,w)" = (0,0,0, O)t} =
={(z,y,z,w) ER*: (a— 1)z + by =0} = ((b,1 —a,0,0),(0,0,1,0), (0,0,0,1));

poiché V, = {(x,y,z,w) eRY: (A —aly)(z,y,z,w)t = (0,0,0,0)t} =

by=20
=< (z,y,2,w) € R*: il;oa)y =0t ((1,0,0,0)), A & diagonalizz-
w=0

abile attraverso la matrice M = ,cioe M~YAM =

—_
I
e
o~ oo
— o oo
o~ oo
— o oo

SO O
o

o O o
o o = O
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D1y e () -
1_1/1 Wdt:/l ¢ 2 / = llog(z + 1)]¢" = log (¢2 + 1) — log(e + 1) =

et +1 z+1
) e2+1
=lo .
& e+ 1

. a3+ 922 4 271 + 27 . (x+3)3 ,
e S L i A L
-8 -8 4x -8
2. lim T lim r_o__ ¢ li T ~+00.

z——occ log (1 + e**)  a——occ e log (1 + e*?) oo ehe

— 12| +2 o |z — 12|72 oz —12)2 —12/\" — 12
L3 1Z|x ™ poiché 1§/ =1 _ gy 3l "('x ')'x ]

n3e2n n—00 n3e2n n—00 n3 e2 e2
. |z 12| |z —12]
dunque la serie converge se <1, dlverge se 5 > 1,
e
| St 2n+4
mentre se =1ho E o = =et E —3 che converge perché
n
n=1
¢ un multlplo della serie armomca con esponente 3; dunque, la serie
r—12 N
converge <= % <1lcioet < 12—e2 <z <12+ €2
e

(oo}

2. E — 5 © una serie armonica con esponente 1 — z?, dunque con-
n
n=1

verge <= 1 — 2% > 1, cioé per nessun valore di z.

1.4 V(z,y) = — (y2 - (14 :c)2) (y2 -—(1- 26)2) = {

1. (z,y) ¢ un punto di equilibrio <= {

4z = 0 = 4y si ottiene ovviamente il punto (0,0), se 4z = 0 = y? — 2% — 1,
la seconda equazione diventa y* — 1 e percid si ottiene (0, £1), men-
tre se 2 — y? — 1 = 0 = 4y la prima equazione diventa 22 —1 =0 e
quindi si ha (41,0) e infine se 22 —y*> =1 =0 =y? — 2% — 1 non c’¢
nessun punto perché si avrebbe 22 =y + 1 = 22 4+ 2 che ¢ assurdo.

2. Per studiare la stabilita dei p.d.e., & sufficiente studiare il sistema lin-

. 1222 — 4y? — 4 —8zy -4 0
earizzato A(z,y) = ( _Suy 120% — 4a? — 4 ) A(0,0) = 0 _4
ha entrambi gli autovalori negativi e dunque l'origine ¢ un p.d.e. as-
intoticamente stabile, inoltre A(0, +1) = 58 (8) ha invece au-

tovalori di segno discorde, quindi questi due punti sono instabili,
e analogamente sono instabili anche gli ultimi due punti, perché

A(+1,0) = < o )




3. Le traiettorie sono ortogonali alle curve di livello della funzione V (z,y) =
=— (¥’ = (1+2)%) (y* — (1 —2)*): lacurvadilivello — (y* — (1 + 2)°) (y* — (1 —2)?) =0,
contenente i p.d.e. instabili, ¢ formata dalle quattro rette di equazione
y=1l+z,y=—-1—2z,y=1—x e y=2a—1, mentre le altre curve
si possono tracciare per continuita. Gli assi cartesiani elle bisettrici
sono invarianti per il sistema perché, essendo & = 4x (m2 . 1),

allora x(0) = 0 = x(t) = 0Vt e analogamente y = 4y (y2 —2?-1),

d
dunque y(0) = 0 = y(t) = 0 V¢, inoltre 7 (y2 — zz) = 2yy — 2xx =
= 8y (y2 —z? - 1) — 822 (x2 . 1) =38 (y2 — xz) (y2 + 22 — 1), dunque
y(0)? — z(0)? = 0 = y2(t) — 2(t) = 0 Vt. Tl bacino di attrazione dell’origine
contiene il quadrato @ = {(z,y) € R? : |z + |y| < 1} (colorato in gri-
gio chiaro nella figura): infatti, prendendo come funzione di Ljapunov
W(z,y)=V(z,y) —V(0,0)=1—(y* — (1+2)%) (" — (1 —2)*),W
si annulla nell’origine ed e strettamente positiva nel suo intorno,

d d

perché (0, 0) & di minimo isolato per V, inoltre %W(x, y) = =V(z,y) =

dt
= (0 G (). G (@20)) = =WV (@) < 0¥(o.p) € B, inolre

prendendo P. = Q NV ~((—o0, c]) Ve € (—1,0) (colorato in grigio scuro
nella figura), & un compatto contenente lorigine, chiusura dell’aperto
QN V7 ((—o0,c)), positivamente invariante perché V decresce lungo

d
le traiettorie, e infine 'unico suo punto (z,y) tale che —V (z,y) =0
e lorigine; dunque, il bacino di attrazione del punto di equilibrio
contiene ogni P, e dunque anche Q).

1.5 Innanzi tutto, il cambiamento di coordinate (u,v) = ®(x,y) = (a:y, g) &
x
.. . 2 2 2 37T
iniettivosu @ = {(z,y) e R%2 >0,y >0} DT =< (z,y) eR*:z<y<2z,— <y<—,z>0
x x

perché si ha { a;i \/\/% s inoltre, ®(T) = {(u,v) € R*; 1 < v < 2,21 < v < 37}

edet(Jp) = ) f/L f ‘ —9Y = 2v, allora/ zy sin(zy)dzdy = / usinu| det(Jp-1)|dudv =
2?2z Z T <1>(T)
_/ wsinu e — 2 dv f2 wsin udu _ [log v]? ([ weos u)3T + f27r cos udu) _
o(r) | det(Js)| , 2 2
_ log 2 (57r4; [sin u]37) _ gwlog 5

= MCD(X" - X° - X* 4+ X2, X° —
=X?(X*(x*-1) - (X2—1)) )(X2—1) = XX -1 (X*+X+1) (X +1)
eX® X =X (x'-1) = <X2+1> <X2 1) = X (X7 4 1) (X + (X ~ 1),

= — = X3 — X infine QL] = 7Q[X] non &
allora p(X) = X(X —1)(X + 1) = X° — X infine, i (X))

21 I=(X"-X°— X"+ X? X°— X) C Q[X] & generato da p(X) =
)

un campo perché p(X) non ¢ irriducibile.

2.2 T vettori v; = (1,2,0,1), vo = (1,0,1,0) e v = (—1,0,0,2) sono linear-
mente indipendenti perché la matrice avente come i-esima riga il vettore v;

essendoX7 X5 - X*+ X2 =Xx? (X57X37X2+1) =



1: Curve di livello della funzione

1 2 01 1 2
1 0 1 0 | harango3perchédet(A(123]123))=| 1 0
0 0 2 -1 0

0
1 |=-2#0;
0

—

inoltre non puo esistere alcun endomorfismo f di R* tale che:

T W N

~

vy) = vy.

~

vg) = 2v1 + 2.

~

f V1 + Vg +U3) = (2,271,1).

(
(
(v3) = vg — va.
(
f(v1 +va +v3) =(2,6,0,1).

perché le ultime due condizioni sono in evidente contraddizione.

2 =3

2.3 Sia R?? lo spazio delle matrici 2 x 2 a coefficienti reali, A = ( N )

e f:
1.

R??2 — R?? definita come f(X) = AX — X A:

f & un operatore lineare perché f(aX +0Y) = A(aX +bY) — (aX +bY)A = aAX + bAY —
—aXA—-bYA=a(AX — XA)+b(AY —YA)=af(X)+0f(Y)

Tl T12 —2x19 — 291 2711 + 4x12 — 2702
Se X = allora AX — XA = =
( To1 a2 ) ( 2x11 — 4x91 — 2200 2x12 + 229 )

_ (00 T21 = —T12 _ § ¢ .
_<0 0) — { os = 11+ 2019 ,dunquekerf-{( _ S+2t>,s,t€R}.



3. M= ( 1 1 > ¢ ker f perché, come si deduce dalla fine del punto 2,

ker f contiene solo matrici con diagonale secondaria a somma nulla.

0 1
2, Im(f) contiene solo matrici a traccia nulla.

4. I = ( 10 > ¢ Im(f) perché, come si deduce dall’inizio del punto

1
2.4 {(1,0,2),(1,1,1),(2,1,2)} ¢ una base di R® perché | 1

dunque poiché un endomorfismo ¢ determinato univocamente dall’immagine
degli elementi di una base, esiste un unico endomorfismo f : R® — R? tale
che £((1,0,2)) = (1,0,2), £((1,1,1)) = (2,2,2) e £((2,1,2)) = (6,3,6), ciod
tale che (1,0,2), (1,1,1) e (2, 1,2) siano autovettori con autovalori rispet-
tivamente 1,2,3. f € un isomorfismo perché la matrice che rappresenta f

1 0 0
rispetto alla base {(1,0,2),(1,1,1),(2,1,2)} e M= 0 2 0 |, che
0 0 3

& invertibile; infine, gli autovettori di f~! sono gli stessi di f perché
la matrice che rappresenta f~! rispetto alla base che diagonalizza f &

1 0 0
M*t=|0 10
00 %
2.5 La matrice che rappresenta la conica di equazione X2 + 2XY 4+ tY? +4X —6Y +t =0
t 2 -3
e A= 2 1 1 , dunque poiché det(A) = t* — 5t — 21, si hanno
-3 1 t

++V1
%, ed essendo det(A(23]23)) = 1 1

la conica & una parabola per ¢ = 1, un’iperbole per t < 1 e un’ellisse per

5+ /109 5+V109'per
2 2 ’

t =1 si ha la conica X2 +2XY +tY? +4X — 6Y + 1 = 0: per ridurla a

coniche degeneri per t = ‘ =t—1,

t > 1, reale per t € (17 ) e immaginaria per ¢ >

forma canonica bisogna innanzi tutto diagonalizzare la matrice A(23|23) = < } 1

. . . . ce 1= 1
attraverso matrici ortonormali; il suo polinomio caratteristico e 1 1— )\ ‘

e gli autovettori associato a A =2 e A = 0 devono essere tali che si abbia
spetti ¢ -1 1 z\ _(y—x\ _ (0 1 T
rispettivamente 1 v )= lz—y )= o e 1 y
V2 2
27 2’

1
1
2
= < g ), dunque una base ortonormale di autovalori e g , £

r+y
V2
2 )
X = 2X' 4 2y’
Y =¥2X' — 2y’
conica diventa 2X? — v2X' +1 — 5v/2Y" = 0 che, con I'ulteriore trasfor-
X' = X" + V2 ﬂ

mazione 10 diventa2X"? —5V2Y" =0 «— V" - YIx"2
_ 3v2 )
{ Y =YY" + 32 5

percio con il cambio di variabile I’equazione della



che ¢ la forma canonica.
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1.1 Essendo f,(z) > 0Vz € [0,1], allora 0 <1 —e @) < f,(z) Yz € [0,1] e
dunque 0 < /01 (1 — e*f"(z)> dr < /01 fn(x)dz "22° 0 e quindi per il teo-

1
rema dei carabinieri / (1 — e*f"(@) dz "=5° 0.
0

1 1 ! 1 !
12 0 < lim (1 — cos ()) log(n!) = lim n (1 — cos ( )) og(n! ) = lim og(nl) <
n-roc0 n n=so0 n n n—oo  2n?

1 n 1 1 1
< lim og(n") = lim 228 gy 280 0, dunque lim (1 —cos| — | ] log(n!)=0.
n—oo  2n2 n—oo 21 n—oo 2n n— o0 n
<
s ()| <

1.3 Z 2" sin (; ) converge puntualmente Vo € R perché Z 2" sin ( ) Z 2"
>0 n>0 n>0

> N
< E 2n% = || E (3) < +o0; inoltre, la convergenza e totale, e quindi
n>0 n>0

uniforme, sui compatti perché, come sopra, E sup " sin ( )’ <M E ( ) < 400
>0 z€[—M M] n>0
ma non & uniforme su R perché il termine n-esimo della serie non tende uni-

x 3"
formemente a 0 in quanto sup [2" sin (37)‘ > |2" sin <3n> ’ =2"sin1 "= 4.

zeR
T=2y—1
14 { y:4x(4x2—1) ’

1. H(z,y) = (y — 23:2) (y -1+ 23:2) =y —y+22% —dat = %H(x(t),y(t)) =
OH . OH

- %x(t) + a—yy(t) = (4z — 162%) (2y — 1) + (2y — 1)dz (42® — 1) =0,

dunque H ¢ una costante del moto.
2y—1=0

4x (4:52 — 1) =0 : dalla prima equazione

2. (z,y) & punto di equilibrio < {
ricaviamo che y = —, dalla seconda che x = 0V %1, dunque ci sono

1 1
tre p.d.e: (O, 2) e (:I:l, 2).

3. Per discuterne la stabilita dei p.d.e. studiamo la matrice del sistema

. . 0 2 1 0 2
linearizzato: A(x,y) = ( 4822 —4 0 ) = A (;l;l7 2) = ( 40 )

1
ha per autovalori +2v/22, mentre il punto (0, 2) & stabile per il

teorema di Ljapunov perché ¢ di minimo locale per H in quanto

1 4-482% 0 40
o o) = (0 )l (0 2)
2 0 2 /|y \O 2




4. Se (2(0),y(0)) = (1,2) mi trovo lungo la curva y = 222 dunque la

traiettoria e soluzione dell’equazione { i (E) 4f 1_ 1 =>t= / ds =

B /t IZZ(S) p m:ﬁ(s) /:c(t) dx B 1/9:(75) 1 /I(t dx
)y 251" T ), wm@-1"2), 2w—1 2) 2w+1
1 1 1 6x(t) -3
= —log(2z(t) — 1) — —(I t —log3) = —log ———
7 l08(22(t) = 1) = 7 (log(2w(t) +1) —log3) = 7 log 5orae—
et 2x(t) -1 2 2 eft 3¢t
= - = =1- = =1l-—=
3 2z(t) + 1 20(t) +1  2a(t)+1 3 3
3 20(t) +1 1 3 1 3+t
= = = —> 2T .
MEEYC SRR Tl s s g o
. N 3+et 34 et
dunque, la soluzione con quel dato iniziale & (z(t),y(t)) = (6 — it (6 — it

2+ sin %

(z® +1) (log z)?
dunque e sufficiente studiarne U'integrabilita all’infinito; inoltre, poiché

1.5 Innanzi tutto, la funzione non ha singolarita in [2, +00),

1
1<2+sin — < 3, la funzione ha lo stesso comportamento di
T

1
e cioe lo stesso di ————: dunque, la funzione & integrabile per a > 1,

x(log x)?
< 1
z(logz)? — z%(log2)?
non & integrabile perché V3 > 0 3C(3) tale che |logz| < C(B)z? Vo > 2 e
1

1—«
d = i h > h e i te-
unque per 3 1 si ha 2o (ogz)? = o2 (120‘)$1J50 che non é inte

@
< 1; infine, per o = 1 la funzione ¢ integrabile perché

che ¢ integrabile; per a < 1 la funzione

perché

1
grabile perché +

teo dr 1717 1
/2 r(logz)? [_log:rL ~log?2 < oo
Z[1)
(1+14)
1 + i & irriducibile essendo la sua norma (R(1 +14))? + (I(1 +4))*> =2 e un
numero primo; inoltre, il campo ha caratteristica 2 perché, indicando con

la] =a+(1+1i) € (12_@2) Va € Zli], siha2[a] = [2a] = [(1 +14)(1 —4)a] =

2.1 & un campo perché l'ideale (1 + i) C Z[i] & massimale, in quanto

V[a] € (12_5_1] ) ; infine, per ogni classe puo essere scelto di norma minore di
quelladi 1 + 4, dunque (12_[:] ) ={[0], [1],[-1], 4], [<7]}, ma poiché [1] — [-1] = [2] =
[1] = [-i] = [1Z+ i =[0]e[i] — [—i] = [2d] = i(1 —4)[1 + i] = [0], allora [1] = [-1]
e pertanto i _[:]Z) {[0],[1]} ha solo due elementi.
-1 1 1 0 -1-X 1 1 0
0 0 0 -1 0 - 0 -1
22 A= 4 | g o |TraM= 0 1 —A 0 -
o 1 1 -1 0 1 1 —-1-A

(z+1) (log z)?

)

(a—ia)[l+1i] =

)

[0]



- 0 -1
=(=1-=XN)] 1 =X 0 :(—1—A)(—A‘]5 —flxl"l‘i ]5‘>=
1 1 —-1-2A

:p&—Aﬂ AAFA) =1+ = (1= (==X —1-N=M+22+2 2 + 22+ 1=

=(\+1)? ()\2 + 1) gli autovalori di A sono le radici del suo polinomio

caratteristico, cioé 1 (con molteplicita algebrica 2) e +i; autospazio asso-
T 0 y+2z=0

ciato a A = 1 & formato dai vettori che soddisfano (A + 1) vl = g wf 0 ,
z y+z=0

0
0
w 0 y+2=0
cioe & costituito dai vettori del tipo (¢, s, —s, s) e dunque una sua base &
ad esempio {(1,0,0,0),(0,1,—1,1)}; analogamente per lautospazio as-
(-1—-dzx+y+2=0
—iy—w=~0
y—1iz=0
y+z—(1+49)w=0
tipo (—it,t, —it, —it) e dunque una sua base ¢ {(1,4,1,1)}; infine per
(i-1z+y+z=0
) iy—w=0
A= —u ytiz=0
y+z+(GE—Lw=0
e dunque una sua base ¢ {(1,—i,1,1)}.

sociato a A = i: ¢ costituito dai vettori del

¢ formato dai vettori del tipo (it, ¢, it, it)

mY +(m—2)Z = -2
2.3 mX+Y+2Z7=1 : il determinante della matrice dei coefficienti e
mX+3Z=1
0 m m-—2
m m—2
m 1 2 =—-m 3 ‘
m 0 3
dunque per 0 # m # 1 il sistema ha un’unica soluzione data da
-2 m m-2 0 -2 m-—2 0 m -2
1 1 2 m 1 2 m 1 1
1 0 3 m 1 3 m 0 1 ( m+2 1 1 )
] .

2m(l—m) 2m(1—m) 7 2m(l-m 2

m m—2
2

= 2m(1 - m)

m2—m’l—m’'1l—m

Se invece m = 0 oppure m = 1, il sistema non ha soluzioni perché la ma-
trice dei coefficienti ha rango minore di 3 a differenza di quella orlata,
perché il determinante del minore ottenuto con le ultime tre righe non ¢

nullo.
2.4 1. Lacondizione (v, v9) C ker(F) equivale a F((0,0,1,1)) = (0,0,0,0) = F((0,1,1,0),
F((1,0,0,0)) = (c,0,0,0)
, F((0,0,0,1)) = (0,0,1,0)
dunque F' dev’essere tale che F((0,0,1,1)) = (0,0.0,0) ; sottraendo
F((0.1,1,0)) = (0,0,0,0)
la seconda equazione alla terza si ottiene F'((0,0,1,0)) = (0,0, —1,0)
e sottraendo quest’ultima alla quarta equazione si ottiene F'((0,1,0,0)) = (0,0, 1,0),



F((1
dunque si ha F((0 , pertanto la matrice
F((0

che rappresenta F' rispetto alla base canonica e

S o o0
o~ OO

o
o~ OO

c—XA 0 0 0
0 -A 0 0
0 1 —-1-Xx 1
0 0 0 -

2. Il polinomio caratteristico di F' &

= A?(\ —¢)(\ + 1); Pautospazio asso-

:—)\(c—)\)' _IO_A jA ’

ciato a A = 0 e dato dai vettori tali che { ;z_zzg_ w=0" cioe del
. (0,s,t,t—s) sec#0
tipo { (s,t,u,u—t) sec=0"

(0,1,0,-1),(0,0,1,1) sec#0 . .
{ (17 07 07 0)? (05 17 07 _1)7 (07 Oa la 1) sec=0" : autospaZIO assocr
(c+1)z=0
y=0
y+w=20
w=0

dunque una sua base ¢

ato a A = 1 ¢ dato dai vettori tali che , cioe del tipo

0,0,
0

1,0) sec#—1
1,0,0,0

,0),(0,0,1,0) sec=-1"
—cy =20

infine, 'autospazio associato a A = c & dato dai vettoritaliche ¢ y— (1+c¢)z+w=0 ,

—cw =0

{ (0,0,5,0) sec#—1

DI
(5,0,£,0) sec——1" dunque una sua base ¢ { (

)

(s,0,0,0) se —1#£c#0
cioe del tipo ¢ (s,0,¢,0) sec=—1 , dunque sono generati
(s,t,u,u—t) sec=0
(1,0,0,0) se —1#£c#0
da < (1,0,0,0),(0,0,1,0) sec=—1 .
(1,0,0,0),(0,1,0,—1),(0,0,1,1) sec=0
3. In base a quanto visto al punto precedente, F' ¢ diagonalizzabile
Ve € R, perché una sua base di autovettori e {(0,1,0,-1), (0,0, 1, 1), (0,0,1,0),(1,0,0,0)}.

2 -2 -1
2.5 La matrice associata alla conica e A = -2 2 2 ; poiché det(A) =
-1 2 5
=22 2] T2 2] 3| =2 imotns st = e -

= ( 2 2 ) = det(Ap) = 6 > 0, dunque la conica & un’ellisse; per trovarne

2 5
—2+2X+2Y =0

il centro e sufficiente risolvere il sistema { 149X 4BV =0 quindi il

4 1
centro ¢ (3, 3) ; i due assi di simmetria sono le rette passanti per il cen-



tro e aventi le direzioni dei due autovettori di Ay: 2;>\ 53)\ ’:()\—1)()\—6),
[ X42v=0 _ [ X 42y =0
i={ o v = e = { VR0 — (), dunaue
- _ 4 - 4
idueassisono{x 2t1+3 {x t+31.

Per ridurre a forma canonica la conica, eliminiamo innanzi tutto i termini
misti diagonalizzando Ag attraverso matrici ortogonali, dunque poiché

a base ortonormale di autovettori di A é<< 2 1) <1 2>)
un rtonor i autovettori di - ], 7
’ \/g \/g \/5 \/g

X=-2x'+Y
e quindi con il cambio di variabile v — X/\/g 5 Y/\/g si ottiene che
=BTE

6 8
24+ —X'+ X2 — —Y'+6Y"? = 0; a questo punto, per ottenere la forma

V5 V5

X' = X" — 3 1
canonica elimino i termini di primo grado: s on W o+ XY =0
Y=Y 2 3

2 2
X" Yy
V3 3v2
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1.1 f(= / 1/ dt dunque per il teorema fondamentale del calcolo

> 0 e quindi la funzione € monotona crescente; inoltre,

5 >0 e quindi la funzione & convessa; infine, la

1
t

funzione puo essere estesa per continuita in z = 1 perché / ﬁdt < 400
0 V1=

1
perché ha lo stesso andamento di / quindi f & anche limitata.
0

dt
Vi—t

15

10

Figure 1: Grafico della funzione f(x / 1/ 1 dt

3 2 1 2 1 2 2 _
r /Hx—ﬂfﬂdx:/( (x+1) (= +1) dgc:/ﬂciﬂdwz/wdw+

x3+1 r+1)(x2—z+1) x?2—x+1 x2—z+1

+/ T d +1/ 2x — 1 d +1/ dzx n n
— de=2+4+- | ———dx+- | ———+c==x
2 —xz+1 2) 22 —x+1 2) 22 —x+1

Jog (a? —x )+/ i dﬁc_ﬁog(wxuf/ S det
2 2) (z-1)7+2 2 (M) 1
log (z? —x4+1) 2 2v/3x —
L lloat) 2E (3B
2 3 3
(71,—2)(11,3—1)
n3_1 0243\ (n2+43)(n2+1) (n—2)(n3-1)

—92 n2+1 -9 n—2 _ ( 1
1.3 lim <1 i ) " lim <1”) — lim e (TR)EA) — 2

n— o0 n2+3 n—00 n%+3 n—0oo e



n sin (%)

g M= (A=sin(G)) _

1 1
lim n(l— 1—sin(>>:

n

= lim = .
nU 4 J1—sin (L) 2

n

1.4 V(z) = a(l — cosx) + cos(2x).

=Y
y = —asinz 4 2sin(2z) = (4cosx — a)sinzx
dunque (0,0) e (7, 0) sono punti di equilibrio Ya € R; se |a| > 4, sono

1. Il sistema dinamico associato e ,

a
gli unici p.d.e., mentre per —4 < a < 4 ci sono anche (:I: arccos (Z) ,O).

2. Un p.d.e. del tipo (z0,0) & stabile <= zy & di minimo per il
potenziale, dunque essendo V' () = (a — 4 cos x) sin z, dal segno della
derivata prima deduciamo che se —4 < a < 4 i punti (i arccos (%) ,0)
sono stabili mentre (0,0) e (7, 0) soo instabili; se invece a > 4, (0,0)
¢ stabile e (m,0) ¢ instabile, e infine per a < —4 (0,0) ¢ instabile e
(m,0) stabile.

R
3. Essendo z € T = 7 tutte le traiettorie sono limitate, pertanto
T

sono periodiche ad eccezione di quelle che contengono punti di equi-

librio; dunque, poiché le traiettorie avvengono su curve di livello del
2

tipo y? + V(z) = E, gli unici valori di E che non danno traiettorie

periodiche sono quelli dei p.d.e., cioe E =1, E=2a+1 e, quando

—4<a<4,E=d’>+a—1.

1.5 Innanzi tutto, il cambiamento di coordinate ®(z,y) = (y—x3,y+x3)

N L, e v—Uu u+v .
¢ iniettivo su tutto R? perché &~ 1(u,v) = <f/ 5 ,2>; inoltre,

u—+v v —
<3,
2 2

‘I)(T)Z{(U,U)ERQZU>O, u21}:{(u,v)ER2:0<u§2,u—|—2§v<6—u}

2.2 —u\3
edet(Jp) = ) 3?;35 1 ' = 62> =—6 (U 5 u) ,dunque/Tx2 (y — 2%) ey+13dxdy =

2 2 2 6—u
_ 3 Vou)3 eV udu evdv
2/ <v u> ue’| det(Jp-1)|dudv z/ Mdudv = s fu+2 =
o) \ 2 oy |det(Js)l 6

_ f02 u[e”]gl’édu _ f02u (ef7v — e“+2) du  e? S 2 e 412
= 5 = 5 =5 /0 ue du—/o uetdu —E([—ue ]0—|-
2

2 2 2
+/ et du — [ue®]? +/ e“du) = % (—262 + [—64*“](2) —2e% + [e“]g) = % (e —4e* —1).
0 0

2.1 Sia K l'insieme delle matrici del tipo ( b ) con a,b € Fs.

. _ ay —bl 0 0 _ as —b2
Lowix= (2 ) o (00 ) pn (2 ) ex

_ — - _1:
X1 —Xo <b1—b2 a1 — as )EK6X1X2



1 ajas+bibs  _ asbi—aibs
_ (o —h ag by a2+b2 a3+by cK
bi a1 Ja3+b3\ —b2 a2 ey b n b b ’
a3+b3 az+b3
dunque K e un campo.

2. Identificando le matrici del tipo ( 8 con F3, ho che K = F3(a)

0

a
cona:(o -1 )'poichéa2:<0 _1)(0 _1>:<_1 0)
1 0 ’ 1 0 1 0 0o -1 )

ho che a & radice di X2 + 1 e dunque, per il teorema fondamentale
F3[X
di omomorfismo di anelli, K ~ ﬁ
(X2+1)

3. (K*,-) e ciclico di ordine 8, dunque ha ¢(8) = 4 generatori; 1 chiara-
mente non puo essere un generatore, e neppure —1 perché ha ordine
2 in quanto (—1)2 = 1; inoltre, neanche +« possono essere generatori
perché (+a)* = (—1)? = 1 e quindi hanno ordine 4; dunque, i gener-
atori del gruppo moltiplicativo sono 1 +a, 1 —a, a —1e —1 — a.

1 0 2
22 A=10 1 1
1 1 a
1—A 0 2 11 1
1. Il polinomio caratteristico di A & P4(\) = 0 1—-A 1 =(1-X +
1 a— A
1 1 a— A
+‘ 12/\ %‘:(1_)‘)()\2—)\(a+1)+a—1)—2(1—)\)=—)\3+(a+2))\2+(2—2a))\+
+(a — 3).

2. La matrice e sicuramente diagonalizzabile se il suo polinomio carat-
teristico Pa(A) = (1 = A) (A> = A(a + 1) + a — 3) non ha radici mul-
tiple: poiché A = 1 non & radice di A> — A(a + 1) + a — 3 per alcun
valore di a, questa condizione & verificata <= (A\* — A(a + 1) +a — 3)
non ha ha radici multiple, cioe se non si annulla il suo discriminante
a?—2a+ 13, ma questo ¢ sempre vero perché a?—2a+13>a®>-2a+1= (a— 1)2 >0,
dunque la matrice & diagonalizzabile Va € R.

2.3 1. Ae A" hanno gli stessi autovalori perché hanno lo stesso polinomio
caratteristico, perché Pa () = det(A — AL,,) = det ((A — AH)t) = det (At — ()\Hn)t) =
= det (At - )\H;) = det (At — /\]I) = Pac(N).

. (01 . -2 1 |
2. Scegliendo A = ( 0 0 ), si ha PA()\)‘ 0 — ’ = A%, dunque
o N 0 1 z\ _ (0 B
1unlcoautova10ree/\—Oe<0 0><y =10 — y=0,

dunque gli autovettori sono tutti e soli quelli del tipo (¢,0), mentre

. 0 0 x 0
perlasuatrasposta51ha<1 O)<y>_(0) <~ z=0e

quindi gli autovettori di questa matrice sono del tipo (0, ).

1
3. Se A e invertibile, allora A & autovalore di A <— X & autovalore di

A~ perché X\ # 0 per ogni autovalore di A in quanto A ¢ invertibile, e



I
A

dunque det(A — AlI) = det(A) det (H — )\A_l) = det(A) det ((_)‘) (A_l - )) =
—1)" I
_ ( /\n) det(A) det <A1 _ )\), dunque poiché det(A) # 0, allora

det(A —Al) =0 < det <A1 - )H\> = 0.

2.4A<_4 10>¢PA(/\)‘_4_/\ 10 ’)\33)\+2(/\1)(/\2),

-3 7 -3 7T—A

e gli autospazi associati agli autovalori sono rispettivamente V3 = < (x,y) € R? :

:(g)}=<<2,1)>ev&={(m»y>€R2:(_g 150)@):(8)}:

5 1 _
1 3 ,allora M™"AM =

0
2

10 1 0 -
—(0 2100>$A100—M<0 2100>M 1—<

6—5-219 10(2'9° —1)

:(3(1_2100) 6. 9100 _ 5 )

dunque se M =

4 VI V2
2.5 La matrice associata alla conica ¢ A = V2 1 -2 : poiché

-2 -2 1
1 =2 L .
9 1 |7 —3 < 0, la conica e un’iperbole de-

genere; per ridurre la conica a forma canonica, eliminiamo innanzi tutto i

1—A

det(A) =0 e det(Ay) = ‘

termini misti diagonalizzando Ag tramite matrici ortogonali: P(\) =
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29X —2Y =0 V2 ﬁ>>

—2X -2Y =0 27 2

2X —2Y =0 V2 V2 : :
Vo= { oX 4oy —0 = < <2, 2) >, dunque attraverso il cambio
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di variabile otteniamo 3X"2 — Y2 —4Y' — 4 = 0;

per avere la forma canonica, eliminiamo i termini lineari con la trasfor-

X =X . X2
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