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0.1 Serie di funzioni: convergenza puntuale e totale

Definizione 0.1 Sia E C R e siano fn(z), n € N, funzioni f, : E — R. Diremo che la
serie di funzioniy - _o fn converge puntualmente in E se per ogni x € E la serie numerica
P o fn(x) converge. Diremo che la serie di funzioni ano fn converge totalmente in E
se la serie numerica Y - o SUp,cp | fn(x)| converge.

Se una serie di funzioni converge puntualmente in F allora resta definita una funzione f :

EF—R -
)= fal@). (0.1)
n=0

Notiamo che, essendo per ogni x €

Zm\<zwm
n=0

nOT

la convergenza totale implica quella puntuale, infatti la serie Y - fn(z) converge
assolutamente.

Esempio. Prendendo f,(z) = z™ otteniamo la serie geometrica Z _ox" che converge pun-
tualmente in (—1,1) e totalmente in tutti gli intervalli della forma [ r,r] con r < 1, ma non
converge totalmente in (—1,1). Infatti

i sup |x”|—ZT
n= 016[

che converge per il criterio della radice quando r < 1; mentre
(o]

Z sup |z"| = Zl

—0 TE(-1,1) n=0

che diverge!

Teorema 0.2 Sia E un intervallo reale e siano f, : E — R, n € N, funzioni continue su E
tali che la serie Y " fn(x) converge totalmente su E. Allora f(x) definita in (0.1) & una
funzione continua.

Dimostrazione Fissiamo zy € E. Per mostrare che f(z) ¢ continua in zy dobbiamo far

vedere che dato € > 0 esiste 6 > 0 tale che se © € E con |z —xg| < § allora | f(x) — f(x0)| < €.
Dalla convergenza totale segue che esiste N sufficientemente grande tale che

Zsup‘fn |<5/3

Essendo la somma finita

N-1
)i= 3 fula)
n=0



ovviamente una funzione continua abbiamo che esiste ¢ > 0 tale che se © € E con |z — x| < §
allora |g(z) — g(z0)| < /3. Allora

F(@) = )| < lg(@) = glao)l + D [a@)] + I [fulao) < 5+ 5+ 5 =¢
n=N

Si noti che in assenza di convergenza totale la sola convergenza puntuale potrebbe non
essere sufficiente a garantire la continuitd di f(x). Si consideri infatti il seguente esempio:
E=10,1 e fu(z) := 2™ — 2™ Allora

N
— _ 2, ,2_ .3 N _ N+l
flz) = an —ngﬂooz_%fn(x)—l\}gnoo(l—x—l-x—x +zt -2t 4. )
C im 1N 1 sexzel0,1)
N—o0 0 sex=1

che, ovviamente, non & continua in x = 1.

Il seguente risultato permette di “scambiare la serie con l'integrale”.

Teorema 0.3 Siano f, : E — R, n € N, funzioni continue su E C R. Supponiamo che
oo o fnl®) converga totalmente in E. Allora per intervallo finito (a,b) C E si ha

/an dw—Z/ fule 0.2)

Dimostrazione Notiamo subito che per il teorema precedente f(z) = > fo(z) & una
funzione continua su (a, b) e, per la convergenza totale, anche limitata su (a, b); quindi f(z)e
integrabile in (a,b). Per dimostrare (0.2) basta far vedere che per ogni € > 0 fissato

/aan dfo/ fula) d

n=0

<e.

Dalla convergenza totale segue che esiste N sufficientemente grande tale che

Z SuP|fn m~

n= NQJE

Essendo
b N—-1

/aan dl‘—Z/fn

(sono somme finite!) abbiamo

/Gan dx—Z/fn :/aan dw—Z/fn
g/ Z|fn |dx+Z/ fula |dm</ Zsuplfn |dw+2/ sup |, (2)] da

T€
@ p=N

< — b
_/(12(b )dx—i-b aZsup\fn |< +2

,Nl



Si noti che in assenza di convergenza totale la sola convergenza puntuale potrebbe non
essere sufficiente a garantire la validita della (0.2). Si consideri il caso di (a,b) = (0,1) e
fn(x) =na"1 — (n+ 1)z™. Si verifica subito che, in questo caso, (0.2) diventa

/abifn(x)dx:/abde:O#—1:5%/;%(33)@.

Il seguente risultato permette di “scambiare la serie con la derivata”.

Teorema 0.4 Sia E un intervallo aperto e xg € E. Siano f, € CY(E), n € N, tali che
oo o [n(z) converge totalmente in E e Y . fn(xo) converge. Allora f(z) :=> 7" fu(z) €
CY(E) e si ha

(Z fal) dsc) = fi@). (0.3)
n=0 n=0

Dimostrazione Abbiamo

Fa(@) = fulwo) + / T p .

Sommando otteniamo

@)=Y 0@ =Y faw)+ Y [ f0d= s+ [ 3 g,
n=0 n=0 n=0" %0 r

0 n=0

per il teorema 0.3. Derivando tale espressione si ottiene la (0.3). i

0.2 Serie di potenze

Si consideri la seguente particolare serie di funzioni detta “serie di potenze”:

i apx” (0.4)
n=0

dove x € una variabile reale o complessa e a,, sono numeri reali o complessi dati. Il problema
e studiare la convergenza della successione EnN:o anx™ per N — oo per valori di z in un
intorno di 0.

N.B. quanto segue varra indifferentemente per x reale o complesso. Naturalmente nel
primo caso |z| sara il valore assoluto di x, nel secondo caso il modulo di x, ovvero |z| = /2T,
dove Z ¢ il complesso coniugato di z.

Inoltre, qui sviluppiamo vicino a zero, ma si potrebbe sviluppare vicino a qualsiasi xg,
considerando ) - an(x — x)"; la teoria non cambia.



n

Teorema 0.5 Sia' R:=(lim|a, 717)71, qualora il limite esista®. La serie Y a,x™ converge
puntualmente (e assolutamente®) se |x| < R e non converge se |x| > R. Inoltre converge
totalmente in ogni intervallo della forma [—r,r] con 0 < r < R. Di conseguenza la serie
> apx™ converge ad una funzione continua definita su (—R, R).

Dimostrazione Si ha:

. L . 1 1
lim(|a,||z|™)» = |z|lim |a,|= = |x\§

e la convergenza puntuale segue dal criterio della radice per serie numeriche®. Riguardo la

convergenza totale
o

e}
Z sup |anx"| = Z lan|r™,
] n=0

n—0 Z€ [—rr

che converge per il criterio della radice, essendo /R < 1. |

Definizione 0.6 Il valore R =: p(f) € [0,00] definito nel Teorema 0.5 prende il nome di
raggio di convergenza della serie di potenze f =5 a,a™.

Esempio 0.7 E immediato verificare che

n

(1) p(iz—n) =00, (2) p(in"m”) =0, (3) p(ino‘x") =1

e, nel caso (3), per & = 0 la serie non converge per |z| =1, per a < —1 la serie converge per
ogni |z| =1, e per —1 < a < 0 la serie diverge per x = 1 e converge per z = —1 (criterio di
Leibniz). Quindi, la convergenza per |z| uguale al raggio di convergenza va discussa di volta
in volta.

Data la serie di potenze in (0.4) con raggio di convergenza R > 0, e fissato un intero
k > 0, si chiama “polinomio di Taylor di grado k7, il seguente polinomio:

k
pi(x) = Z anz" . (0.5)
n=0

Si ha che

f@) = pr(e) + 2" > apa" ™ = pr(z) + 2F g () (0.6)
n=k+1

1 Adottiamo qui la convenzione che R = 0 se il limite superiore & 400 ed R = 400 se il limite superiore & 0.

. . 1y-—1 .. . . . .

2In generale si pone R := (hm sup |an| n) e tale definizione funziona per ogni successione . Per defini-

zione, data una successione by, si pone limsup,,_, . bn := limy 00 supy>,, bn. Notiamo che, a differenza del

limite, il lim sup esiste per qualsiasi successione. Qualora il limite esista allora limy, oo by = limsup,,_, o bn,
ma per esempio limy, o0 (—1)"™ non esiste, mentre limsup,, ,,,(—1)" = 1.

30vvero 3 |an||z™| converge se |z| < R.
o0 oo

1 .
4Sj ricorda il criterio della radice per serie numeriche E an: se lim |an|m» < 1 allora la serie E an
n—r o0

n=0 n=0
[eS)

1
converge assolutamente; se lim |an|» > 1 allora E an non converge.
n—0o0
n=0



dove
o0
)= E Apy k12"
n=0

Notiamo che quest’ultima ¢ anch’essa una serie di potenze con Io stesso raggio di convergenza
R. Dal Teorema 0.5 segue che g & una funzione continua per ogni |x| < R. Invece della (0.6)
scriveremo spesso pitt brevemente

f(z) = pr(x) + O(ka) ) (0.7)
Notiamo che esiste finito il i) (@)
. T)— Pr\T

iL}HlO T = Q41 - (08)

Data una serie di potenze f(x) =) ., ana", con raggio di convergenza R = p(f) > 0,
consideriamo le serie ottenute derivando termine a termine la serie f:

fio = Y an@) =3 apaln+
n=0 n=0

fo = ) an(@
n=0

= ian+k(n+k)(n+k_1)...(n+1) "
n=0

= i awk%”“m ) (k>2). (0.9)

Poiché lim,,_,oo(n + k)% = 1 per ogni h, si vede immediatamente che p(fx) = p(f) per ogni
k > 1. Analogamente se consideriamo le serie ottenute integrando termine a termine la serie

f:

=S [l ae= 3 et

00 Uk
F, = n >2. 1
' ;“(“—1)"'(n—k+1)z k2 (0.10)

si vede subito che p(Fy) = p(f) per ogni k > 1.

Teorema 0.8 Sia f =Y an,z™ e siano f, e Fy le serie di potenze definite in (0.9) e (0.10).
Se R ¢ il raggio di convergenza della serie f, si ha p(fr) = R = p(Fy) (per ogni k > 1) ed
inoltre f & una funzione® C°({x : |z| < R}) e valgono le relazioni

=fe (k=>1), (0.11)
/f Nt = Fi(x )/0 Foo1(t)dt = Fu(z) (k> 2). (0.12)

Come applicazione consideriamo il seguente

50vvero derivabile infinite volte



Esempio 0.9 Sappiamo che la serie geometrica di ragione 2 con |z| < 1 ha somma (1 —z)~!

cioe

o0 N 1
S =1 (0.13)
n=0

Derivando k volte la funzione (1 — z)~? si ottiene

d¢ 1 k!
dob 11—z (1 —x)ktt” (0.14)

Dunque, da (0.9), da (0.14) e dal Teorema 0.8 otteniamo la relazione

a = i (n+ k)t " (0.15)

(L—a)ktt = nl

ossia
1 = /n+k n
Q_W—Z( ko) (0.16)
n=0
che dunque rappresenta ’espansione in serie della funzione (1 — m)_(k+1).
Sia f(z):= ), ¢ an®™ una serie di potenze con raggio di convergenza R > 0. Dal

Teorema 0.8 sappiamo che f € C®({x : |z| < R}) e calcolando la k-esima derivata in z = 0
otteniamo

F®0) = ay, k!, cioe an =

(n>0). (0.17)

Abbiamo visto che una serie di potenze u = 3 a,z" ¢ derivabile infinite volte nell’inter-
vallo aperto {z : |z| < R} dove R = p(u) denota il raggio di convergenza di u. Una domanda
naturale ¢ quindi: “Esistono funzioni C'*° che non siano rappresentabili tramite serie di po-
tenze?” La risposta ¢ affermativa e quindi le serie di potenze sono una classe funzionale piu
piccola delle funzioni indefinitamente differenziabili. Prima di motivare tale risposta, diamo
due definizioni.

Definizione 0.10 Sia E C R, k un intero positivo o +o0o ed f una funzione definita su E.
Diremo che f € C¥(E), se esiste un aperto A D E tale che f € C*(A).

Tale definizione generalizza la nozione di funzione C* e permette di parlare di funzioni
derivabili su insiemi chiusi®.

Definizione 0.11 Sia f € C>®({zo}), si chiama serie di Taylor di f la sequente serie di
potenze
_ £ (20)

Z an(x —x0)" dove an p

(0.18)

Per il teorema sulla formula di Taylor, i troncamenti all’ordine N della serie di Taylor di”
f € C>({xo}) approssimano la funzione f a meno di una quantita di ordine O(|z — x|V +1).

6Per esempio, f € C°({0}) significa che esiste r > 0 tale che f € C°°(—r,r). Si noti che tale definizione &
data per k > 0 ma non per k = 0; infatti esistono funzioni continue in un punto ma che non sono continue su
alcun intorno di tale punto.

7Ossia i polinomi di ordine N Zﬁ;o an(x — o)™ con an = f(™(xg)/n!.



Esempio 0.12 Si consideri ora la seguente funzione di una variabile reale

0 sex <0
= 1 .
9(x) exp(—;) sex >0 (0.19)

Dimostriamo che g € C*°. Cominciamo col dimostrare che per x > 0, la derivata k—esima di
g ha la forma

1 1
9 (x) = Pi(=) exp(——) (0.20)
x x
dove Px(y) € un polinomio in y di grado 2k. Infatti per & = 1, si ha che
1
g (x) = L (z>0) (0.21)

e quindi lasserto & vero con Py (y) :=y?. Assumiamo I’asserto vero per 0, ..., k — 1 e dimostria-
molo per k.

W@ = (8% Vw)

il che implica che l'asserto ¢ vero anche per k. Poiché per ogni k& > 0 si ha che

lim 3" exp(—y) =0,

y— 00
da (0.20) segue che®, per ogni intero k,p > 0

1i%g<k>(x)x—P =0. (0.22)
In particolare (poiché g(*)(z):=0 per ogni < 0) segue che ¢*)(0+) = ¢ (0—) = 0, per
ogni k > 0. Da tale relazione segue anche che g*)(0) = 0 per ogni k. Infatti per k = 0 & vero
per definizione. Assumiamo che k > 1 e che g¢*~1(0) = 0. Allora

(k—=1)
g (0) = lim gi(h)

h—0 h =0

Dunque poiché g & chiaramente C'*°(0,00) e C*°(—00,0) segue che g € C*°(R). Ma allora
(essendo ¢ (0) = 0) la serie di Taylor di g ¢ la serie banale (a,:=0) che ha raggio di
convergenza infinito. D’altra parte non puo esistere nessun intorno di 0 in cui la somma della
serie di Taylor (e cioe 0) eguagli g poiché g(z) > 0 per ogni x > 0.

Questa discussione motiva la seguente

Definizione 0.13 (Funzioni reali analitiche) Una funzione f € C*({xzo}) a valori reali
si dice (reale) analitica in xo se la sua serie di Taylor ha raggio di convergenza positivo
e se f(x) = Y an(x — 20)™ (con a, definiti in (0.18)) in un intorno di xo. Una funzione
f € C®(E) si dice (reale) analitica su E se f é (reale) analitica in ogni punto xo di E; la
classe di tali funzione si denota con C¥(E).

8 Si ricorda che lim, | 4, f(z) & il limite di f(z) per z che tende a zo con = > z; analogamente lim 4, f(x)
¢ il limite di f(x) per x che tende a ¢ con z < xg.



Osservazione 0.14 (i) Una funzione reale analitica &, dunque, una funzione che localmente si
rappresenta come una serie di potenze coincidente con la sua serie di Taylor. Quindi la funzione
g dell’Esempio 0.12 ¢ C°°(R) ma non C¥(R) [pill precisamente f € C*°(R) N C¥(R\{0}) ma
fEC=({0}].

(ii) Dal Teorema 0.8, segue che una serie di potenze f = > a,(z — x9)™ con R:=p(f) >0 (e
an € R) & di classe C¥((zg — R,xz0 + R)); il “viceversa” di tale affermazione, in generale, non
¢ perd vero: la funzione f(x):=1/(1 + 22), per il punto (ii), ¢ C¥(R) ma la serie di Taylor di
fin 0 e data da

o0

1 k, .2k
T = 0,
k=0

che, come si verifica immediatamente, ha raggio di convergenza 1.

N.B.: ho aggiunto quello che segue fino alla fine di questa sottosezione per
completezza, al fine di chiarire alcuni punti teorici, ma, visto che quello che segue
non & stato fatto a lezione, non fara parte dell’esame orale.

La funzione esponenziale nel campo complesso

Definiamo per z € C,

ok
z
exp(z) := Z ' (0.23)
k=0
%
Poiché lim (%) = 0 si ha che il raggio di convergenza della serie esponenziale (0.23) é

infinito. Dal Teorema 0.5 segue che exp(z) é una funzione continua per ogni z € C o z € R.
Notiamo anche che se z € R allora exp(z) € R.

Vale la regola di addizione per la funzione esponenziale complessa ossia:
exp(z + w) = exp(z) exp(w) vV z,weC. (0.24)

Prima di passare a discutere le funzioni trigonometriche consideriamo brevemente la
funzione exp(z) per x reali. Innanzitutto facciamo vedere che’

exp(z) = €” VereR. (0.25)

Da (0.24) si ha, per ogni numero intero positivo ¢, che

1 1
exp (7) .- exp <7> =exp(l):=e, (0.26)
q q
q volte
ossia
1 1
exp (7) =eq . (0.27)
q
Da (0.26) e da (0.24), se p e ¢ sono numeri interi positivi,
1 1
exp (2) = exp (7) - exp (7) =eq . (0.28)
q q q
p volte

9Dove e” significa il numero di Nepero e elevato al numero .
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Le funzioni exp(x) e €® sono continue su [0,00) e, per quanto appena visto, coincidono sul
sottoinsieme denso (in [0, c0)) dei razionali positivi; quindi coincidono in tutto [0, 00). Se = <

0, da (0.24) segue che e~ = exp(—x) = exp(z) ™! = 1/e” e dunque exp(z) = exp(—z)~ ! =

—1
(671) = €%, il che mostra la validita di (0.25) per ogni z € R.
Possiamo ora facilmente ridimostrare le proprieta fondamentali della funzione z € R — e* =

exp(z): dalla definizione di exp(z) segue che e > 0 per x > 0 e poiché, per x < 0, exp(z) =
1/exp(—x) = 1/ exp(|z|) si ha che

exp(z) =e*>0 V z€R. (0.29)
k+1
Per ogni intero positivo k e per ogni x > 0, e* > GO dunque e*/z*F > z/(k + 1)! e
quindi
lim — =00 e lime®2"=0 VkeN. (0.30)
T—00 I T—00

In vista della (0.25) & uso comune definire e*, per ogni z € C, come exp(z).

Dalle (0.5), (0.8) con k = 0 e (0.23) segue il seguente limite notevole

Coet—1
lim
x—0 €T

=1. (0.31)

Consideriamo il rapporto incrementale della funzione e® in un punto xg, ovvero

Zo

e” —€

T —x0

Da (0.24), (0.31) otteniamo subito che
T _ ,To T—xo __ 1
lim &% e fim & T —em 5,
T—=xo X — X rT—=xo X — X

Ne segue subito che e” & una funzione strettamente crescente su tutto R.

Funzioni trigonometriche
Definizione 0.15 Per ogni z € C si pone
(oo} (oo}
2k 52k+1

cos z 1= Z(—l)k(;k)! ) sen z:= Z(—l)km . (0.32)

k=0 k=0




cosx €R,senz €R,

cos(—z) =cos z , sen(—z) = —senz,

e'LZ + e—'LZ elZ _ e—’LZ

cosz = —— senz = ———
2 ’ 2i ’

e”* =cosz+isenz (formula di Eulero) ,
Ree™ =cosx , Ime'™ = senzx ;
sen (z +w) = sen zcosw + cos zsen w ,

cos(z + w) = cosz cosw — sen zsenw ,

le®)? = cos’z + sen?z =1,
. senx . 1—coszx 1 e .
lim =1, lim ——— =, (limiti notevoli) ,
z—0 z—0 T 2
. COST — COS Iy . senz — senxg
lim ———— = —senuxg , lim ———— =cosuzg .
T—T0 T — Xo T—To r — o

11

Come per 'esponenziale si verifica immediatamente che il raggio di convergenza di tali serie
é infinito. Inolte € immediato verificare che , per ogni z,w € C e per ogni = € R:

Le (0.33) e (0.34) seguono immediatamente dalla definizione 0.15; la (0.35) segue addizionando
le serie esponenziali (cosa possibile essendo tali serie assolutamente convergenti); la (0.36)
segue da (0.35); la (0.37) segue da (0.36) e da (0.33); le (0.38) e (0.39) seguono da (0.35),
(0.24) e (0.36); da (0.24) segue che |[e™|* = e (eir) = e~ = ¥ = 1 ossia la (0.40); i limiti
notevoli in (0.41) seguono dalle (0.5), (0.8) con k = 0 e k = 1 rispettivamente e dalla (0.32);

la (0.42) segue dalle (0.38),(0.39),(0.41).

Possiamo ora dare una definizione “analitica” di “pigreco”; il cui valore numerico &

™ = 3.141592653589793238462643383279502884197169
399375105820974944592307816406286208998628
034825342117067982148086513282306647093844
609550582231725359408128481117450284102701
938521105559644622948954930381964428810975
665933446128475648233786783165271201909145
648566923460348610454326648213393607260249
141273724587006606315588174881520920962....

2 26 928 1
0052::1—2+§—<a_§>_...<_§.

Definizione 0.16 7 = 2y dove aq := inf A.

Sia A l'insieme degli zeri positivi del coseno ossia A:={z > 0: cosz = 0}. Tale insieme &
non vuoto. Infatti il coseno € una funzione continua tale che cos0 = 1 mentre
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Da tale definizione seguono le seguenti ben (7) note proprieta di periodicita e di simmetria
delle funzioni seno e coseno: per ogni z € C si ha:

sengzl, e =i, eT=_1, 2_1 VkeZ, (0.43)
e* T2 — o7 cos(z+2m) = cos z sen (z +2m) = senz , (0.44)
sen (g + z) = sen (g — z) , cos (g + z) = —cos (% — z) , (0.45)
sen (m+z) = —sen (7w — z) , cos(m + z) = cos(m — z) . (0.46)

Notiamo subito che cosz > 0 per z € [0,7/2) (come segue dalla definizione di 7 e da
cos0 = 1). Allora dal secondo limite in (0.42) segue che la funzione senz & strettamente
crescente in [0, 7/2). Mostriamo ora la (0.43). Infatti, essendo 7/2 = ay uno zero del coseno,
da (0.40) segue che sen(mw/2) = +1, d’altra parte la funzione senz, che vale 0 in 0 risulta
strettamente crescente tra 0 e 7/2 quindi sen (7/2) = 1; dunque ¢™/? = i; da (0.24) segue
i7r/2€i7r/2

=2 = —1, 2™ = ™ = 1,27 = <e2m) = 1 con il che abbiamo

dimostrato la validita di (0.43). Le (0.44), (0.45) e (0.46) seguono ora immediatamente da
(0.43) e da (0.24) o da (0.38) e (0.39).

Si noti che da tali proprieta di periodicita, simmetria e monotonia seguono i ben noti
(?) grafici di senx e cosz (per x € R).

che e'" = ¢

0.3 Serie di Fourier

Funzioni periodiche e polinomi trigonometrici

Una funzione f di variabile reale si dice periodica di periodo T' > 0 se f(x+T) = f(x) per
ogni z € R. Se f & una funzione periodica di periodo T, la funzione f definita da f(z) := f(as%)

¢ periodica di periodo 27; pertanto consideremo solo funzioni di periodo 2.

Definizione 0.17 Dato p € N diremo che una funzione f : R — R appartiene a CP(R) se ¢é
derivabile p volte e la sua derivata p-esima, fP) & continua'®. Inoltre
Chop={f€C’R): f(x+2m)=f(x), VazeR}.

Le funzioni 27-periodiche e continue si indicheranno semplicemente con Cper(R) = Che,(R)
(sottoinsieme delle funzioni continue C(R) = C°(R)).

Esempi naturali di funzioni CF,, per ogni p € N sono le costanti, senx, cos, sen 2z, cos 2z,...
e loro combinazioni lineari:

N
sny(x) = % + Zan cosnx + b, sennx Gn,bp €R; (0.47)

n=1

(il ruolo, del tutto formale, del fattore 1/2 davanti alla costante ay apparira chiaro in seguito).
Una tale espressione si chiama polinomio trigonometrico (reale) di grado N. Una classe assai
piu vasta di funzioni periodiche si ottiene considerando limiti, per N che tende ad infinito, di
polinomi trigonometrici:

19Questo implica che f e tutte le sue derivate fino a f(P) sono continue.
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Proposizione 0.18 Siano {an}n>0, {bn}n>1 due successioni di numeri reali tali che per p €
N

oo

Z |an| 4 |bn|) nP < oo . (0.48)

Allora, sy(x) (definito in (0.47)) converge, per N che tende ad infinito, totalmente su R ad
una funzione f € CL,,

Il limite di polinomi trigonometrici ossia un’espressione della forma

oo
24 Z(an cos nx + by, sennx) (0.49)
2
n=1
prende il nome di serie di Fourier; dunque il risultato appena esposto puo essere riformulato
dicendo: “se I numeri a,, e b,, soddisfano (0.48) allora la serie di Fourier (0.49) ad essi associata

converge totalmente su R e definisce una funzione di classe CF,,”.

Dimostrazione (della Proposizione 0.18) Grazie a (0.48), per ogni 0 < k < p, la serie delle
derivate u®) | con ug = ap/2 e (per n > 1) u, := a, cosnx + b, sen nz, converge totalmente
in R e i Teoremi 0.2 e 0.4 implicano che > u, converge ad una funzione f € CP(R). La
periodicita di f deriva dalla periodicita di sy:

flxz+2m) = ]\}i_r)nooSN(.’L'+27T) = ]Vli_r>noosN(m) =f). |

Piu interessante € la questione inversa: data una funzione f € CP.., trovare una successione

per’
di polinomi trigonometrici che converga ad f.

Prima di analizzare tale questione, si noti che, dato n € Z abbiamo

e = cosnx + isinn (0.50)

e dunque cosnz e sennx sono, rispettivamente, la parte reale ed immaginaria di e™*: que-

sta osservazione suggerisce una riscrittura piu compatta, in forma complessa, dei polinomi
trigonometrici (0.47). Ponendo

Cop:= % ) Cip i= % (Vn>1), (0.51)

ed osservando che la “trasformazione inversa” di tale relazione (ossia la relazione che da gli
ay, € by, in termini dei c4,,) ¢ data da

ag=2c, epern>1, a,=c,+c_,, b,=ric,—ic_,, (0.52)
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si ha che'!
N
Z e €M = o+ Z(C" +c_p)cosnx + (ic, —ic_y,)sennz
nezZ n=1
[n|<N
u N
= 50 —|—T;an cosnx + by sennz = sy(x) . (0.54)

Osservazione 0.19 (i) Nel caso che stiamo considerando a,, e b,, sono numeri reali e quindi
¢_n = Cy, (dove, come al solito al barra denota “complesso coniugato”). Naturalmente avrebbe
senso considerare il caso (apparentemente pilt generale) in cui a,, e b, sono numeri complessi,
nel qual caso i polinomi trigonometrici sy (x) sarebbero delle funzioni complesse di variabile
reale. In questo capitolo considereremo polinomi trigonometrici e serie di Fourier reali anche se
useremo spesso la notazione complessa che presenta dei vantaggi dal punto di vista algebrico.

(ii) Si noti che per ogni coppia di numeri reali « e 3 si ha'?

Vo? + 52 <ol + |6 < V2 Va2 + 52 . (0.55)

Si noti anche che, se a,, b, e ¢, sono legati da (0.51) (e by :=0), si ha

1
lenl = le—nl =5 Vai +b05,  ¥n=0. (0.56)

Dunque (se ay, b, e ¢, sono legati da (0.51)) la condizione (0.48) & equivalente a
> len| InfP < o0, (0.57)
nezZ

e la Proposizione 0.18 puo essere riformulata come segue

S€Cp=Cn €Y., 7 lcn|n|P < ocoallora f(z):= 3, ., cae™ € CE,..

Coefficienti di Fourier

Consideriamo una funzione complessa di variabile reale, ovvero z : R — C con z(z) = u(z) +
iv(z) dove, per ogni z € R, u(x) € R e v(x) € R sono la parte reale e immaginaria di z(x). Se
u(x) e v(z) sono continue'® possiamo definire

/ab z(z)dr =: /ab u(z)de + 1 /abv(x)dx.

11Se 2y, per n € Z, sono numeri complessi, i simboli

N N
Z n , Z Zn , Zzn (0.53)
n=—N —N

nezZ
[n|<N

denotano, per N intero positivo, la somma z_ y+z_ N1+ - -+2N_1+2zn; naturalmente il simbolo Z,,]LM:,N Zn

o (qualora non vi sia ambiguita) Z]_MN zn, denotera la somma z_ N + z_N41 + -+ 2p—1 + 205 1 simbolo

D onez s 2ome oo #n 0 2 zn denotano il limite, qualora esista, limy oo 271:]:71\7 zn. Ricordiamo che la
nozione di convergenza nei complessi: diremo che una successione di numeri complessi z, converge al numero
complesso z se |z, — z| — 0 quando n — oco.

12Come si verifica elevando al quadrato.

13Basterebbe integrabili.
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Sia f(z) = X, c7 ¢ne™ una serie di Fourier con Y |¢,| < 00, cosicché f € Cper per la
Proposizione 0.18 (con p = 0). E possibile calcolare i numeri ¢, (o, equivalentemente, i numeri
ay e by,) dalla sola conoscenza della funzione f(z)? La risposta (affermativa) & contenuta nella
seguente

Proposizione 0.20 Siano c,, per n € Z, numeri complessi tali che ) ., |c,| < oo e sia
f(x) == 32, crcne™®. Allora

1 2m

Cn = — f(z)e ™ dy . (0.58)
2 0

Dalle relazioni (0.51) ne consegue che i numeri a,, e b, sono dati da

Gy = 1 f(x)cosnx dx (n>0), b,= 1 f(z)sennz dr (n>1). (0.59)
T T

—T —T

Dimostrazione (della Proposizione 0.20) Dal Teorema(.3 segue che'

1 27 . 1 2 . .
— fl@)e™™™dx = — lim g €T eT M dx
2 o 27T N—oo 0
Im|<N
1 2m ]
= %A}gn cm/ M=y — ¢, . |
[ee]
Im|<N 0

Motivati da questa discussione (e cambiando punto di vista!) diamo la seguente

Definizione 0.21 Sia f una funzione periodica di periodo 27 e continua su [0,2x]. Si chia-
mano coefficienti di Fourier di f i numeri complessi

R 1 [ ,
fni=— f(x)e " dx VneZ. (0.60)
21 0

Osservazione 0.22 (i) Anche i numeri a,, e b, definiti in (0.59) (per f una funzione periodica
di periodo 27 ed integrabile su [0, 27]) vengono, a volte, chiamati coefficienti di Fourier di f
(o coefficienti “reali” di Fourier di f).

(ii) Naturalmente il ruolo dell’intervallo [0, 27] puo esser giocato da un qualunque intervallo
lungo 27 poiché la conoscenza di f su di un qualunque intervallo lungo quanto il suo periodo
permettere di ricostruire f su tutto R. Ad esempio si ha: se f(x) é una funzione periodica e
continua su [0, 27| allora I'integrale su un qualunque intervallo lungo 27 coincide con I'integrale

tra 0 e 2m. Infatti, per ogni a < b e per ogni k € Z, fb+2kﬂf(x)da: = j[;bf(t)dt (si ponga

a+2km
t = x + 2kw), dunque, per ogni xg,
To+2T 27 To+27T
/ flx)dx = (z)dx —|—/ f(x)dx
o ) 27

27 xo 27
flx)dx + / f(x)dx = f(z)dz .
0 0

Zo

14 (i) Si noti che 2T eike gy & nullo se 0 # k € Z ed & uguale a 27 se k = 0. (iii) Qui ed in seguito espressioni

quali 37, /<y #m sono abbreviazioni per }_ ez Zm.
- [m|<N
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In particolare, se f ¢ periodica e continua su [0, 27 tale & f(x)e~"* e dunque il calcolo dei
coefficienti di Fourier di f pud essere fatto sostituendo [0,27] con un qualunque intervallo

lungo 27. Ad esempio, €, a volte, utile usare la formula

A 1

fo=5-] f()‘”””dx. (0.61)

Lemma 0.23 [di Riemann-Lebesgue] Se f € C.. allora per n # 0

er
|fn| SM/|H‘7 M = max|f’|.

In particolare lim,,—, 1+ o fn = 0. Analogamente se f € CZ,, allora per n # 0

per
|ful <S/n?, S :=max|f"]. (0.62)

Dimostrazione Integrando per parti (0.60) e tenendo conto della periodicita di f otteniamo

. 1 2m )
- — . ! —Z’Ill'd .
f. /O fi(z)e z

2min

Passando ai moduli

271'
)|dz
e ricordando che |e~*| = 1. La tesi segue immediatamente. Il caso della derivata seconda
segue analogamente integrando due volte per parti. 1
Teorema 0.24 Se f € C pcr allora la serie di Fourier
o0
Z f eine
n
n=—o00

converge totalmente su R. Inoltre la serie di Fourier coincide con la funzione, ovvero

i fre™® = Jim > fne™ (0.63)

n=-o0 In|<N

Dimostrazione Da (0.62) segue che

(oo} o0 oo
S

Z SuP|fn mz|: Z |fn|§ Z w2

n=—oo z€R n=-—0oo n=-—oo

che converge, da cui la convergenza totale. Dimostriamo'® ora (0.63). Sia
flz+y) - f(z)
—if'(x) se y = 27k

Dalle ipotesi segue che tale funzione (complessa di variabile reale) & periodica di periodo 27 e

inoltre C}.,. Infatti gli unici punti in cui non risulta evidente la continuita e Iesistenza della

151 ’idea della dimostrazione & tratta da “Appunti sulle serie di Fourier” di A. Figd-Talamanca.
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derivata (e la sua continuita) sono y = 27k. Naturalmente, data la periodicita, basta limitarsi
a studiare cosa accade in y = 0. In un intorno di y = 0 risulta G(y) = F(y)/g(y) dove

flz+y) = f(=)

F(y) = y vz
f'(@) se =0
¢ 1
9(y) = S eyt
i sey=20

Si vede subito che la funzione g(y) ¢ infinitamente derivabile (& analitical). Dallo sviluppo di
Taylor al secondo ordine di f(z +y) = f(z)+ f'(z)y + 3 f"(2)y? + o(y*) segue che, per y # 0

1
Fly) = ['(2) + 5 ")y + ofy)
da cui segue che F' & derivabile in y = 0 ed anche che F'(y) & continua. Ricapitolando

GeC!

per*

Dunque _
fle+y) = flz) =Gy)e” — G(y)

ed essendo ambo i membri di tale identita (come funzioni di y) periodici e continui, possia-
mo calcolarne i coefficienti di Fourier (ossia moltiplicare ambo i membri per e~""¥/(27) ed
integrare da 0 a 27) ottenendo le relazioni'®

fo=G_1—Go+ f(z), fre™ =Gy — Gy, (per n #0) . (0.64)
Dunque, per ogni N > 1,
SO faemm=F@)+ Y (Guor —Gn) =G_n_1— Gy + f(2) . (0.65)

[n|<N In|<N

Essendo G € C!

per»

per N — oo nella (0.65), si ottiene la (0.63). i

dal Lemma 0.23 segue che NhI:Itl G ~ = 0 e dunque, prendendo il limite
—+oc0

Dal precedente teorema e dal Teorema 0.4 segue subito il seguente

Teorema 0.25 Se f € Ch,, conp > 2 allora per ogni 1 < k < p la derivata k-esima si scrive

er

o0

n=-00 In|<N

ovvero

—

F®), = (in)* f.

Il precedente teorema si puo parafrasare dicendo che ”la serie di Fourier trasforma la deri-
vata in una moltiplicazione”. Questo fatto riveste una capitale importanza nelle equazioni
differenziali.

16Per il punto (ii) dell’Osservazione 0.22 si trova che f027rf(az —y)dy = [*, _f(t)dt= OQﬁf(t)dt =27 fo.

x—27
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