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Rango aritmetico

Il rango aritmetico di un insieme algebrico proiettivo X in PV &

arapy(X) :=min{r: 3f,...,f, € R omogenei t.c. X =V (f,...,f)}

@ Per il Nullstellensatz di Hilbert si ha che
arapn (X) = min{r : 3f, ..., f, € R omogenei

te. Vi=+/(f,....f)}

@ Per |I'Hauptidealsatz di Krull si ha che

arapn (X) > codimpn (X).

Se vale = nell'ultima uguaglianza si dice che X & intersezione

completa insiemistica.
Invece se 7, (X) & generato da codimpn(X) equazioni, si dice che
X & intersezione completa (stretta).
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Un esempio: la twisted cubic curve

Sia C la curva in P? immagine della mappa v : P! — P3,

v([t,u]) = [tu?, t?u, 3, 03] = [x,y, z, w].

Si vede facilmente che | :=Z,(C) = (xy — zw, x*> — yw, y? — xz).
Inoltre si prova che | non puod essere generato da 2 elementi,
quindi C non & intersezione completa (stretta).

Sia J = (x> — yw, y® + wz? — 2xyz). Abbiamo

(xy — zw)® = w(y® + wz® — 2xyz) + y?(x* — yw)
(v? — x2)® = y(y> + wz® — 2xyz) + 2°(x* — yw).

Pertanto | C V/J, e quindi anche VI €V J. Poi
v3+ wz? — 2xyz = y(y? — xz) — z(xy — zw).

Percio J C I, da cui segue VJ=4I.
Ne concludiamo che C & intersezione completa insiemistica.
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Alcuni risultati su arapn X

Un facile upper bound per arapn X € dato da arapn X < N + 1.
Piu difficile & il seguente risultato

Teorema (Eisenbud-Evans, 1972)

Per ogni insieme algebrico ) # X C PN si ha

arapv X < N

Si puo fare di meglio? Non senza ulteriori ipotesi...

Teorema (Faltings, 1980)

Se Y C PN & un insieme algebrico irriducibile di dimensione d, e
X C PN & il luogo di zeri di < d polinomi, allora X N'Y &
connessa. In particolare, arapyX < N = X connessa.

Domanda: () # X C PN insieme algebrico irriducibile e connesso,
allora arapn X < N7
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L'importanza di un lower bound

Esempio (Hartshorne, 1979)

Sia d > 4. La curva liscia razionale di grado d
C = {[tud™L, t97 u, t9 w9 [t,u] € P}

& intersezione completa insiemistica in P* se charK > 0.
Vale anche in caratteristica 0? Problema aperto.

Finora sappiamo che
codimpn X < arapn X < N,

ma la prima disuguaglianza & spesso molto distante dall'essere
ottimale. Un lower bound migliore & dato dalla dimensione
coomologica.
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Sia U C PV, la dimensione coomologica di U &

cd(U) := min{n € N: H'(U,F) = 0V.F fascio coerente e Vi > n}.

Se X =V, (f,...,f), allora I'aperto
PN\ X = U(R)U--- U U(f)

& unione di aperti affini U; = U(f).
Scrivendo il complesso di Cech relativo a PN\ X = \U; Ui si ottiene
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Dimensione coomologica

Sia U C PV, la dimensione coomologica di U ¢

cd(U) := min{n € N: H'(U,F) = 0VF fascio coerente e Vi > n}.

Se X =V4(fi,...,f), allora I'aperto
PN\ X = U(R)U---UU(F)

& unione di aperti affini U; = U(f).
Scrivendo il complesso di Cech relativo a PV \ X = \U; Ui si ottiene

H(PN\ X, F)=0

per ogni i > r ed ogni fascio coerente F.
In definitiva abbiamo

codimpn(X) < cd(PV\ X) +1 < arapnX < N
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Varieta determinantali: notazioni

Sia M una matrice di taglia m x n, le cui entrate sono polinomi
omogenei di grado fissato, e sia 1 < t < min{m, n}. Denotiamo
con I(M) I'ideale generato dai minori di taglia t di M.
X =V, (I(M)) C PN & detta varieta determinantale.

Esempio: Threefold di Segre
Il threefold di Segre 51 in P° & dato da 51 = V. (h(M)) con

20 21 Z
M = ( 0 1 2) )
Z3 Zy Zs
Infatti, h(M) = (20224 — z123, 2023 — 2225, ZpZ5 — Z325).
Chiaramente si ha

2= COdimps(zZl) < araps(ZZl) < 3.

E possibile trovare due equazioni che definiscono >> 17 In questo
caso no, si ha cd(P° \ ¥51) = 2, percid araps¥p1 = 3.
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Matrice generica

Sia R = K][x; ] anello di polinomi in m x n variabili su un campo
K, e sia M una matrice generica di indeterminate M = (x; ;). Per
ogni 2 < t < min{m, n} consideriamo la varieta determinantale
Xe =V (l:(M)) in PN, con N = mn — 1.

Teorema (Bruns-Schwanzl, 1990)

Il rango aritmetico di X; & ara(X;) = mn — t> + 1.
La dimensione coomologica di PN \ X; dipende dalla caratteristica
di K:

o SecharK =0, cd(PN \ X;) = mn — t?= ara(X;) — 1;

@ Se charK > 0,

cdPV\ X)) =(m—t+1)(n—t+1)—1
= codim(X;) — 1.
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Sezione iperpiana

Sia charK = 0 e consideriamo |'intersezione di X; con un iperpiano
H di equazione x; j = 0, X] := X; N H.

Teorema (Lyubeznik-Singh-Walther, 2015)

cd(PV \ X!) = cd(PN\ X;) — 1.

D1: Cala anche il rango aritmetico?

Esempio (Barile)

Consideriamo il threefold di Segre X5 1 intersecato I'iperpiano
7z, = 0. Cioe X} : =V, (h(M')) dove

M= (? 2 0
z3 zz Z5)
Si ha che \/Iz(l\/l’) = \/(ql, q2), dove q1 = za(2024 + z123) + z125

e g2 = z3(2024 + z123) — 202s5.
In particolare araXj =2 < 3 = araX, .
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R = K][xij] su un campo K algebricamente chiuso.



Rational normal scrolls

Siano g > 2, e ny,...,ng > 0 interi e sia
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dimensione g in PV.
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Rational normal scrolls

Siano g > 2, e ny,...,ng > 0 interi e sia
M — X1,0 X1,1 ... Xim-1 Xg,0 Xg1 ... Xg,ng—l
X1 X12 ... Xim Xgl Xg2 -+ Xgng ’

dove x; j sono N + 1 variabili indipendenti in un anello di polinomi
R = K|[x;j] su un campo K algebricamente chiuso.

La varieta Sy, . o, := V4 (k(M)) & detta rational normal scroll di
dimensione g in PV.

Teorema (Badescu-Valla, 2010)

Il rango aritmetico di thl.,’,,g e

araSnl,‘_,,,,g =N-2.

D2: Quanto vale cd(PN \ Sn,...n;)? Dipende da charK?
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Matrici 2 x N di forme lineari

Siano K un campo algebricamente chiuso e R un anello dei
polinomi. Sia M = (¢; ;) una matrice 2 x N di forme lineari
K;J € R;.
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Matrici 2 x N di forme lineari

Siano K un campo algebricamente chiuso e R un anello dei
polinomi. Sia M = (¢; ;) una matrice 2 x N di forme lineari
¢ij € Ri. Allora esistono due matrici invertibili tali C, C’ tali che
M’ = CMC’ sia una concatenazione di tre tipi di blocchi

M = (Nm’ T ‘Nnc|J>\1,m1| T |J)\damd‘B€1| T |Bfg)'

Blocco nilpotente di lunghezza n+ 1

Nn(Xl Xo - Xn 0>.
0 X1 0 Xp—1 Xp



Matrici 2 x N di forme lineari
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Matrici 2 x N di forme lineari

Siano K un campo algebricamente chiuso e R un anello dei
polinomi. Sia M = (¢; ;) una matrice 2 x N di forme lineari
¢ij € Ri. Allora esistono due matrici invertibili tali C, C’ tali che
M’ = CMC’ sia una concatenazione di tre tipi di blocchi

M = (Nm’ T ‘Nnc|J>\1,m1| T |J)\damd‘B€1| T |Bfg)'

Blocco nilpotente di lunghezza n+ 1
Nn(Xl Xo - Xn 0>.
0 X1 - Xp=1 Xpn
Blocco Jordan di lunghezza m e autovalore A € K
S = (2 2o o Ym .
T\ iAo Y1+ Aym

Blocco scroll di lunghezza ¢

B — (% & v Z2 Zia
v — .
z1 2 o Zi1 L



Decomposizione di Kronecker-WeierstraB

M = CMC' = (an‘ T |Nnc|J/\17m1‘ T ‘J/\dymd|Bfl‘ T ‘Bég)
¢ detta forma normale di Kronecker-Weierstral3 di M.



Decomposizione di Kronecker-WeierstraB

M’ = CMC" = (Np, | [Noc [ Iy m |+ [Ing,mq | Bes| - | Be,)

e detta forma normale di Kronecker-WeierstraB3 di M.

Siccome C e C’ sono invertibili si ha che L(M) = LL(M’). Pertanto
d’'ora in poi ci concentreremo su matrici nella forma di K-W.
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Decomposizione di Kronecker-WeierstraB

M = CMC' = (an‘ c ‘Nnc|J/\1,m1‘ T ‘J/\d:md|Bfl‘ T ‘Blg)

e detta forma normale di Kronecker-Weierstral3 di M.

Siccome C e C’ sono invertibili si ha che L(M) = LL(M’). Pertanto
d’'ora in poi ci concentreremo su matrici nella forma di K-W.

@ Una matrice 2 x n di indeterminate M = (x; ;) € una
concatenazione di n blocchi scroll di lunghezza 1.

X1 X2n—1
X2 X2n

@ La rational normal scroll Snl,m’,,g & concatenazione di g

X3

Xa

blocchi scroll di lunghezza nq, ..., ng.
X1,0 X111 -.. Xin-1 Xg0 Xgl1 .- Xgng—1
X1,1 X12 ... X1,m Xgl Xg2 ... Xg,ng




Un esempio di decomposizione

Consideriamo la seguente matrice di forme lineari in K[xg, ..., xg]

X1+ X6 X X2 + X3 X4 X2 + Xp X4
—x6 X1 X1—X3+Xa —Xa+Xs X1—X¢ —Xa+X5+X5)
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Consideriamo la seguente matrice di forme lineari in K[xg, ..., xg]
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Un esempio di decomposizione

Consideriamo la seguente matrice di forme lineari in K[xg, ..., xg]
X1+ X6 X X2 + X3 X4 X2 + Xp X4
—X6 X1 X1—X3+Xg —X4+Xs X1 —Xe —X4+ X5+ Xp

Sottraiamo la seconda colonna dalla quinta e la quarta dalla sesta

X1+ X X2 X2 + X3 X4 x5 0
—Xg X1 X1—x3+Xxs —xa+X5 —Xg Xe)

Sottraiamo la seconda colonna dalla terza e la quinta dalla prima

X1 X2 X3 X4 x6 O
0 x1 —Xx3+x4 —Xa+X5 —X6 X6/
Aggiungiamo la prima riga alla seconda e otteniamo
X1 X2 X6 0
X1 X1+ x 0 x5 /’
che & una concatenazione di un blocco Jordan J; > di lunghezza 2 e

autovalore 1, un blocco scroll By di lunghezza 2 e un blocco
nilpotente N, di lunghezza 2.

X3 X

X4 Xg



Teorema (Nejad, Zaare-Nahandi, 2011)

Sia M = (Nm‘ o |Nnc|J>\1,m1| T |J>\d,md|B£1‘ T ‘Bég)' e sia
X = V4 (h(M)) la corrispondente varieta in PV.
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Sia M = (Nm‘ o |Nnc|J>\1,m1| T |J>\d,md|B£1‘ T ‘Bég)' e sia
X = V4 (h(M)) la corrispondente varieta in PV.

@ Se M consiste di ¢ > 1 blocchi nilpotenti, allora \/h(M) &
I'ideale massimale irrilevante.

@ Se M ha ¢ > 0 blocchi nilpotenti e g > 1 blocchi scroll, allora
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Teorema (Nejad, Zaare-Nahandi, 2011)

Sia M = (N |+ N Lo~ s g B By, ). e sia
X = Vi (h(M)) la corrispondente varieta in PV.

@ Se M consiste di ¢ > 1 blocchi nilpotenti, allora \/h(M) &
I'ideale massimale irrilevante.

@ Se M ha ¢ > 0 blocchi nilpotenti e g > 1 blocchi scroll, allora

C

g
codimpn (X) = Z ni + pr —1=N-g.
i=1 p=1

© Se M consiste di ¢ > 0 blocchi nilpotenti, g > 0 blocchi scroll
e d > 1 blocchi Jordan, allora

c g d
codimPN(X):Zn;+2£p+2mj—7: N+1-g-—7,
i=1 p=1 j=1

dove € il massimo numero di blocchi Jordan con lo stesso
autovalore.



La dimensione coomologica delle scroll

Siano g > 2, e ny,...,ng > 0 interi e sia
M = X1,0 X1,1 --- Xim-1 Xg,0 Xgi1 ... Xg,ng—l
X1,1 X12 ... X1,m Xg1 Xg2 --- Xg,ng

Consideriamo la rational normal scroll Sp, ... n, := Vi (k(M)) di
dimensione g in PV.



La dimensione coomologica delle scroll

Siano g > 2, e ny,...,ng > 0 interi e sia
M = X1,0 X1,1 --- Xim-1 Xg,0 Xgi1 ... Xg,ng—l
X1,1 X12 ... X1,m Xg1 Xg2 --- Xg,ng

Consideriamo la rational normal scroll Sp, ... n, := Vi (k(M)) di
dimensione g in PV.

Teorema (B-MM, 2015)

La dimensione coomologica di Sy, ... n, € cd(IP’N N Shlig) —

g

codim(Sp,,..n,) —1=N—-g—1 se char(K) > 0

ara(S,,l,._,,,,g) —1=N-3 se char(K) =0




La dimensione coomologica delle scroll

Siano g > 2, e ny,...,ng > 0 interi e sia
M = X1,0 X1,1 --- Xim-1 Xg,0 Xgi1 ... Xg,ng—l
X1,1 X12 ... X1,m Xg1 Xg2 --- Xg,ng

Consideriamo la rational normal scroll Sp, ... n, := Vi (k(M)) di
dimensione g in PV.

Teorema (B-MM, 2015)

La dimensione coomologica di Sy, ... n, € cd(IP’N N Shlig) —

g

g
codim(Sp,,..n,) —1=N—-g—-1= Z ni —2 se char(K) >0

i=1
g

ara(S,,l,._,,,,g) —1=N-3= Z n+g—4 se char(K) =0
i=1




Dimensione coomologica e rango aritmetico delle Jordan

Sianod >1eay,...,aqg > 1. Consideriamo la matrice M che
consiste di o blocchi Jordan di autovalore \; peri=1,...,d:

<J>1\1,m11 }Jil,mlz‘ o |J§{11,m1a1 ‘Jiz,mm‘ o J§;7m2a2‘ o J;\limdad)'
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Dimensione coomologica e rango aritmetico delle Jordan

Sianod >1eay,...,aqg > 1. Consideriamo la matrice M che
consiste di o blocchi Jordan di autovalore \; peri=1,...,d:
1 2 | 1 el | X2 co | ySd
<J>\1,m11}“/>\1,m12‘ ‘J)\l,mlal ‘sz,mm‘ JAz,mzaz‘ J)\mmdad)'

Ricordiamo che un blocco Jordan di lunghezza mj; ha forma:

i i i
J;\ _ y_,,l . Yj2 ) . Yj,mj ]
M i i i . i i .
o )\Jyfﬁl Vi1 + )\-’yJ'Q ijmji_l + Ajijmji

Sia X = V,(l(M)) la corrispondente varieta in PN. E sia
a= 27:1 a; il numero di blocchi.

Teorema (B-MM, 2015)

Se charK = 0, allora

N+1l—a ifd=1

cd(IP’N\X)—i-l:araPN(X):{N e




Aggiungere blocchi nilpotenti

La situazione mista & piu complicata. | blocchi nilpotenti possono
essere tenuti " sotto controllo” dal seguente lemma.



Aggiungere blocchi nilpotenti

La situazione mista & piu complicata. | blocchi nilpotenti possono
essere tenuti " sotto controllo” dal seguente lemma.

Lemma (B-MM, 2015)

Sia L una matrice di forme lineari, sia X; la corrispondente varieta
determinantale in PV, e sia Nil, un blocco nilpotente di lunghezza
n+ 1. Consideriamo la matrice M = (L|Nil,) ottenuta dalla
concatenazione di L e Nil,, e la corrispondente varieta
determinantale X in PN*7. Allora

codimpn+n(X) = codimpn (X.)
cd(PN+7\ X) = cd(PV \ X)
arapnin(X) < arapn(Xp) + n.




Aggiungere blocchi nilpotenti

La situazione mista & piu complicata. | blocchi nilpotenti possono
essere tenuti " sotto controllo” dal seguente lemma.

Lemma (B-MM, 2015)

Sia L una matrice di forme lineari, sia X; la corrispondente varieta
determinantale in PV, e sia Nil, un blocco nilpotente di lunghezza
n+ 1. Consideriamo la matrice M = (L|Nil,) ottenuta dalla
concatenazione di L e Nil,, e la corrispondente varieta
determinantale X in PN*7. Allora

codimpn+n(X) = codimpn (X.)
cd(PN+7\ X) = cd(PV \ X)
arapnin(X) < arapn(Xp) + n.

Mentre il caso misto scroll-Jordan & piu problematico...



Matrici con una diagonale di zeri

Consideriamo la seguente matrice di taglia 2 x n
A — 0 x X2t Xp—2  Xp—-1
h =
Xn Xp+1 Xp+2 0 Xop-2 0 ’

e denotiamo con X, := V. (h(A,)) la corrispondente varieta
determinantale in PV, con N = 2n — 3.
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Matrici con una diagonale di zeri

Consideriamo la seguente matrice di taglia 2 x n
A — 0 x X2t Xp—2  Xp—-1
h =
Xn Xp+1 Xp+2 0 Xop-2 0 ’

e denotiamo con X, := V. (h(A,)) la corrispondente varieta
determinantale in PN, con N = 2n — 3.
La forma canonica di Kronecker-Weierstral3 di A, &

(Jo,1|h,1|Bi| - -+ |B1).

In particolare codimpn X, = n—1 = %(N +1).

Theorem (B-MM, 2015)

Per n > 4 si ha

codimpn(X,) —1 = (N —1) if char(K) >

N —
cd(P™\ X,) = {ara]p/v(xn) _1=N-3 if char(K) =
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X = Proj(S), e M un S-modulo graduato, allora

H (X, M(n)) = HET (M),

perogni i >0enecZ.
o Algebra commutativa combinatorica. Per calcolare
ara(X). Gli ideali di minori di una matrice formano un poset.
In particolare per molti dei casi trattati siamo in grado di ottenere:

@ equazioni esplicite per le varieta;



Metodi usati

o Serre’s GAGA. Per calcolare cd(PV \ X) nel caso charK = 0.

o Corrispondenza di Grothendieck-Serre e coomologia
locale. Siano S una K-algebra graduata standard,
X = Proj(S), e M un S-modulo graduato, allora

H (X, M(n)) = HET (M),

perogni i >0enecZ.
o Algebra commutativa combinatorica. Per calcolare
ara(X). Gli ideali di minori di una matrice formano un poset.
In particolare per molti dei casi trattati siamo in grado di ottenere:
@ equazioni esplicite per le varieta;

@ ulteriori informazioni sull’annullamento dei gruppi di
coomologia H'(PN \ X, F) per codimpn X < i < cd(PN \ X).
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