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Prima prova di esonero
TESTO E SOLUZIONI

1. Determinare, utilizzando esclusivamente operazioni elementari, per quali valori k € R,
¢ (o no) compatibile il seguente sistema lineare

2X1+Xo+4X5=1
3Xo+kXy =k

X1 —Xo+kX3=0

4X1 —4Xo +4X3 — kX4 = —1

e, quando e compatibile, calcolare esplicitamente le soluzioni.
SOLUZIONE:
Applichiamo operazioni elementari alla matrice orlata

2 1 4 0 1

0 3 0 &k k
1 -1 k£ O 0
4 -4 4 -k -1

Con le operazioni R3 — R3 — %Rl, R, — R4 — 2R; abbiamo

2 1 4 0 1
0 3 0 k k
0 -3 k=2 0 —3
0 -6 -4 -k -3

da cui 'operazione R3 — 2R3 da

2 1 4 0 1
0 3 0 k k
0 -3 2t—-4 0 -1
0 —6 —4 -k =3

e con le operazioni R3 — R3 + Ro, Ry — R4+ 2R si ha
2 1 4 0 1



da cui, con 'operazione Rz — R3 — R4 si ottiene

21 4 0 1
0 3 0 k& k
0O 0 26 0 2—-%
0 0 -4 k£ 2t-—3
e scambiando R3 con R4 si trova la matrice
21 4 0 1
B 0 3 0 k& k
0 0 -4 k£ 2t-—3
0O 0 2 0 2—-k%
Se £k = 0 la matrice B diventa
21 4 0 1
0 3 0 0 O
B = 0 0 -4 0 -3
0O 0 0 0 2

ed il sistema e pertanto incompatibile.

Supponiamo ora k # 0 e facciamo 'operazione Ry — ﬁRLL alla matrice B, ottenendo

21 4 0 1
0 3 0 &k k
0 0 —4 k 2t-—3
2—k
00 1 0 =7
da cui scambiando Rs3 con R4 si trova
21 4 0 1
0 3 0 &k k
—k
00 1 0 2*
0 0 -4 k£ 2t-3
e infine, con 'operazione Ry — R4 + 4R3 si ottiene
2 1 4 0 1
0 3 0 k k
2—k
oo 2k 2]§k+4
0 0 0 k =

Essendo k # 0 il sistema e a gradini, quindi si conclude che il sistema € compatibile se

e solo se k # 0. In tal caso ha come soluzioni (dopo un po di calcoli):

2k? — 5k + 4 2—-k
2k” —ok+4 Xao —

—k?+5k —4
K2 ) 3 2k ’

_k2+4k—8 .
3k '

Xy = X, =
4 ! 6k

7X-2:



2. Sia k € R e sia

1 1 2
A=10 £k 1
1 -1 0

(a) Usando solo operazioni elementari, determinare i valori di k& per i quali A ¢ (o no)

invertibile e, in tal caso, calcolarne 'inversa.

(b) Sia
1 1 0
B=10 1 0
0 0 k-2

Determinare i valori di k (se esistono) per i quali esiste una sequenza di operazioni ele-

mentari che trasforma AB in I5.

SOLUZIONE:

(a) Applichiamo operazioni elementari alla matrice

1 1 2 1 0 O
(AI;))=10 k£ 1 0 1 0
1 -1 0 0 0 1
Scambiando R; con Rj3 si ha
1 -1 0 0 0 1
0O kK 1 0 1 0
1 1 2 1 0 0
e con 'operazione R3 — R3 — Ry si trova
1 -1 0 0 0 1
0O kk 1 0 1 O
0o 2 2 1 0 -1

S =
o |
—_
N O
= o
o O
| =
—_

e con l'operazione Ry — %RQ si ha

1 -1 00 0 1
o 1 1 4 0 -4
0k 1 0 1 0



e l'operazione R3 — R3 — kR da la matrice

1 -1 0 0 0 1
c=10 1 1 5 0 —3
0o 0 1-k -2 1 £

Osserviamo, dalla matrice C', che

2 sek=1
T(A)_{S se k#1

e quindi A & invertibile se e solo se k # 1.
Sia ora k # 1 e proseguiamo dalla matrice C', ponendo, per comodita, d =1 — k.

Con l'operazione Rz — %Rg si ha

1 -1 0 O 0 1
1 1
ool ik: ? _1;
da cui, con 'operazione Ry — Ry — R3 si ottiene
1 -1 0 O 0 1
1 1 1
O SRR
e infine 'operazione Ry — R + R» da
1 1 1-2k
1 0 0 2w g e
O SR <
da cui deduciamo che
1 1 -2 1-2k
Al — |1 -2 -1
2(1 — k)

-k 2 k

(b) Notiamo che, fissata una qualsiasi matrice C' € M3, se esiste una sequenza di operazioni
elementari che trasforma C' in I3 allora r(C) = r(I3) = 3. Viceversa se r(C) = 3 allora
C' ¢ invertibile, quindi prodotto di matrici elementari, quindi anche C~! & prodotto di
matrici elementari. Ma C~!C = I3, quindi esiste una sequenza di operazioni elementari
che trasforma C' in I3. Dunque esiste una sequenza di operazioni elementari che trasforma

C in I3 se e solo se r(C) = 3.



Applicando questo a C' = AB abbiamo che esiste una sequenza di operazioni elementari

che trasforma AB in I3 se e solo se 7(AB) = 3. Osserviamo che

2 sek=2
7n(B)_{S sek#2°

Allora, se k=2 ose k=1, si ha
r(AB) < min{r(A),r(B)} =2

dunque, in tal caso, non esiste una sequenza di operazioni elementari che trasforma AB in
I3.
Invece se k # 1,2 allora r(A) = r(B) = 3, quindi A € GL3 e pertanto

r(AB)=r(B) =3

dunque, in tal caso, esiste una sequenza di operazioni elementari che trasforma AB in I3.
Si conclude che esiste una sequenza di operazioni elementari che trasforma AB
in I3seesolosek#1,2. m

3. Siano k& un numero reale e siano
vy = (0,1,0,2),v3 = (=1,1,0,1),v3 = (—1,k +1,0,k) € R*%.

Sia U, C R* il sottospazio vettoriale delle soluzioni del sistema lineare omogeneo

X—-kzZ=0

{2X—Y—k:Z:O
X+kY =0

e sia Wi, =< U1, V2,V3 >.
(a) Determinare una base di Uy ed una di W.
(b) Determinare le dimensioni di Uy + Wy, e di Uy N W.

(¢) Determinare per quali k& € R esiste un sottospazio Z di R* tale che
U Z =W, Z.

SOLUZIONE:



(a) Per calcolare la dimensione di W}, consideriamo la matrice dei suoi generatori

0 1 0 2
-1 1 0 1
-1 k+1 0 &k

e facciamo operazioni elementari. Scambiando R; con Rj si trova

-1 1 0 1
0 1 0 2
-1 k+1 0 &k

da cui, con 'operazione R3 — R3 — Ry, si ha

-1 1 0 1
0 1 0 2
0 k£ 0 k-1
e 'operazione R3 — R3 — kRy da la matrice
-1 1 0 1
A= 0 1 0 2
0O 0 0 —-k-1
Si vede subito che
dim(Wy) = r(A) = 2 sek=-1
! WZE 713 sek#-1°

Inoltre, sempre da A, dividendo l'ultima riga per —k — 1 se k # —1, deduciamo che una

base di Wy &
{(-1,1,0,1),(0,1,0,2)} se k=-1¢e {(—-1,1,0,1),(0,1,0,2),E4} se k # —1.

Per calcolare la dimensione di Uy risolviamo invece il suo sistema facendo operazioni ele-

mentari su
2 -1 -k 0 O
1 0 -k 0 0
1 k 0O 0 O
Scambiando R; con Rj3 si trova
1 k 0O 0 O
1 0 —-k 0 O
2 -1 —k 0 O

D



da cui, con le operazioni Ry — Rs — Ry, R3 — R3 — 2Ry, si ha

1 k 0 0 0
0 —k -k 0 O
0 -1-2t —k 0 O

e l'operazione R3 — R3 — 2R5 da

1k 0 0 0
0 —k —k
0 -1 k£ 0O

=)
)

da cui, scambiando Ry con Rj si trova

1 k
0 -1 &k
0 -k -k 0 O

)
o O
o O

da cui, con 'operazione Ry — R3 — kRo, si ottiene

Allora, se —k — k2 # 0, ovvero se k # 0,—1, si ha, posto W = ¢, l'unica soluzione
W =1t272 =0,Y = 0,X = 0, quindi ogni vettore di Uy ¢ del tipo (0,0,0,t) = tE,.

Pertanto una base di Uy &
{E4} e dimUy, =1 se k #0,—1.

Invece se k = 0,—1, posto W =t,Z = s, si trova Y = ks, X = —k?s, quindi ogni vettore
di U e del tipo
(—k?s, ks, s,t) = s(—k* k,1,0) + tE,

e, essendo (—k? k,1,0), E4 linearmente indipendenti, una base di Ug &
{E3,E4} e dlmUo =2
mentre una base di U_; e

{(_15 _17 170)7E4} e dimU_l = 2.
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(b) Per calcolare la dimensione di Wy, + Uy, utilizziamo le basi di W, e Uy, trovate in (a).
Osserviamo intanto che, se k # 0, —1 si ha Ey € Wy, quindi U, C Wy, pertanto
dim(Wyg + Ug) = dim Wi =3 e dim(Wx N Ug) =dim Uk =1 se k # 0, —1.

Se k = 0 facciamo operazioni elementari sulla matrice

-1 1 0 1
0 1 0 2
0 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

Con l'operazione R5 — Rs — Rj3 si trova

-1 1 0 1
0 1 0 2
0 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 O

da cui, scambiando R3 con R4, abbiamo la matrice

-1 1 0 1
0 1 0 2
B=| 0 010
0 0 0 1
0 0 0 0

si vede subito che dim(Wg + Up) = r(B) = 4 e la formula di Grassmann da

dlm(WO N Uo) =dim Wy + dim Uy — dim(WO + U()) =34+2—-4=1.

Se k = —1 facciamo operazioni elementari sulla matrice
-1 1 0 1
0 1 0 2
-1 -1 1 0
0 0 0 1

-1 1 0 1
0 1 0 2
0O -2 1 -1
0 0 0 1



da cui, con 'operazione Rz — R3 + 2R5 abbiamo la matrice
-1
C =

OO = =
O = OO
— W N =

0
0
0
si vede subito che dim(W_; + U_;1) =r(C) =4 e la formula di Grassmann da

dim(W_1 N U_l) =dim W_1 + dim U_1 - dlm(W_1 + U_l) =2 + 2—4=0.
(c) Sia Z un sottospazio di R* tale che Uy ® Z = W, @ Z. Ne segue che

dim Uy, + dim Z = dim(Uy & Z) = dim(Wy & Z) = dim Wy, + dim Z
e quindi dim Uy, = dim Wj. In base alla parte (a) deduciamo che
k=-1,dimU; = dim W) = dim Z = 2.

Ora mostriamo che, per k = —1, Z esiste. Sia Z =< FEs,E3 >. Si ha che W_; + Z ha

dimensione pari al rango di

-1 1 0 1
0 1 0 2
0 1 0 0
0O 0 1 0
che scambiando Ry con R3 diventa
-1 1 0 1
0 1 0 0
0 1 0 2
0O 0 1 0
e con 'operazione R3 — R3 — Rs si trova
-1 1 0 1
0 1 0 0
0O 0 0 2
0O 0 1 0
e scambiando R3 con R4 si ottiene
-1 1 0 1
0 1 0 0
0O 0 1 0
0O 0 0 2



che ha rango 4. Pertanto, per la formula di Grassmann, dim(W_; N Z) = 0 e quindi

W_1 & Z = R*. Analogamente si ha che U_; + Z ha dimensione pari al rango di

-1 -1

_ o O
SO = O

0 0
0 1
0 0
che scambiando R, con Rj3 e poi R3 con R, diventa

-1 -1

_ o O O

1
0 1 0
0 0 1
0 0 0

che ha rango 4. Pertanto, per la formula di Grassmann, dim(U_; N Z) = 0 e quindi
U ,0Z=R" MaalloraW_182Z=U_,® Z.

Si conclude che Z esiste se e solosek=—-1. =
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