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Esercizio 1 Stabilire se i sequenti punti A, B,C € A%(R) sono allineati e , in caso affermativo,
trovare le equazioni cartesiane della retta che li contiene. Quando c¢’e un parametro, discuterlo.

(a) A= (1,0), B=(2,3), C =(3,6)
(b) A= (5,4), B=(4,6), C=(2,1)

(
(
(c) A=(2,1), B=(3,k+1), C=(2+k,2)

_>
. . . . AB
Soluzione 1 Affinché A, B e C siano allineati deve essere det ( N ) = 0. Mentre per trovare
BC
la retta che li contiene, basta prendere due di questi punti Py = (z1,y1) € Py = (x2,y2) € imporre

det(l‘—fﬁl wi) g
T—T2 Y—Y2

(a) I punti sono allineati e la retta che li contiene ha equazione 3z —y — 3 = 0.
(b) I punti non sono allineati.

(c) I punti sono allineati per k = +1. In particolare per k = 1 la retta che li contiene ha
equazione x —y — 1 = 0, tnvece per k = —1 ha equazione x +y —3 =10

Esercizio 2 Si stabilisca se le sequenti rette di A%2(R) sono parallele e coincidenti, parallele e
distinte oppure incidenti; se sono incidenti calcolare il punto di intersezione:

er:zx+2y—1=0 s:—zxz4+y—2=0

rT=2+4
e r:3x—2y+1=0 s=
y=4+46t
=3t T =246t
e I = S = 8
y=2+t y=58+2t
. : . . . S 1 2
Soluzione 2 o Perwedere se sono parallele calcoliamo il determinante dei coefficienti: det 1 1)=

3 # 0 quindi non sono parallele. Il punto di intersezione é (—1,1).

o Scriviamo equazione di v in forma parametrica: ponendo y = t si oltiene © = %t - %
Quindi la giacitura di r ¢ data da (3,1) = 1(4,6) dove (4,6) genera la giacitura di s
quindi r e s sono parallele. Inoltre poiché s contiene il punto (2,4) a differenza dir, esse
non sono coincidenti.



o Facendo lo stesso discorso di prima sulla giacitura di vede che le due rette sono parallele
e poicheé entrambe contengono il punto (0,2), esse sono coincidenti.

Esercizio 3 Determinare ’equazione parametrica delle rette di A%(R) parallele al vettore v dato
e passanti per il punto r N s in ciascuno det sequenti casi:

e v=(24) r:3z—-2y—7=0, s:204+3y=0
e v=(-5V2,7) r:z—y=0, s:x+y=1
Soluzione 3 o (B,—-1)+t(2,4)
o (3.5 +t(-5v2,7)
Esercizio 4 Si scriva l'equazione del piano 7 in A3(R) soddisfacente alle sequenti proprieta:
(a) passante per A(1,1,0) e parallelo ai vettori uw = (1,0,1) e v = (0,2, 3);
(b) passante per B(0,1,1) e C(3,2,1) e parallelo a w = (0,0,5);

(¢) passante per il punto D(1,—1,—2) e parallelo alle rette
z—y—1=0 r=1
T es:
z+2z—-5=0 z=2
Soluzione 4 o 21+3y-22=5

o r-3y=-3

e Si scrivono le equazioni dir e s in forma parametrica e si ottiene: r: (1,0,4)+¢(1,1,—1),
s:(1,0,2) +t(0,1,0). Quindi le equazioni parametriche del piano sono date da

m:(1,-1,-2) + a(1,1,—-1) + 5(0,1,0),
da cui si puo passare alla forma cartesiana x + z +1 = 0.

Esercizio 5 In A3 si scriva l'equazione del piano o passante per i punti A(1,0,0), B(2,1,1) e
C(0,1,1) e lequazione del piano 3 contenente le rette:

r—2z=0 20 —y+22=0
T e s:4,
y+11=0 7y —2=—2

Infine si determini se i due piani sono paralleli o incidents.

— —
Soluzione 5 e La giacitura ¢ data dai vettori AB= (1,1,1) e AD= (—1,1,1) quindi le
equazioni parametriche di o saranno date da

r=1+4+t—s
a:Sy=t+s
z=1+s

Inoltre y = z risulta essere l’equazione cartesiana di o.



o Per trovare la giacitura di v basta risolvere il sistema omogeneo dato dalle equazions car-
tesiane di v e si ottiene giac(r) = (0,1,0). Allo stesso modo si ottiene giac(s) = (1,4,1).
1l piano B ha equazioni parametriche

r=14+t+s
B:{y=4s
z=14+t+s

da cui st ricave l'equazione cartesiana x = Zz.
I piani sono incidents.

Esercizio 6 Sia A? il 2-spazio affine numerico e sia Oey, ey il sistema di riferimento standard:

(a) si trovino le equazioni parametriche e cartesiane della retta r passante per P(1,2) e
parallela al vettore v = (1,—1/2);

(b) si consideri la retta s passante per i punti Q(0,—3/2) e R(—1,2), si trovino le equazioni
parametriche e cartesiane;

(c) v e s sono sghembe? Sono parallele? sono incidenti?
(d) si trovino gli eventuali punti in comune;

(e) sideterminil’equazione della retta t del fascio proprio con centro il punto C(%, %)passante

per 0(0,0);

(f) si scriva 'equazione del fascio improprio di rette parallele a t.

—t
Soluzione 6 (a)x+2y5206{x 5
=272
r=t
(b) T +224+3=0ce€ 3 7
y=-5-3t

(¢) Due rette nel piano non possono essere mai sghembe, inoltre non sono parallele perché
non hanno la stessa giacitura quindi sono incidenti.

(d) Il punto in comune ¢ P = (—%, %9).
(e) 19z+8y=0

(f) 19x+8y+t=0

Esercizio 7 Sia A uno spazio affine di dimensione 4 e sia Oeq, ea, €3, e4 un riferimento affine.

e Calcolare le equazioni cartesiane del sottospazio affine S passante per Q(0,1,0,—1) e
avente per giacitura il sottospazio generato dai vettori v = 6e1 + 2es + 2e3 +e4 e w = ea.
1 —x4=0

o Sia T il sottospazio affine di equazioni . S ¢é parallelo a T?
o+ a3+ 24 =2

Soluzione 7 o (Osserviamo che stiamo considerando un sottospazio di dimensione 2 in uno

spazio di dimensione 4, quindi la forma cartesiana é costituita da due equazioni. Scriviamo
prima la forma parametrica:

S (xy,x9,23,24) = (0,1,0,—1) +¢1(6,2,2,1) + t2(0,1,0,0)



Scegliamo tre punti non allineati e contenuti in S come ad esempio (0,1,0,—1),(0,2,0,—1)
e (6,3,2,0) (in quanto un piano é univocamente determinato dalla scelta di 3 punti). Le
due equazions cartesiane del piano saranno della forma a1x1+ agxo +asrs+asxs+as =0
dove possiamo supporre che as = 1 in quanto S non contiene (0,0,0,0). Se inseriamo i
3 punti nell’equazione otteniamo un sistema lineare di 3 equazioni in 4 variabili che ha
soluzioni della forma (t,0,—3t — %, 1). Scegliendo ad esempiot =0 e t = —% st ottiene
lequazione cartesiana:

—1223+24+1=0

—lri+a4+1=0

o L’equazione parametrica di T ¢ data da (0,2,0,0 = +¢1(0,2,2,0) + t2(2,2,0,2), pertanto
si vede che la giac(T) =< (0,2,2,0),(2,2,0,2) >#< (6,2,2,1),(0,1,0,0) > in quanto ad
esempio non esistono o, B tali che (6,2,2,1) = «(0,2,2,0) + £(2,2,0,2).

Esercizio 8 Si determinino esplicitamente, a variare del parametro k, tutte le soluzioni dei
sequentt sistemi lineari, utilizzando in caso di soluzione unica il metodo di Cramer:

20+ kz=1 kx+z=k 3r+ky+22=1
ky+2y =2 ky+3z==k Sr+ky+kz=0
y+kz=3 2c+ky+z=k r+kz=1

Soluzione 8 (a) Se k # 0 allora 3! soluzione del tipo (£,-2,2). Se k =0 allora il sistema
& incompatibile.

(b) Se k # 0,—1 allora 3! soluzione del tipo (k—ﬁ,’;—ﬁ, k—il) Se k = 0 allora il sistema ¢

risolubile e ha oo soluzioni del tipo (0,t,0). Se k = —1 allora il sistema ¢ incompatibile.

(¢c) Se k # 0,2 allora 3! soluzione del tipo (—2kkt44, k(52kkt24), %374). Se k= 0,2 allora il sistema
¢ incompatibile.

(d) Se k # % allora 3! soluzione del tipo (_k%2kk_-s-11) ,—3, %, g’;—j) Se k = % allora il sistema
¢ tncompatibile.




