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TESTO E SOLUZIONI

Svolgere tutti gli esercizi.

1. Per k € R considerare il sistema lineare

Xi+Xo+kX5— Xy =0
kX1 +2Xo+ 2k—2) X5+ (E—1)Xy=-1—k
Xi+X3—kXy=1
X1+ X35—Xy4=k
Determinare i valori di k per i quali il sistema ¢ (o no) compatibile e, in tal caso, calcolare
esplicitamente le soluzioni.
SOLUZIONE:

Calcoliamo il rango della matrice dei coefficienti per poi applicare il Teorema di Kronecker-
Rouche-Capelli. Sia

1 1 k -1
k2 26—-2 k-1
A= 1 0 1 —k
-1 0 1 -1

Si ha
det(A) = —k* +3k—2=0seesolose k=1,2.

Se k # 1,2 si ha r(A) = 4 e quindi anche r(A b) = 4 ed il sistema ¢ compatibile con

un’unica soluzione, che possiamo calcolare con la regola di Cramer

0 1k —1 1 0 k —1
1—k 2 2%—2 k-1 E —1—k 2k—2 k—1
1 0 1 —k 1 1 1 —k
k 0 1 —1 —1 k 1 —1
X, = =0, Xo = = —k?>—k+1
1 k2 13k _2 > X2 k2 13k _2 +h
1 1 0 1 1 1k 0
k2 —1—k k—1 k2 2k—2 —1—k
1 0 1 —k 1 0 1 1
10 k —1 10 1 k
Xa = =k+1, X4= =1
3 k24 3k—2 1 A k24 3k—2



Se k = 1,2 consideriamo il minore di A
1
1 =240

o O =
—_ = e

—1

e quindi r(A) = 3. Orlando questo minore in (A b) si ottiene det(A) =0 e

1 1k 0
k2 2k—2 —1—k| 3
Lo 1 || =R A3k -2=0
-10 1 k

da cui deduciamo che 7(A b) = 3 e quindi che il sistema ¢ compatibile anche nel caso
kE=1,2.

Quindi il sistema e compatibile per ogni k.

Nel caso k = 1,2, dal minore che calcola il rango di A, sappiamo che possiamo ignorare la

seconda riga, porre X4 =t e risolvere con la regola di Cramer, ottenendo

t 1 k 1 t k
1+kt 0 1 1 1+kt 1
X, = E+t O L kt—k—t+1 - -1 k+t 1 :_Wt+%¥+%¢—&+1
-2 2 ’ -2 2 ’
1 1 t
1 0 14kt
-1 0 k+t kt+k+t+1
X3 = . = 5 .=

2. Siano k un numero reale, U C R* il sottospazio vettoriale delle soluzioni del sistema

lineare omogeneo
{ X+Y—-Z=0
Z+W =0

e Wi,  R* il sottospazio vettoriale delle soluzioni del sistema lineare omogeneo

{X—i—kY—Z:O
EX +EW =0

(a) Determinare una base di U ed una di W.
(b) Determinare le dimensioni di Wy, + U e di W, NU.

(¢) Determinare tutti i vettori v € R* tali che v & Wy, 4+ U.
SOLUZIONE:



(a) La matrice di U ¢

1 1 -1 0 O
0 0 1 10

-1 . . . .
e dato che ‘ 1 ? = —1 # 0, per calcolare la dimensione ed una base di U possiamo
porre X = s, Y =t da cui otteniamo Z = s+ t,W = —s — t e deduciamo che i vettori di

U sono tutti del tipo
(s,t,s+t,—s—1t)=1s(1,0,1,—1) +¢t(0,1,1,—1).

Dunque {(1,0,1,—1),(0,1,1,—1)} & una base di U e dimU = 2.

Per calcolare la dimensione di W}, calcoliamo il rango della matrice
1 k -1 0 O
A= (k: 0 0 & 0) )
k

. 1 o . . . _ 1 sek=0
Si ha‘k 0 = —k* da cui otteniamo che dim Wy, = r(A) = 9 sek#£0°

Per la base di Wy risolviamo il sistema. Se k = 0, posto Y = s,Z = t,W = u si ottiene

X =t e quindi i vettori di Wy sono tutti del tipo
(t,s,t,u) =t(1,0,1,0) + s(0,1,0,0) + u(0,0,0,1).

Dunque, se k =0, {(1,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)} & una base di Wy e dim Wy = 3.
1 k
kE 0
ottenere X = —t,Y = STH e quindi i vettori di W}, sono tutti del tipo

Se k # 0, considerato il minore = —k? # 0, possiamo porre Z = s,W =t ed

s+t 1 1
—t,—,s,t) =t(—1,-,0,1 0,-,1,0
( ) k: 787 ) ( ’k’ 9 )+8( ,k, Y )
Dunque, se k # 0, {(—1, %,0, 1), (0, %, 1,0)} & una base di Wy e dim W, = 2.
(b) Se k = 0 i generatori di Wy + U danno la matrice
1 01 -1
01 1 -1
Bp=]1 0 1 0
0O 1 0 O
0 0 0 1
Dato che
0 1 1 -1
1 01 0
010 0| 170
0 0 0 1



si ha dim(Wy + U) = r(By) = 4 e, per la formula di Grassmann,
dim(Wo N U) = dim Wy + dim U — dim(Wy + U) = 1.

Se k # 0 i generatori di Wi 4+ U danno la matrice

1 0 1 -1
0 1 1 -1
Bi=1_ % 0 1
0 1 1 0
Dato che det(B) =0 e
0o 1 -1
~1 0 1|=1+#£0
0 1 0

si ha, se k # 0, dim(Wy + U) = r(By) = 3 e, per la formula di Grassmann,
dim(Wy, N U) = dim Wy, + dim U — dim(Wj, + U) = 1.

(c) Se k =0 si ha Wy + U = R*, quindi non esiste un v € R* tale che v ¢ Wy + U.
Se k # 0 sappiamo da (b) che Wy 4+ U & generato dalle righe 2, 3 e 4 di Bi. Quindi
v=(a,b,c,d) & Wi+ U se e solo se

a b ¢ d
0 1 1 -1
-1 L 0 1 70
0 % 1 0

ovvero se e solo se

ka+kb—c+(k—1)d#0. =m

3. Sia k € R. In uno spazio affine A di dimensione 4 sia O, eq, es, €3, e4 un riferimento affine
e siano X, Y, Z, W le coordinate. Siano rj la retta passante per Q(1,1,1,0) e parallela a

v =e1 + e2 — key e T} il sottospazio con le seguenti equazioni:

X+Y+EkZ=0 .

X—-kKY+W=0
Tk:{
Z-W =k

(a) Determinare i valori di k per i quali T} e 7 N T} sono sottospazi affini di A. Calcolare
la dimensione di T}.

(b) Determinare per quali valori di k, se esistono, 7 ¢ parallela a Tj.
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(c) Determinare (se esistono) per quali valori di k esiste un piano p in A tale che p &
parallelo a T} ed a rg.
SOLUZIONE:

(a) Consideriamo la matrice del sistema che definisce Tj:

1 =k 0 1 0
(Be)=|1 1 k 0 0
0 0 1 -1 k
Si ha
—k 0 1
1 k 0 |=K+1+#0
0 1 -1

quindi r(B) = r(B ¢) = 3 per ogni k. Per il teorema di Kronecker-Rouché-Capelli, T}, # ()
per ogni k, dunque T}, ¢ un sottospazio per ogni k e dim 7y = dim A — r(B) = 1.

Come e noto l'intersezione di due sottospazi affini & un sottospazio affine se e solo se e
non vuota. Dobbiamo quindi verificare se r, N T}, = (. Per questo scriviamo le equazioni

parametriche di r:

X=1+t
TR : }Z/:i—’_t,tER.
W = —kt

Sostituendo nelle equazioni di T}, si ottiene

1+t—k(l+¢t)—kt=0
rkﬁTk:{2+2t+k:0
1+ kt=k

da cui deduciamo

che si verifica subito essere incompatibile. Ne segue che rp N T}, = () per ogni k e quindi
che r, N T non ¢ mai un sottospazio affine di A.

(b) La giacitura di Tj & data dalle soluzioni del sistema omogeneo

X—-kY+W=0
giac(Tk):{X+Y+kZ:O .
Z—-W=0
Considerato il minore
-k 0 1
k0 |=k4+1+#0
1

1
0 -1



: _ P _ _ k=1 W — _ k1
possiamo porre X = ¢ e trovare che le soluzioni sono X =¢,Y = ;5=5¢, 2 =W = — 5551

e quindi

k—1 kE+1 E+1
2 3

giac(Ty) =< e1+ eq >=< (kK*+1)e;+(k—1)ea—(k+1)es—(k+1)ey > .

P17 10 e
Ma
T((Hiw kil —;L1 —;ﬁ1>):2
dato che
‘kil-qu =ikl g gl |=ko2R

non sono mai simultaneamente nulli. Pertanto r; non e mai parallelo a T}.

(c) Dato che 7, non € mai parallelo a T}, per determinare p, basta prendere un qualsiasi
punto R € A e prendere come giacitura la somma giac(7y) + giac(rg) (che ha ovviamente
dimensione 2). Si conclude che per ogni k esiste un piano p in A che ¢ parallelo a T ed a
re. |

4. Sia k € R. Sia v = (0,1,0,1) € R* e sia F : R* = R* un’applicazione lineare tale che v

¢ autovettore di F' con autovalore 2 ed inoltre
F(E1+Es) = By—v, F(E1—E3) = (k—1)Es+kEy, F(Ey—Ey) = 2E1+(1+k)Es—2FE3+(1—k)Ey

dove F1, Fs, 3, F4 € la base canonica di R
(a) Determinare il polinomio caratteristico e gli autovalori di F'.
(b) Scelto un autovalore A di F' con molteplicita algebrica # 1, trovare una base per
I’autospazio di F' associato a A.
(c) Determinare i valori di k£ per i quali F' ¢ diagonalizzabile.
SOLUZIONE:
(a) Osserviamo che v, 1 + Es, E1 — E3, E5 — E, sono linearmente indipendenti, e dunque

4 .
una base e di R”, in quanto

01 0 1
1 1 0 0
1 0 -1 0 =-2#0.
01 0 -1

Per determinare la matrice associata ad F' osserviamo intanto che, per ipotesi, F'(v) = 2v

e gia espresso nella base e. Si ha inoltre

cw-l—b(E1 +E2) +C(E1 — Eg) -l-d(Eg - E4) = (b-l-C)El + (a+b+d)E2 —cks+ (CL— d)E4 =
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se e solo se

b+c=
a+b+d=-1
—C =
a—d=-1
che ha soluzione a = —%,b =1,c=0,d= —%. Pertanto
3 1
F(El —|— Eg) = —51) —|— 1(E1 + Eg) —|—0(E1 — Eg) — §(E2 — E4)

Analogamente
av+b(E1+E2)+c(E1—E3)+d(E2—E4) = (b—|—C)E1+<a+b+d)E2—CE3—|—(CL—d)E4 = (k—l)E2+l€E4

se e solo se

b+c=0
a+b+d=k—-1
—c=0
a—d==k
che ha soluzione a = k — %,b =0,c=0,d= —%. Pertanto
1 1
F(El - Eg) = (k — 5)1) + O(El + EQ) + O(El — E3> - §(E2 - E4)

Inoltre
CLU—|—b<E1 —f-Eg) —f-C(El — Eg) —|—d(E2 — E4) = (b—f—C)El + (a—|— b+ d)EQ — CE3 —|— (a — d)E4 =

=2F1 + (1 +k)Ey — 2E3 + (1 — k)E,y

se e solo se
b+c=2
at+b+d=1+k
—c= -2
a—d=1—-k

che ha soluzione a = 1,b = 0,c = 2,d = k. Pertanto
F(EQ — E4) = 1’U + O(El —|— Eg) —|— 2(E1 — Eg) —I— ]{:(EQ — E4)

Ne segue che

S OO
o = |
N[ N
5
o o |
N —
N[ =
TN O -



Pertanto il polinomio caratteristico di F' e

2-T -3 k-1 1
|0 1-T7 o0 0 | _,m B 5
Pr(T) =1 0 7 o | =T =T -2)(T% - kT +1).
0 -3 -3 k-T

Quindi gli autovalori di F sono 1,2 ¢ VA =4 V2k2_4 quando k2 —4 > 0, ovvero quando k < —2
ok >2.

Vediamo se ci possono essere coincidenze: si verifica subito che

k+vVk?—4 k+vVk?—4
2

=1 se e solo se k = 2, :2seesolosek:g

2
quindi
Autovalori di F e loro molteplicita algebrica (m.a.)
—2<k<2 A1 =1 (m.a. 1), A2 =2 (m.a. 1)
k=-2 A1 =1 (m.a. 1), A2 =2 (m.a. 1), A3 = —1 (m.a. 2)
k<—20k>2k#5 A o=1 (ma. 1), Ao =2 (m.a. 1), Ay = B=VE=L (10 1), Ay = BEVEEA (3 5 1)
k=2 A1 =1 (m.a. 3), A2 =2 (m.a. 1)
k=2 A =1 (ma. 1), A =2 (m.a. 2), A3 = 2 (m.a. 1)
(b) Consideriamo l'autovalore A3 = —1 nel caso k = —2 e calcoliamo la base di V_;(F).

Come sappiamo tutti gli autovettori di F' con autovalore —1 sono soluzioni del sistema
(M.(F) — (=1)I4) X = 0 dove X ='(z,y, z,w). Si ottiene

3z —3y—22+w=0
2y=0
z4+2w =0
1 1 _
—5Yy—5z2—w=0
che ha per soluzioni x = —2t,y = 0,z = —2t,w = t. Quindi gli autovettori di F' associati

all’autovalore —1 sono tutti del tipo
—2tv—2t(E1—E3)—|—t(E2—E4) == t(—2v—2(E1—E3)+(E2—E4)) = t(—?El—E2+2E3—3E4).

Ne segue che una base di V_1(F') ¢ {—2E; — E; +2E3 —3E,} e pertanto dim V_(F) = 1.
(c) Se k =2 si ha

|
role

m.g.(1) =4 —r( )=1<m.a.(l)=3

o OO =
|O©
N[ —

[

= =

_ N O =



Sek:gsiha

0 -3 2 1
0O -1 0 O

m.g.(2) =4 —r( 0 0 -2 9 ) =1<m.a.(2) =2
0 3 b

Dato che, per la (b), si ha che se k = —2 allora m.g.(—1) = 1 < m.a.(—1) = 2 e che nel
caso —2 < k < 2 la somma delle molteplicita geometriche ¢ 2 < 4, mentre nel caso k < —2
ok >2k# g ci sono 4 autovalori distinti, si deduce che F' ¢ diagonalizzabile se e solo se
k<—-20k>2k#32 m



