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TESTO E SOLUZIONI
Svolgere tutti gli esercizi.

1. Sia k& un numero reale. Sia V uno spazio vettoriale reale e sia e = {e7, €2, e3} una sua

base.

(a) Mostrare che esiste un’unica forma bilineare simmetrica b : V- x V' — R tale che
b(el, 61) = kf, b(€3,63) = —k,b(el,eg) = —k,b(eg,eg) = 1,b(€2,63) =—1

e che e; e perpendicolare a e; — ey rispetto a b.
(b) Calcolare la matrice di b nella forma canonica di Sylvester.

(c) Sia k=1. Sia F': V — V un operatore tale che M.(F) = M.(b) e
b(F(v),w) = b(v,w), per ogni v,w € V.

Mostrare che ogni autovettore di F' e isotropo rispetto a b.
(d) Determinare i valori di k per i quali b definisce un prodotto scalare su V' e calcolare
I’angolo tra e ed e; + e3 e il prodotto vettoriale es A (ﬁ(eg +e3)).
SOLUZIONE:
(a) Per ipotesi abbiamo b(ey, e1 —e3) = 0, da cui b(eq, e2) = b(e1, e1) = k. Questo definisce

univocamente una forma bilineare simmetrica b su V tale che

ko k -k
Mp)y=|k 1 -1
—k -1 —k

(b) Si ha b(ez,e2) = 1, quindi ez non ¢ isotropo. Sia v = xj1e; + xoes + wzez. Si ha

b(ez,v) = 0 se e solo se x1b(ea, e1) + x2b(ea, e2) + x3b(ea, e3) = 0 ovvero se e solo se

kxi+x9 —x3 =0.
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Scelti 1 = 0,22 = x3 = 1 si ha che ey + e3 ¢ tale che b(eg, €5 + e3) = 0. Inoltre ey ed
e2 + e3 sono linearmente indipendenti. Per diagonalizzare b cerchiamo ora un vettore v
tale che b(ez,v) = 0,b(e2 + e3,v) = 0 e ez, e2 + e3, v sono linearmente indipendenti.

Le condizioni b(ez,v) = 0,b(e2 + e3,v) = 0 danno il sistema

]fl‘l —|—J,‘2—$3:0
—(1—|—]€)ZZJ3:0

che ha per esempio come soluzione x1 = 1,29 = —k,x3 = 0 ovvero v = e; — kes. Si verifica
subito che es, es + e3,e1 — keg sono linearmente indipendenti e quindi la matrice di b in

tale base e diagonale. Inoltre
b(62 + €3, €2 + 63) =—-1- k:,b(el — k‘eg, €1 — k@g) = k(l — k)

Deduciamo pertanto che la forma canonica di Sylvester di b sara:

1 0 0 1 0 0
0 1 0 |sek<—-100<k<1;10 —1 0 ]sek=-1,0,1
0 0 -1 0 0 O

1 0 0

0 -1 0 |se —1<k<0o0k>1.

0o 0 -1

(c) Sia v un autovettore di F' con autovalore A e supponiamo che b(v,v) # 0. Si ha
b(v,v) = b(F(v),v)) = b(Av, 0)) = Ab(v, v)

da cui A = 1. Ma il polinomio caratteristico di ', per k=1e A =1 da

1-1 1 -1
0= 1 1-1 -1 =4
-1 -1 —-1-1

contraddizione. Dunque v ¢ isotropo.

(d) Si osserva dalla (b) che non ci sono valori di k per i quali b definisce un prodotto scalare

suV. m
2. Sia K un campo e sia k € K. In IP# con coordinate omogenee X, . .., X4, consideriamo
le seguenti rette:
X1=0 X1=0
Tli{X4:0 ,’I“QZ{XQZO
Xo+ X3=0 X3=0
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ed i seguenti piani
[ X2=0 [ X1=0
PUlXi =02\ Xo +kXg =0
(a) Determinare la dimensione di L(ry,p1) e di L(ra, p2).
(b) Determinare per quali k esiste una proiettivita di P4 che manda L(rq,p1) in L(ra, p2)
e quando esiste scriverla esplicitamente in coordinate.

(c) Determinare per quali k esistono P; € r1, Py € r9,Q1 € p1,Q2 € py taliche Pi, Py, Q1, Q2

sono in posizione generale.

SOLUZIONE:
(a) Si ha
X1=0
) Xu=0
X2 - 0
quindi 71 N p; = {[1,0,0,0,0]} & un punto mentre
X1=0
) xy=0
T2 Mp2: X5 =0
Xo+kXg=0

quindi, se k = 0 si ha che ro N py = {[a,0,0,0,b],a,b € K} & una retta mentre se k # 0 si

ha che ro Npy = {[0,0,0,0,1]} & un punto. Per la formula di Grassmann deduciamo che
dim L(r1,p1) = dimr; + dimp; — dimr; Np; =3

mentre

2 sek=0
3 sek#0 "~

dim L(rg, p2) = dimry + dimpy — dimry Npy = {
(b) Dato che una proiettivitd conserva la dimensione, se esiste una proiettivita di Pg
che manda L(ry,p1) in L(rg, p2) allora deve essere k # 0. E, in tal caso, basta osservare
che L(rq,p1) € Uiperpiano di equazione X, = 0 mentre L(rq,ps) € l'iperpiano di equazione
X1 = 0. Quindi f(Xo, X1, X2, X3) = (X0, X4, X2, X1) ¢ una proiettivita di IP% che manda
L(ry,p1) in L(r2, p2).
(¢) I possibili punti sono P; = [ag, 0, as, —as, 0], P> = [bo,0,0,0,by],Q1 = [co, 1,0, ¢3,0], Q2 =
[do, 0, —kdy,ds,ds]. Dunque per esempio P, = [0,0,1,—1,0], % = [0,0,0,0,1],Q; =
[0,1,0,0,0],Q2 = [0,0,0,1,0] sono in posizione generale per ogni k. =

3. Siano k,h € R e siano Ci, la conica (affine o euclidea) di equazione
kX? 4 4kY? + 4kXY + X =0
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e Dy, la conica (affine o euclidea) di equazione
hX?+Y?-1=0.

(a) Determinare per quali k, h si ha che Ci e D}, sono non degeneri, semplicemente degeneri
o doppiamente degeneri e sono (o no) a centro.
(b) Determinare ’equazione canonica euclidea di Cy, per ogni k.
(c¢) Determinare i valori k e di h per cui Cr e Dy sono affinemente equivalenti (nel caso
affine) o congruenti (nel caso euclideo).

SOLUZIONE:
(a) Si osservi che se k = 0 si ha che Cx non & una conica, quindi £ = 0 & da ora in poi

escluso. La matrice di Cj e

0 2 0
A=|(31 k 2k
0 2k 4k

e si ha det A = —k # 0 e pertanto

Ck € non degenere per ogni k # 0.

ko 2k
Ao = <2k 4k>

Invece

e si ha det Ag = 0 e pertanto
Ck non € a centro per ogni k # 0.

Dunque Cj € una parabola non degenere per ogni k # 0.

La matrice di Dy, e
—1

0
0

o O
— o O

e si ha che
Dy, e semplicemente degenere per h = 0, non degenere per h # 0.

Inoltre



e si ha det By = h e pertanto
Dy, € a centro se e solo se h # 0.

(b) Diagonalizziamo Ag. Si ha

k—-T 2k

PAo(T):‘ 2k 4k—T

' =T(T — 5k)
quindi gli autovalori di Ay sono 0 e 5k e gli autovettori normalizzati corrispondenti sono

(2, — 1,2).

1 1
VARV

()= 2) ()

'equazione di Cj, diventa (usando ancora X e Y')

Pertanto con l'isometria

2 1
5kY?  + =X+ —=Y =0

VERVE]

da cui con l'isometria

X=X
Y=Y - 1

10kv/5
I’equazione di Cj, diventa ) .
5kY? + EX ~ o0z = °
e con l'isometria
{ X =X+ 45
Y=Y’

I’equazione di Cj diventa, dividendo per 5k,

2
Y24 S -X=0.
5kv/5

Se ne deduce che ’equazione canonica euclidea di C €

1 2
— )X =0sek<0eY?—-2(— )X =0sek>0.
—5]4:\/5) (5k\/5)

(c) Affinche Cy e Dy, siano affinemente equivalenti, essendo C sempre una parabola non

Y2 —2(

degenere, dovra esserlo anche Dy, che si vede subito non essere possibile. Pertanto non
esistono valori k e di h per cui C; e Dy, sono affinemente equivalenti (nel caso affine) o

congruenti (nel caso euclideo). =



