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TESTO E SOLUZIONI
Svolgere tutti gli esercizi.

1. Sia k € R,k # 0 e sia by : R® x R® = R la forma bilineare simmetrica tale che
be(Er, Er) = bi(E3, B3) = 1,b (B2, E2) =2, Ey L B3, By L kEy — Eo,E3 1 kE3 — E

dove {E1, Fy, E3} & la base canonica di R®.

(a) Determinare la forma canonica di Sylvester di b.

(

b)
(c) Determinare i valori di k& per i quali by definisce un prodotto scalare su R3.
d)

(

e1 A eg dove {eq,ea,e3} € la base ortonormale che diagonalizza by.
SOLUZIONE:

Determinare una matrice M € SO(3) che diagonalizza by,.

Peri valori di k trovati in (c) calcolare I’angolo tra Ey ed E;+ Ej3 e il prodotto vettoriale

(a) Osserviamo che
0=0br(E1,kEy — E3) =k — bi(FE1, E2),0 = bi(E3,kE3 — Ey) = k — bi(FE3, Es)

da cui by (E7, E2) = bi(Es, E3) = k e la matrice di by,

1 k0
kE 2 k
0 k£ 1
quindi il suo polinomio caratteristico e
1-T k 0
ko 2-T k |=Q0-T)T?-3T+2-2k%
0 k 1-T

. . £/ 2 —\/ 2 .
e pertanto gli autovalori sono \; = 1,y = w e A3 = #. La matrice

diagonalizzata sara

1 0 0
0 3+v14+8k2 0
2
3—v1+8k2
0 0 +



Osserviamo che Ay > 0 per ogni £ mentre A3 > 0 se e solo se —1 < k < 1, quindi la forma

canonica di Sylvester di by sara

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 O0]se—1<k<1;10 1 OJsek==41le [0 1 0 |sek<—-10k>1.
0 0 1 0 0 0 0 0 -1

(¢) Ne segue che by, definisce un prodotto scalare su R? se e solo se —1 < k < 1.
(b) Dato che k # 0 si ha che 3EV1+8k% V12+8"’2 # 1 per ogni k, quindi i tre autovalori sono distinti
e per diagonalizzare la matrice di by bastera trovare tre autovettori corrispondenti. Sia A

uno degli autovalori e consideriamo il sistema

1-A k 0 x
E 2—-X k y|=0
0 k 1—A z
OVVero
(I-XNz+ky=0
kx+(2—-Ny+kz=0.
ky+(1—-XNz=0
Se A = 1 si vede subito che una soluzione ¢ (1,0, —1). Se A = 3EVI+8k® Vy'gkz si deduce

subito che una soluzione & (1, %, 1). Dunque una base ortonormale di autovettori sara

e ={e1, ea,e3} dove

1 1 Ay — 1 1 A3 —1
€1 = (1707 _1>,62 = (17 2 71)763 = (17 >

71)

e quindi
1

1 1
VZ Vet (B
0 Ao—1 Az3—1
Y2035 k242902
—L 1 1
N e R e
(d) Se 6 ¢ 'angolo tra E; ed Eq + Ej3 si ha

M =

bi(E1, E1 + Es) 1
cosf = -
Vo (BE1, E1)\/ou(Ey + B3, By + E3) V2

us

da cul § = 1

Infine e; A e ha coordinate, nella base e, i minori 2 X 2 a segni alterni della matrice

1 0 1
( 73 73 )
1 Ao—1 1
V232 k(32 233y
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da cui deduciamo che

Ao —1 V2 A2 —1
€1 — ez + e3. |
k /44_2(%)2 /2+(A2k—1)2 k /4+2(A21;1)2

2. Sia E uno spazio euclideo di dimensione 3 e sia {O, i, j, k} un suo sistema di coordinate

61/\622

cartesiane. Siano Py = Py(1,0,0) € E, r ed 7’ le rette di E di equazioni

r=2-—1
) _ y ([ X=Y+Z2=0
r.{g:_;l—kt,tER, T'{QX—Y—Z:U

(a) Determinare tutte le rette s che soddisfano tutte e tre le seguenti condizioni: s ha
distanza \% da r, s passa per il punto P = P(0,1,0) ed s forma un angolo di § con 7.
(b) Determinare tutte le rette s’ che soddisfano tutte e tre le seguenti condizioni: s" &
perpendicolare ad r, d(Py, s’) = 2, s’ interseca r nel punto P’ = P’'(2,—1,0).
(c¢) Considerato E C IPI?E)R siano 7 e 7 le chiusure proiettive di 7 e /. Determinare (se
esistono) le equazioni di tutti i piani p di Pf’& taliche 7 C pe pN7 =[1,0,0,0].
SOLUZIONE:

Osserviamo che i vettori di direzione delle due rette sono, nelle coordinate definite dalla
base {i,j, k},

v = (=1,1,-1), v =(2,3,1).

(a) Sia v = (I,m,n) un versore di direzione di s. Dunque I2 +m? +n? = 1. Ora
0=<v,0 >=2l+3m+n

da cuin = —2[—3m. Se s ¢ parallela ad r (che si vede subito essere equivalente a m+1 = 0)

allora, scelto Q(2,—1,0) € r, si ha

2 _gsr) = dpry = VB
7B d(s,r) =d(P,r) = 7

assurdo. Invece se s non e parallela ad r, e quindi m + [ # 0, si ha




da cui
2 2|m + | 2

V3 J6mt2 V6
assurdo. Se ne deduce che s non esiste per nessun k.

(b) Sia v = (I,m,n) un versore di direzione di s’. Dunque /2 + m? + n? = 1. Ora
0=<v,0.>=—-l+m—n

da cui n = m — [. Scelto P’ € s, si ha

2=d(Py,s') = \/‘51 2

da cui, sostituendo n = m — [ e quadrando si ottiene, 3m? + 312 — 2ml = 4, che, insieme a

P+m?+(m-1)?=1da

2 2
-1

OF 4
Il n

2
+' I m

‘—1 1

3m2+312—-—2ml=14
22 +2m2 —2ml =1

ovVVvero
2ml = 21> +2m? — 1
m? =3 — 12

e quindi
m? =3 —1[?
2ml =5
e pertanto [ # 0,m = 2% e 41* —12(% + 25 = 0 che non ha soluzioni reali. Se ne deduce che

s’ non esiste per nessun k.

(¢) Le equazioni cartesiane di r sono

{X—I-Y—I:O

X—-Z-2=0
da cui
_ X1+ Xe—-X0=0
1 X7 —-X3—-2Xp=0
mentre

=/ . Xl_X2+X3:O
2X1 —Xo—X3=0"

Un piano p contenente 7 ha equazione a(X; + X2 — Xo) + B(X1 — X3 — 2X) = 0, per
(e, B) # (0,0). Dato che [1,0,0,0] € p si ha —a — 28 =0 e quindi a« = —20 e 'equazione
di p e, dividendo per S,

X1+ 2Xo+ X3 =0.

4



Ora sara sufficiente verificare che p non contiene 7. Ma ¢ facile vedere che [0,2,3,1] € 7
e [0,2,3,1] € p. Quindi I'unico piano p di ]Pf’& tali che 7 C pe pN7 =1[1,0,0,0] & quello
di equazione

X14+2Xo0+X3=0.nm

3. Siano k,h € R e siano Ci la conica proiettiva reale di equazione
X2 +4X1 Xy + kX2 =0
e Dy, la conica proiettiva reale di equazione
X3+ hX;+ X5 =0.

(a) Determinare per quali k, h si ha che Cy, e D}, sono non degeneri (distinguere se a punti

reali o no), semplicemente degeneri o doppiamente degeneri.

(b) Determinare una proiettivita che trasforma Cj nella sua equazione canonica.

(c) Sia Hy la retta di equazione Xy = 0 e consideriamo 'inclusione j : AIQR — ]Pf% — Hy

data da jo(z,y) = [1, 2, y]. Considerate le coniche affini C, N (1P — Ho) e Dy, N (Pg — Ho),

determinare, se esistono, i valori di k e di h per cui esse sono affinemente equivalenti.
SOLUZIONE:

(a) e (b) Si vede subito che 1’equazione canonica di Dj, ¢ (eventualmente scambiando X3

e Xo)

X2+ XI+X3=0seh>0,X7+X?=0seh=0,X7+X7 - X3=0seh<0.

In particolare deduciamo che Dy, € non degenere e a punti non reali se A > 0, semplicemente
degenere con un solo punto reale se h = 0 e non degenere e a punti reali se h < 0.

La matrice di Cy, e

1 0 0
0 0 2
0 2 k

quindi il suo polinomio caratteristico e

1-T 0 0
0 T 2 |=0-T)(T*—-kT—4)
0 2 k-T

k+VEZET6 o\, — k—VEZE16
2 € A3 = 2

e pertanto gli autovalori sono A\ = 1, Ay = . Ora si vede subito

che Ay > 0 e A3 < 0 per ogni k, quindi ’equazione canonica di C €
X2+X2-X2=0.
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In particolare deduciamo che Cy € non degenere e a punti reali per ogni k.

Sia A uno degli autovalori e consideriamo il sistema

1—-X O 0 T
0 —-A 2 y | =0
0 2 k—A z
OVVero
(I1-XNzx=0
—Ay+2z=0

2y+(k—XN)z=0
Se A = 1 si vede subito che una base dello spazio delle soluzioni ¢ {(1,0,0)} se kK # —3 ¢
{(1,0,0),(0,2,1)} se k = —3.
Se A= X3 0\ = Xy e k# —3, si deduce subito che una base dello spazio delle soluzioni

e {(0,1, %)} Dunque una proiettivita che trasforma Cj nella sua equazione canonica sara

data da
1 1

t(X()?Xl;XQ) :Mt(X(l)7 \/)\—2X{7 \/_—/\?)Xé)

dove
1 0 0 1 0 0
0 l 1 O 1 1
M = V314282 se k= —3, ViH(32)2 V1+(38)2 se k # —3.
0 A3 A A

\/Lg Q\/TW 0 2\/1+2(*73)2 2\/1;(%3)2

(c) Posto Xg = 1,X; = X, Xo =Y nelle equazioni canoniche proiettive si ottiene (even-
tualmente scambiando X e Y') che I’equazione canonica affine di Dy, é:

e X?4+Y?2=—-1seh>0;

o Y2=_1seh=0;

e X2_Y?2=1seh<0.

Analogamente I’equazione canonica affine di Cj, e:

e X?-Y?=1.

Se ne deduce che Ci e Dy, sono affinemente equivalenti se e solo se h < 0 (per ogni k). m



