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Seconda prova di esonero

TESTO E SOLUZIONI

1. Sia k € C. Sia V uno spazio vettoriale hermitiano e sia e = {ej, €3, e3} una sua base

ortonormale. Sia

1 K 2 2
A,g:g 2 1 -2
-2 2 -1

(a) Sia T' € End(V) tale che la sua matrice nella base e & Ai. Determinare tutti i valori di
k per i quali T' e un operatore unitario.
Per almeno un valore di k trovato in a):
(b) Determinare una matrice M € U(3) che diagonalizza T'.
(c) Esiste una matrice M € O(3) che diagonalizza T'?
SOLUZIONE:
(a) Dato che la base e ¢ ortonormale, si ha che T' & un operatore unitario se e solo se Ay

unitaria, ovvero se e solo se ' A, A = I3. Ora

L(F 2 =2\ (R 2 2\ | [FR48 2% -2 2% -2
t™A _ . _ 2 o
AkAk:—§ 2 1 2 2 1 =2 |==12k2-2 9 0 =13
9 _9 _1 -2 2 -1 2k2 — 2 0 9
se e solo se )
E_12<:2+8:9
2k"—2=0
262 —2=0

ovvero se e solo se k? = 1, cioe k = +1.
(b) e (c) Scegliamo k = 1. Per trovare M € U(3) che diagonalizza T' cerchiamo una base
ortonormale di autovettori. Sia A = 3A;. Si ha

1—1¢ 2 2

Pit)=] 2 1—-t =2 |=-34+t*-3t+21=B-1)(t*+2t+9)
-2 2 —1-t



quindi, dividendo per 3, gli autovalori di 7" sono A\; = 1, Ay = _1%2\/51 e A3 = _1+TW
In particolare, non essendo tutti reali, deduciamo subito che non esiste una matrice M €
O(3) che diagonalizza T'.
Per trovare M € U(3) invece risolviamo il sistema (A — A3)X = 0 dove A\ = 3, —1 4 21/2i.
Si ha

1-Nz+2y+22=0

204+ (1 - ANy —22=0

—2rx4+2y—(1+XN)z=0
e si vede subito che le sue soluzioni sono (1,1,0) se A = 3 e (1,—1,£v/2i) se A = 3)\;,

7 = 1,2. Dunque una base ortonormale di autovettori sara

(NI e S T o g )
27 27 ) 2’ 27 2 Z ) 2’ 27 2 Z
indi

e quindi N L L

V2 2 2

1 1 1

M = vz -3 -3 [ |
V2. 3.

0 T’L TZ

2. Sia K un campo e sia k € K. In IP3 con coordinate omogenee X, . .., X3, consideriamo

le seguenti rette :

L[ Xi=0 L[ Xi=0 o [Xp=0  [X1=0
D Y X+ X3=0""2" 1 X=0"" " 1 X3=0""2" | Xo+kXg=0"

(a) Determinare la dimensione di L(ry,r2) e di L(s1, s2).
(b) Determinare per quali k esiste una proiettivita di IPj- che manda L(ry, 7o) in L(sq, s2)
e quando esiste scriverla esplicitamente in coordinate.
(c) Determinare per quali k esistono P; € r1, P» € 12,Q1 € $1,Q2 € so taliche Py, P, Q1, Q2
sono in posizione generale.
SOLUZIONE:
(a) Si ha
X1=0
ryNry: {X2+X3 =0
Xo=0

quindi 7 Nry = {[1,0,0,0]} & un punto mentre

Xo=0
X3=0

S1 M sy Xi:O
Xo+kXog=0

2



quindi, se £ = 0 si ha che s; N'sy = {[1,0,0,0]} & un punto mentre se k # 0 si ha che

s1 N sy = (. Per la formula di Grassmann deduciamo che
dim L(rq,72) = dimry + dimry — dimry Ny = 2

mentre
2 sek=0
3 sek#0 "

dim L(s1, s2) = dim sy + dim s — dim s1 N s9 = {
(b) Dato che una proiettivitd conserva la dimensione, se esiste una proiettivita di IP3- che
manda L(ry,r2) in L(s1, s2) allora deve essere k = 0. E, in tal caso, basta osservare che
L(ry,7ry) € il piano di equazione X; = 0 mentre L(s1, s2) € il piano di equazione Xo = 0.
Quindi f(Xo, X1, X2, X3) = (X0, X2, X1, X3) & una proiettivita di IP;- che manda L(r1,73)
in L(s1,$2).
(c) I possibili punti sono P; = [ag,0,as, —as], P» = [bo,0,0,b3],Q1 = [co,¢1,0,0],Q2 =
[do, 0, —kdy, d3]. Dunque per esempio P, = [0,0,1,—1], P, = [0,0,0,1],Q; = [0,1,0,0], Q2 =
[1,0, —k, 0] sono in posizione generale per ogni k. =

3. Siano k,h € R, k # 0 e siano Ci, la conica (affine o euclidea) di equazione
(k+3)X2+ kY2 +4XY +1=0
e Dy, la conica (affine o euclidea) di equazione
2XY — 1+ h(X?-Y?) =0.

(a) Determinare per quali k, h si ha che Ci e D}, sono non degeneri, semplicemente degeneri
o doppiamente degeneri e sono (o no) a centro.

(b) Determinare ’equazione canonica euclidea di Cy per ogni k # 0.

(c) Determinare i valori k # 0 e di h per cui Ci e D}, sono affinemente equivalenti (nel caso

affine) o congruenti (nel caso euclideo).

SOLUZIONE:
(a) La matrice di Cy,
1 0 0
A=|10 k+3 2
0 2 k

esihadetA=k?+3k—4=0seesolosek=—4,1. Si vede subito che

3 sek#-41
T(A)_{Q se k=—4,1
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e pertanto

Ck € non degenere se k # —4,1, semplicemente degenere se k = —4,1.

k+3 2
=" 5)

esihadet Ay =k? +3k —4 =0se esolose k= —4,1 e pertanto

Invece

Cr € a centro se e solo se k # —4, 1.

La matrice di Dy, e

-1 0 0
B=| 0 h 1
0 1 —h

e si ha det B = h? 4 1 che ovviamente non si annulla mai e pertanto

Dy, € non degenere per ogni h.

ho1
me (v )

e si ha det By = —h? — 1 < 0 per ogni h e pertanto

Inoltre

Dy, € a centro ed € un’iperbole per ogni h.

(b) Diagonalizziamo Aj. Si ha

|k+3-T 2

P, (T) = 5 Lo =T% - (2k+3)T+k*+3k—4

quindi gli autovalori di Ag sono k—1 e k4 4. Pertanto con un’isometria I’equazione di C
diventa

k-—1DX?+ (k+4)Y*+1=0.

da cui:
(caso 1): k> 1

I’equazione canonica euclidea di Cy e

X? Y2
— T =°h
k—1 k+4
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(caso 2): k=1
I’equazione canonica euclidea di Cy e
1

Y24 - =0;
+ 5 ;
(caso 3): -4 < k<1
I’equazione canonica euclidea di Cy e
X2 y?
T -1 =L
-k k+4

(caso 4): k= —4
I’equazione canonica euclidea di C, ¢ (dopo aver scambiato X e Y)

1
Y2 -~ =0;
5 )
(caso 5): k< —4

'equazione canonica euclidea di Cy ¢ (dopo aver scambiato X e Y')

X2 Y2
Y+ =1
—k—4 1-k

(c) Intanto affinche Cy, e Dy, siano affinemente equivalenti o congruenti, essendo Dj, sempre
un’iperbole non degenere, dovra esserlo anche Cj e quindi —4 < k < 1. Dato che c’e¢ una
sola iperbole affine non degenere, questo ci dice che C; e D}, sono affinemente equivalenti
se e solo se —4 < k < 1.

Per vedere se possono essere congruenti diagonalizziamo By. Si ha

|h-T 1

PBO(T)_ 1 —h—T :TZ_(h2+1)

quindi gli autovalori di By sono £+v/h? + 1. Pertanto con un’isometria 1’equazione di D,

diventa
(VR2+1)X? — (Vh2+1)Y? -1=0

e quindi ’equazione canonica euclidea di Dy, e
X? Y?
1 1
Vh2+1 VhZ+1
Si ha allora che Cr e Dy, sono congruenti se e solo se
- 1 r 1
1k Vietl k+d4 ViZid

e si vede subito che questo vale se e solo se k = —% eh= i@. [

= 1.




