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Prima prova di esonero
TESTO E SOLUZIONI

1. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione n > 1 e sia b un forma bilineare
simmetrica su V di segnatura (p,r — p), dove r ¢ il rango di b.

(a) Dimostrare che
p=max{s > 0:3W C V sottospazio tale chedim W = s e bjy> ¢ definita positiva}.

Sia ora k € R, n = 3 e sia e = {e1, €3, €3} una base di V.

(b) Mostrare che esiste un’unica forma bilineare simmetrica b: V' x V' — R tale che
b(er,e1) = b(er,e3) = k,b(e1,e2) = bea,e3) =0,b(ea,e2) =1 eeg3—e € vt

e calcolare, per ogni k, la matrice di b nella forma canonica di Sylvester.

(c) Sia k # 0. Esiste un sottospazio W di V tale che dimW =1e W = W=?

SOLUZIONE:
(a) Se p = 0 sia Wy = {0}. Se p > 1, sia e = {ey,...,e,} una base di Sylvester per b.
Allora posto W, = (e1,...,e,) e ¢ = {e1,...,e,}, sappiamo che

Me’(b|Wp) - Ip

ovvero che by, ¢ definita positiva. Quindi, in entrambi i casi, un sottospazio di dimensione
p sul quale la rerstrizione di b e definita positiva esiste.
Sia ora W C V un sottospazio tale che by, ¢ definita positiva e sia s = dimW. Ci

resta da dimostrare che

s <p.
Essendo questo ovvio per s = 0, supponiamo s > 1.
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Osserviamo che (nonostante b non sia un prodotto scalare) si ha
(x) V=WaeWw.

Intanto W N W+ = {0}: se w € WN W+ allora b(w, w) = 0, quindi, essendo byw definita
positiva, ne segue che w = 0. Sia ora f’ = {f1,..., fs} una base di Sylvester per by,
quindi b(f;, f;) = d;; per 1 <4,j < s. Per ogni v € V siano

S

clzb(v,fi),w:Zcifi ew =v—w.

=1

Allora w € W e w’ € W+ per verificare questo ¢ sufficiente verificare che b(w’, fi)=0

per 1 <5 < s. E infatti
b(w/vfj) :b( -—w fj v fj Zcz fz7fj —0-

Quindi abbiamo che v = w +w’ con w € W e w’ € W e la (x) & dimostrata.
Sia ora f"” = {fst+1,...,fn} una base di Sylvester per bj;y.. Ne segue da (x) che
f={f1,--., fn} & una base per V. Ora My (b;y) = I, mentre

I. 0 O
Mf//(b“/[/L) =10 —-I; O
0 0 O
per certi interi ¢ > 0,d > 0. Pertanto
I .. 0 O
M¢(b) = 0 —I; 0
0 0 O

Ne segue che p = s+ ¢ > s.
(b) Per ipotesi abbiamo b(es3 —e1, e3) = 0, da cui b(es, e3) = b(e1, e3) = k. Questo definisce

univocamente una forma bilineare simmetrica b su V tale che

E 0 k
M.(b)=(0 1 0
E 0 k
Sappiamo gia che

b(€3 — €1, 62) = b(eg — 61,63) = b(eg, 63) =0
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e quindi che {es,e3,e3 — e1} €& una base ortogonale per b. Inoltre b(es,e2) = 1,b(es —

e1,es —e1) = 0,b(es, e3) = k. Quindi la forma canonica di Sylvester di b sara:

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 —1 0 |sek<0;{0 O O|sek=0,{0 1 0 |sek>0.
0 0 O 0 0 0 0 0 0

(c) Sia W C V un sottospazio tale che dimW =1e W = W+. Essendo e3 —e; € V* ne
segue che e3 —e; € WL =W, quindi W = (e3 — e1). Ma allora

W:WJ':<63—61>J‘:V

contraddizione. Dunque un tale W non esiste. =

2. Sia E lo spazio euclideo standard di dimensione 4 (quindi E = R* come spazio affine su
sé stesso con il prodotto standard (—, —)). Sia X\ € R e siano n un versore di R* e Y € R*.
Sia ¢ : R* — R* Papplicazione lineare definita da p(X) = X — (X, n)n.

(a) Determinare per quali A si ha che ¢ & un operatore unitario.

Sia ora n = (1,0,0,0) e sia f : E — E P'applicazione definita da
fX)=X-XNX,n)n+Y.

(b) Per quali A si ha che f & un’isometria? f puo essere una traslazione?
(c) Nel caso in cui f e un’isometria, determinare, se esistono, tutti gli Y tali che f ha
almeno un punto fisso, ovvero un X € R* tale che f(X) = X.

SOLUZIONE:
(a) Sappiamo che ¢ & un operatore unitario se e solo se {(p(X), (X)) = (X, X) per ogni
X € R*. Ora

<90(X)7Q0(X)> = <X - )‘<X7 n>n7X - /\<X7 n>n> = <X7X> - 2)‘<X7 ’fl>2 + )‘2<X7 7’L>2
da cui deduciamo che ¢ € un operatore unitario se e solo se
A\ —2)(X,n)? =0 per ogni X € R*.

Dunque se A = 0,2 allora ¢ € un operatore unitario. Viceversa se ¢ € un operatore unitario
allora, preso X = n, si ha che

AA—2)=0
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da cui A = 0,2. Se ne conclude che ¢ € un operatore unitario se e solo se A = 0, 2.
—
(b) Ricordiamo che se X, X’ € E, la struttura di spazio affine ¢ data da XX = X' — X.

Mostriamo che ¢ e 'operatore associato ad f:

FOOFXS = F(X) = f(X) = X'~ MX' m)n+Y — X + MX,n)n— Y =
— X~ X - MX — X,n)n = (X' — X) = p(XX)).

Dalla (a) segue che f & un’isometria se e solo se A =0, 2.

Inoltre se A = 0 abbiamo che f(X) = X + Y, quindi f ¢ la traslazione definita da Y.
Invece se A = 2, se f fosse una traslazione, avremmo che ¢ e l'identita. Preso X = n si
avrebbe che

n=pn)=n—2(nnn=-n

che implica la contraddizione n = 0.
Se ne conclude che f & una traslazione se e solo se A = 0.

(c) Sia A =0,2. Sia X € E. Allora X ¢ un punto fisso di f se e solo se
X=f(X)=X - NX,n)n+Y

ovvero se e solo se

Y = MX,n)n.

Ora se A = 0 deduciamo che Y = 0 e f ¢ l'indentita, quindi tutti i punti sono fissi. Se
A = 2 allora deve essere Y = cn, dove ¢ = (2X,n). Viceversa se Y = cn allora f ha come

punto fisso Xy = £n:

<
2

f(Xo) = f(5n) = 5n —2(5n,mhn+en = Sn = Xo.

Ne concludiamo che f ha un punto fissose e solose A\=0eY =0, oppure A\=2eY =cn
per qualche c€ R. =

3. Sia E uno spazio euclideo di dimensione 3 e sia {O, i, j, k} un suo sistema di coordinate
cartesiane con coordinate X,Y, Z.

Siano p; e po i piani di £ di equazioni

P X4+Y —-Z=0, pp: X -Y+2=0
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X=0
Z=1
(a) Determinare, se esistono, tutti i piani p di F tale che p ¢ ortogonale a p; e py e p &

e sia r la retta di equazioni {

parallelo ad 7.

(b) Determinare, se esistono, tutti i piani p di E tali che

T
angolo(p, p1) = angolo(p, p2) = 3¢ d(rNp1,p) =1.

(c) Esiste una retta s in E tale che d(s,r) =1 e s & parallela a p; e py?

SOLUZIONE:
(a) Sia p un piano di E' di equazione AX + BY + CZ + D = 0 e tale che p ¢ ortogonale a
p1 € po e p e parallelo ad r. Si ha

plp — (ABC)L(1,1,-1) < A+B-C=0

plp <— (A BC)L(1,-1,1) <= A-B+C=0.

Preso v, = (0,1,0) abbiamo inoltre che
pl|lr <= (0,1,0) & una soluzione di AX + BY +CZ =0 < B =0.

Pertanto abbiamo che

A-B+C=0
B=0

che implica A = B = C' = 0, dunque un tale p non esiste.

{A—l—B—C:O

(b) Sia p un piano di F di equazione AX+BY +CZ+D = 0, dove, per comodita assumiamo

che A%2 + B? + C? = 1, e tale che angolo(p,p1) = angolo(p,p2) = Zed(rnp,p) = 1.

Abbiamo allora

L cos(Fy= = (A4,B,0),(1,1,-1)> A+B-C
2 37 [[(4,B,O)[I(1,1,-1)]] 7

e analogamente
L () SABOLL L) > A-B4C
2 37 [I(A,B,O)llI(1, -1, 1)]] 7
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da cui deduciamo che

2
A4+ B*+C? =1

che ha per soluzioni A = ‘/75,3 =C = j:‘/Ti.

Inoltre chiaramente r N p;y € il punto Py = Py(0,1,1), quindi

dirnp,p)=1 <<= 1=|B+C+ D|

da cui deduciamo che

H
N
<

2—

D 5 seB:T2
2; seB:—\/Tﬁ'

Quindi ci sono esattamente quattro piani che soddisfano le condizioni richieste, di equazioni

H
N

23X V2V + V22 4+4-2V2=0e2V3X —V2Y —V2Z+4+2V2=0.

(c) Sia s una retta in E tale che d(s,r) = 1 e s & parallela a p; e pa. Sia v = (I,m,n) un

vettore di direzione di s. Abbiamo

s||pr <= (I,m,n) ¢ una soluzione di X +Y - Z =0 < [+m—-n=0

s p2 <= (I,m,n) ¢ una soluzione i X - Y +2Z2=0 <= - m+n=0

da cui deduciamo che [ = 0 e n = m. Quindi possiamo anche prendere vs = (0,1,1). Sia
ora Q = Q(a,b,c) un punto di s e scegliamo @1 = @1(0,0,1) € r. Si ha
c—1

b
det 1 0
1

o O Q

1
1=d(s,r) = = |a|

10 0 0 0 1]°
11

0 1 0 1
da cui deduciamo che tutte le rette s cercate sono quelle di equazioni parametriche

2 2
oo 3]

X =41
s:{Y:t+b,t€R, per ogni b,c € R. m
J=t+c



