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TESTO E SOLUZIONI

1. Sia k € R e sia b, : R? x R?* — R la forma bilineare simmetrica avente come matrice

associata

A =

S ;=
S = o
> O O

rispetto alla base canonica E = {E1, Fq, F5} di R3.
(a) Determinare la forma canonica di Sylvester di b.
(b) Determinare una matrice M € SO(3) che diagonalizza by.
Consideriamo ora i valori di k per i quali by definisce un prodotto scalare su R? e la
struttura corrispondente di spazio vettoriale euclideo su R?.
(c) Sia T} un operatore su R? tale che Mg (T)) = Ag. Determinare un operatore 7" su R3,
e una sua matrice, in modo che T}, — 7" & unitario.
(d) Calcolare 'angolo tra Fo ed Fs.
SOLUZIONE:
(a) e (b) Il polinomio caratteristico di Ay e
1-T k 0
k 1-T 0 |=k-T)T-k-—1)(T+k-1)
0 0 k—T

e quindi gli autovalori sono
M=kX=1+kX3=1—k.

Come sappiamo Ay ¢ diagonalizzabile e sulla diagonale ci andranno gli autovalori.

Ora, se k > 0, abbiamo che Ay > 0,\a =1+ k > 0, mentre A3 =1 — %k > 0 se e solo se
k < 1. Se k = 0 abbiamo che A\y = 0,\s = A3 = 1 > 0, mentre se k < 0, abbiamo che
A <0, A=14+k>0seesolose k>—1e A3 =1—k > 0. Pertanto, la forma canonica
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di Sylvester di by, sara

1 0 O 1 0 0 1 0 0
0O -1 0 sek<—-1;10 —1 0 |sek=-1;10 1 0 se—1<k<0osek>1;
0O 0 -1 0 0 O 0 0 —1

1 0 0 1 0 0

0 1 0] sekef{0,1}e |0 1 0] se0<k<1.

0 0 0 0 0 1

Sia ora A uno degli autovalori e consideriamo il sistema

1—A k 0 T
k 1—A 0 y | =0
0 0 k— M\ z

OVVero
(I-XNz+ky=20
kx+(1—-XNy=20
(k—X)z=0

del quale troviamo le soluzioni.

Se A = k il sistema e
(1—k)z+ky=0
kx+(1—k)y=0

e possiamo scegliere x =y = 0,z = 1, quindi v; = (0,0, 1).

Se A =1+ k il sistema ¢
{—k:z:+ky:0
z=0

e possiamo scegliere z =y =1,z2=0¢e vy = \%(1, 1,0).

Se A =1—k il sistema ¢

kx +ky =0
(2k—1)z=0
e possiamo scegliere t = —1,y =1,z =0 e v = %(—1, 1,0).

Pertanto una base ortonormale di autovettori sara {v1, v2,v3} e quindi avremo una matrice

ortogonale
o L L
M v
= O i .
V2o V2
1 0 0

Inoltre det M = 1, quindi M € SO(3).

Supponiamo ora 0 < k < 1 in modo che by, definisce un prodotto scalare su R>.
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(c) Come & noto, Idps € unitario in qualsiasi prodotto scalare, quindi, posto T} T = Idps

abbiamo che TV = T}, — Idps e, per esempio, nella base E,

o O

Mg(T") = Mp(T}, — Idgs) = Mp(Ti) — Mp(ldgs) = Ay — Is =

o O
o O

(d) Nel prodotto scalare definito da by su R? si ha
< FEy, B3 >= bk(EQ,E;J,) =0

da cui deduciamo che I'angolo tra Eo ed E3 ¢ 5. =
2. Sia k €R. Nello spazio euclideo reale E? con coordinate X,Y, Z, consideriamo la retta

r di equazione
o {X vy =1
X4+ Z=2
e la retta s passante per Q = Q(1,1/2,0) e giacitura (Es).
(a) Determinare se esiste un’isometria f : E*> — E* tale che d(f(r), f(s)) = 2.

Sia ora A3 CP? con iperpiano all’infinito Hy di equazione Xy = 0 e siano 7,5 le chiusure

proiettive.
(b) Determinare tutti i punti P €P? tali che L(7, P) N L(3, P) # {P}.
(c) Consideriamo ora P? CP* con coordinate omogenee Xg, ..., X, e sia py il sottospazio
proiettivo di P* di equazioni
) Xo—kX1 =0
PR kX +kXy =0

Determinare per quali i valori di k (se esistono) si ha che L(7,3) = py.
SOLUZIONE:
(a) Dal sistema che definisce r osserviamo che Q" = Q’(0, —1,2) € r, mentre la sua giacitura

¢ data dalle soluzioni del sistema omogeneo

. X-Y =0
glac(r):{X+Z:O

che sono tutte del tipo (—t,—t,t) = —t(1,1, —1), dunque giac(r) = ((1,1, —1)).
Poiché giac(s) = (FE3), deduciamo che r ed s non sono parallele. Inoltre, le equazioni

cartesiane di s sono
s X=1
LY =v2
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quindi 7 N's = () e pertanto 7 ed s sono sghembe. E facile vedere (la dimostrazione &

qui sotto) che, se f & un’isometria, allora anche f(r) e f(s) sono sghembe e d(r,s) =

d(f(r), f(s)). Ma
-1 —-1-+vV2 2
det | 1 1 -1

0 0 1
d(r,s) = 7 =1.

Dunque una f come in (a) non esiste.

Qui la dimostrazione del fatto asserito sopra.

Siano 7 ed s due rette sghembe e sia f : E* — E® un’isometria, con operatore unitario
associato ¢. Ser = Sg (4,),5 = Sk’ (v.), sihache f(r) = S¢(r) (p(0,))5 F(5) = SR, (0(0.))-
Se f(r) e f(s) fossero parallele, si avrebbe che ¢(v,.) = ap(vs) per qualche a € R, quindi
o(v, — avs) = 0 da cui v, — avs = 0, contraddicendo il fatto che r ed s non sono parallele.
Se f(r) N f(s) # 0 allora esiste un punto P € f(r) N f(s), diciamo P = f(T) = f(T") con
T er,7' € s. Ma allora 0 = d(f(T), f(T")) = d(T,T"), da cui T = T", contraddicendo il
fatto che rNs = ().

Come ¢ noto, esiste un unico punto N € r ed un unico punto N’ € s tali che ]W 1
T,JW 1 s. Ora

0 =< NN’ v, >=< o(NN'), p(v) >=< F(N)F(N}), p(v,) >

e analogamente per s. Quindi, gli unici punti in f(r) ed in f(s) tali che il loro vettore &

ortogonale a p(v,.) e p(vs) sono f(N) e f(N'). Pertanto

d(r,s) = [INN'|| = [[F(N)F(N'S|| = d(f(r), £(s))-

(b) Abbiamo che N5 = ) dato che r ed s sono sghembe in A3 (oppure il fatto che 7Ns = ()

si puo verificare facilmente dalle loro equazioni proiettive

[ —Xo+ X1 -X2=0 - —Xo+ X, =0 )
N =2Xo+ X1+ X5=0" “V2Xo+ Xo=0"

Sia ora P €P3. Se P € 7 allora P ¢ 5, quindi L(7,P) = 7 e L(3,P) & un piano. Ora
L(7,P)NL(5,P) =7NL(s, P). Quindi, 0 < dim(7NL(5, P)) <le L(T,P)NL(5,P) # {P}
se e solo se ha dimensione 1, ovvero se e solo se TNL(S, P) = 7. Ma, in tal caso, 7 C L(S, P)
e quindi 7 ed 3 sarebbero complanari. Dunque, nel caso P € 7, si ha che L(7, P)NL(s, P) =
{P}. Analogamente se P € 5. Invece, se P ¢ TUS, allora L(7, P) e L(S, P) sono due piani

in P?, dunque si intersecano almeno in una retta, quindi L(7, P) N L(3, P) # {P}.
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Pertanto L(7, P) N L(5, P) # {P} se e solo se P € T US.

(¢) Abbiamo che P? & immerso in P* come l'iperpiano H di equazione X, = 0. Dato che
7 e § sono sghembe in H, si ha che L(7,5) = H. Se fosse L(F,5) = pr avremmo che
pr = H. Ma, usando le equazioni di pg, si vede subito che contiene dei punti con X, # 0,
dunque non & possibile che pr, = H. Ne concludiamo che non esistono valori di k£ tali che
L(7,35) =p,. =

3. Siano k,h € R e siano Cy, la conica (affine o euclidea) di equazione

2(2 — k)v2 4+Fk

91 2%k
TR x2 XY + 225y 4 VX =0,

3 3

e Dy, la conica (affine o euclidea) di equazione
hX?2 4+ (h—1)Y?+1=0.

(a) Determinare per quali k, h si ha che Cy e Dy, sono ellissi, iperboli o parabole.
(b) Determinare un’isometria che trasforma Ci nella sua equazione canonica euclidea.
(c) Determinare i valori k ed h per cui Dj non ha punti reali e Cy e Dy, sono affinemente

equivalenti (nel caso affine) o congruenti (nel caso euclideo).

SOLUZIONE:
(a) Le matrici di Cy sono
V3
\Of T2 . S)ﬂ 242k (2—k)V2
_ 3 242k - — 3 3
A=1¥ E 3 Ao = (2—k)V2 4tk '
3 3

0 (2=k)v2 4tk
3 3

Abbiamo det(Ag) = 2k, pertanto Cj ¢ un’ellisse se e solo se k > 0, una parabola se e solo
se k = 0, un’iperbole se e solo se k < 0.
Le matrici di D;, sono

1 0 0

B=10 h 0 ,Boz(g hgl)'

0 0 h—1
Abbiamo det(By) = h(h — 1), pertanto Dy, & un’ellisse se e solo se h < 0 o h > 1, una
parabola se e solo se h € {0,1}, un’iperbole se e solo se 0 < h < 1.

(b) Troviamo sia l’equazione canonica euclidea che quella affine (in vista di (c)) di Cy.

Il polinomio caratteristico di Ag e

242k _ p  (2=k)V2
3 = (T —-2)(T — k)

3
(2=k)V2  4+k
= 5E-T
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e pertanto gli autovalori sono \;1 =2 e, se k # 2, Ao = k.

Per arrivare all’equazione canonica euclidea di Cy occorre distinguere i seguenti casi.
Caso 1: k= 2.
L’equazione & 2X2 +2Y?2 + /3X = 0, da cui con l'isometria

{X’:X—‘/Tg
Y =Y

si trova 2X?2 4+ 2Y?2 — % = 0 e quindi la forma canonica euclidea

X2 Y2
—1=0
(7 ()

e 'equazione canonica affine ¢ X2 +Y? —1=0.

Supponiamo ora k # 2.

E facile vedere che una base ortonormale di autovettori di Ag & {\/Lg(l, V?2), \/Lg(—\/?, 1},
pertanto operiamo con l’isometria

X' =

2X2 4+ kY2 4+ X —V2Y =0.

(X —V2Y)
(V2X +7Y)

skg

3

ottenendo

da cui, con l'isometria

{ X =x-1
Y'=Y
abbiamo
(%) 2X2+I<:Y2—\/§Y—%:O.
Caso 2: k= 0.
Abbiamo, da (x), I’equazione
2X% - V2Y — é =0

da cui, scambiando X ed Y, si ha
2 ].
2Y2 - V2X — g =0

a cui, con l'isometria

r_ 1
{X_ T 8V2
Y=Y
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si ottiene ’equazione canonica euclidea

2
y? _a(Y2)x — 0
4
e affine Y? — X = 0.
Supponiamo ora k ¢ {0, 2}.

Da (x), con l'isometria

{ X' =X
! 1
Y' =Y —+ m
otteniamo
k+4
2X2 4+ EY? -2 — =0.
() + Sk
Caso 3: k= —4.

Da (#x) abbiamo 1’equazione canonica euclidea
X2 Yy?
y Q-
e affine X2 — Y2 = 0.
Supponiamo ora k ¢ {—4,0,2} e quindi otteniamo da (),

16k 5 16k

Y2-1=0.
k+4 k+4 0

( * %)

Caso 4: k < —4.

Abbiamo da (* * %) I'equazione canonica euclidea

e affine X2 -Y2-1=0.
Caso b: —4 < k < 0.

Abbiamo da (* % x), scambiando X ed Y, 'equazione canonica euclidea

e affine X2 -Y2-1=0.
Caso 6: k > 0.



Dato che % > \/ fgzé se e solo se k > 1, deduciamo da (* * %) che la forma canonica

euclidea ¢

X2 Y2
k+42+ k+42:18ek21
( 16_k) ( 16k2)

mentre, scambiando X e Y ¢

X2 Y2
k+42+ k+42=1860<k<1.
( 16k2) ( W)

In entrambi i casi I’equazione canonica affine ¢ X2 +Y? —1 = 0.

(c) Dato che Dj non ha punti reali, la sua equazione canonica affine puo essere solo
X2+Y?%24+1=0oppure Y2+ 1 = 0. Dato che nessuno dei casi in (b) coincide con uno
di questi due, abbiamo che C; e Dp non sono affinemente equivalenti, e quindi neanche

congruenti, per nessun valore di k ed h tale che Dy non ha punti reali. =



