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SOLUZIONI

Esercizio 1. a) Consideriamo l'equazione 922 + 4zy + 6y*> = 10. La matrice
A’ associata a tale equazione ¢

9 2 0
A=126 0
0 0 —10

!/

x
per cui 'equazione della conica risulta (z,y,1)- A’- | y | = 0 Analogamente
1

la matrice associata alla forma quadratica e

9 2
=)
per cui 'equazione della conica risulta (x,y) - A - (5) + 2RT . <§> +k=0

con Per stabilire se si tratta di una conica degenere o non degenere
determiniamo il rango di A’ cominciando a calcolare il determinante di A’:
I3 = det(A’) = =540 + 40 = —500 # 0 = rank(A’) = 3 Quindi si tratta di
una conica non degenere.

Per stabilire se si tratta di un’ellisse, di una parabola o di una iperbole
calcoliamo il determinante di A: Iy = det(A) = 54 —4 = 50 > 0 Quindi si
tratta di un ellisse.

Poiché si tratta di una conica a centro ne possiamo determinare il centro

risolvendo 1l sistema A - (;) +h=0=A- (Z) = —h ovvero il sistema

associato alla matrice

9 2 | 0\ 1 1 3]0 1 3 |0 v =
(2 6 | o>;‘5”71<9 2 | 0);”]_9](0 25 | 0) 7 \y=



Potevamo notare che il centro della conica e (0, 0) osservando che nell’equazione
mancano i termini x e y.

b) Consideriamo l'equazione x? + 6zy + y* + 2x +y + % = (0 e le matrici
A’ e A associate:

1 3 1
1 3
o 1 _
oo (510wt
1 L1
2 2
T
L’equazione della conica risulta (z,y,1)- A"+ [y | = 0 ovvero (z,y) - A -
1

(g) +2hT (z)—{—k‘:()con Inoltre I3 = det(A') =1 -3+1=-2+£0=

conica non degenere I, = det(A) =1—9 = —8 < 0 = iperbole.
Poiché si tratta di una conica a centro ne possiamo determinare il centro

risolvendo il sistema A - (;:) +h=0=A- (g) = —h ovvero 1l sistema

associato alla matrice

13| -1 13| -1 13 | -1 Pp—
<3 L _9:»2[1(6 ) | _1):>[[—61(0 16 | 5);»{y:_%

c) Consideriamo 'equazione x? + 6zy — 2y + 2z — 4y + 2 = 0 e le matrici A

e A’ associate:
1 3 1
a—3 —2 2, A:(l 3)
1 -2 2

1
(L) e

Si ha I3 = det(A’) = =8 —24 — 4 = —36 # 0 = conica non degenere.
I, = det(A) = =2 -9 = —11 < 0 = iperbole. Determiniamo il centro

risolvendo il sistema A - (i) +h=0=A- (;) = —h ovvero il sistema

Inoltre

associato alla matrice

1 3 | -1 1 3 | -1 T =+ (L
<3 9 | 2):>H—3I(0 11| 5):>{ _ s =(C = o5

d) Consideriamo I'equazione 2% + 2zy + y? + 3z + 3y = 0 e le matrici A’ e A

associate
. (11
A= | A_Ql)

NIW = =
NI = =
O olwao|w

o

[Uy ey



Inoltre

Poiché A’ ha due righe uguali si ha I3 = det(A’) = 0 e rank(4’) < 3.

Inoltre A’ ha una sottomatrice 2 x 2 di determinante non nullo, per esempio:
3

det (é (5) = —% # 0 = rank(A’) = 2 = conica semplic. degenere. Si

tratta2 quindi di due rette distinte.

Per determinare esplicitamente I’equazione delle due rette si puo consider-
are I’equazione della conica come un’equazione di secondo grado nell’incognita
r e considerare la y come parametro: 22+ (2y+3)z+ (y?+3y) = 0 Risolvendo
tale equazione con la formula per le equazioni di secondo grado otteniamo
Si tratta quindi di due rette reali parallele: 71 :x+y =0, ro:x4+y+3=0

e) Consideriamo I'equazione 222+ 2xy+3y*+1 = 0 e le matrici associate:

2 10
Al = 130,A:G§)
00 1

0
(%) e

Si ha I3 = det(A’) = 5 # 0 = rank(A’) = 3 = conica non degenere. [, =
det(A) =5 > 0 = ellisse. Determiniamo il centro risolvendo il sistema

z\ 2110 2110 z=0
A-(y) =—h= (1 3 | O> :>2H—I(O 5 | 0) :>{y:0 =
C = (0,0) f) Consideriamo 'equazione 522 + 5y — 6zy + 16122 + 38 =0 e
le matrici associate:

5 —3 8/2
A=|-3 5 0 ,A:(5 _3)

Inoltre

8v2 0 38 30
Inoltre
h = (8‘/5) . k=38
0
Si ha I3 = det(A’) = —32 # 0 = conica non degenere. [, = det(A) =
25 —9 = 16 > 0 = ellisse. Poiché si tratta di una conica a centro ne
possiamo determinare il centro risolvendo il sistema A - :; = —h =



5 =3 | —-8/2 -3 5 | 0 r=—22
(_3 5 | 0 ):>]I,5H+31(0 16 | _24\/§>:{y:_%\/§

_5

C = ( g\/g) g) Consideriamo I'equazione 25x? — 7y? + 48y +7 =0 e le
]

matrici associate

25 0 0
A=|0 -7 24|, A:<205 _07>
0 24 7

0
h_(24), k=1

Si ha Iy = det(A’) = 25 - (=49 — 24?) # 0 = conica non degenere. [, =
det(A) = —175 < 0 = iperbole. Poiché si tratta di una conica a centro ne
possiamo determinare il centro risolvendo il sistema

25 0 | 0Y\_ Je=0 (0
7

h) Consideriamo I'equazione x? + 9y* — 6zy + 2z — 6y + 1 = 0 e le matrici

associate:
1 -3 1
A=[-3 9 -3], A:(_13 _93)
1 -3 1

Inoltre

Notiamo che senza eseguire calcoli possiamo dedurre che I3 = det(A") = 0
in quanto A’ ha due righe uguali. Inoltre riducendo la matrice a gradini
otteniamo:

1 -3 1
I1+31, 1I1I-1{0 0 O
0 0 O

Quindi rank(A’) = 1 e si tratta di una conica doppiamente degenere, ovvero
di due rette coincidenti.

Per determinare esplicitamente ’equazione della retta risolviamo ’equazione

di secondo grado nell’incognita z con parametro y (o viceversa): x? — 2(3y —
D+ 9y —6y+1)=0=mz0=0By—1)+/By—12— (92 —6y+1) =
3y — 1 Quindi si tratta della retta x — 3y + 1 = 0.

i) Consideriamo I'equazione x?+2xy+x+2y—2 = 0 e le matrici associate:

11
()
o 10

— N

1
A = 0
1

T e

=



Inoltre

1
— (2 - _
h_(l)’ k=-2

Si ha I3 = det(A’) = =1+ 5+ 1 =2 # 0 = conica non degenere. [, =
det(A) = —1 < 0 = iperbole. Poiché si tratta di una conica a centro ne
possiamo determinare il centro risolvendo il sistema

11 —%) r=-1 (_1>
(1 0| -1 y=1 1
1) Consideriamo I'equazione 2%+ 4xy +4y* — 6z +1 = 0 e le matrici associate:

1 2 -3
o2 0 0) ey
-3 0 1

-3
o= (). e

Si ha I3 = det(A’) = —36 # 0 = conica non degenere. I, = det(4) =0 =
parabola. m) Consideriamo 'equazione x2 +zy —2y? + 3y —1 = 0 e le matrici
associate:

Inoltre

1
2

1
—2 , A:(} 22>
; 1
5 I ?

Si ha I3 = det(A’) = 0 = conica degenere. Inoltre A" ha una sottomatrice

viw O

A=

ONI= =

1 1L
2 x 2 di determinante non nullo, per esempio: det <% _22) = -2 — i #*
0 = rank(A’) = 2 = conica sempl. degenere. Si tratta quindi di due rette

distinte.

Per determinare esplicitamente I’equazione delle due rette si puo consider-
are I’equazione della conica come un’equazione di secondo grado nell’incognita
x e considerare la y come parametro (o viceversa): z+zy+(—2y*+3y—1) =0
Risolvendo tale equazione con la formula per le equazioni di secondo grado
otteniamo : Si tratta quindi di due rette reali incidenti: r{ : x—y+1 =10, ro :
x + 2y — 1 = 0 Notiamo che le due rette si intersecano nel punto C' (—%, %)
che corrisponde al centro della conica. Il punto C' lo possiamo quindi anche
ricavare, come nei casi precedenti, risolvendo il sistema A - (z )T = —h.

Esercizio 2 Consideriamo le matrici associate a C}:

2k kE—-2 1

A=|k-2 -4 0|, A:(kz_kQ k_‘f)
1 0 -1



a) I3 = det(A') = k* + 4k + 8 # 0 per ogni valore di k, quindi **non esistono
coniche degeneri** nella famiglia.
b) I, = det(A) = —(k + 2)?, quindi:

e Se k=—2, I, =det(A) =0 e C_5 & una **parabola**.
o Se k# —2, I, =det(A) <0 e Cy ¢ un**iperbole™*.
c¢) Calcoliamo il centro Cy delle coniche Cj nel caso k # —2: 1l sistema

da risolvere e A - <§> = —h, ovvero:

2k k-2 | -1 _ -4 k-2 | 0 T = —Grae
<k:—2 VN 0):>4H+(k 2)[(0 (h+2)? | _4):>{ _

Le coordinate del centro sono quindi Cj, (—ﬁ, —(:;22)2>

Esercizio 3 Abbiamo:

1 =200
A=152 1 0
0 0 —4

a) Cominciamo a distinguere il caso degenere: det(A’) = —4 [1 - (T)Q]
0

det(A’):Ose(%)2:1,010‘6%:1#]{1:40’“—52:—1:>k2:

La conica e non degenere se k # 4 e k # 0. Inoltre: det(A) =1 — (k—;2) =
*k24+4k. Quindi:

e Se 0 <k <4, sihadet(A) >0e C &un**ellisse**.

e Se k <0o0k>4,sihadet(4) <0e C e un**iperbole™*.

e Se k=00 k =4, si tratta di una **parabola degenere**.

b) La conica ¢ degenere se k =00 k = 4.

e Se k = 0, otteniamo due rette parallele: r :x—y =2, ry 1 0 —y = —2.
e Se k = 4, otteniamo due rette parallele: r; : v +y =2, ry 1 x +y = —2.

c) Gli assi di simmetria per k& # 0,4,2 sono le rette: a; : z+y =0 e
as : x —y = 0. Queste rette sono assi di simmetria anche nei casi degeneri e
per k = 2 (circonferenza).



Esercizio 4 Considerando le matrici associate:

1 £ 0
A= 1 0
00 —4

a) Iy = det(A’) = —4 [1 - (%)2} det(A’) = 0 se k = +2. La conica &
non degenere se k # +2. [, = det(A) =1 — (%)2 = #. Quindi:

e Se —2< k<2 sihaly>0eC ¢un**ellisse**.

e Sek<—20k>2 sihaly <0eC &un**perbole**.

e Se k = £2, si tratta di una **parabola degenere**.
b) La conica & degenere se k = 2. Si ottengono coppie di rette parallele:
e Sek=-2,ri:x—y=2,rp:x—y=—2.
e Sek=2rm:x+y=2,r9:x4+y=—2.

c) Tutte le ellissi sono reali perché contengono punti reali come A(0,2) e
B(0,—2) per ogni k.

Esercizio 5 La matrice A’ associata alla conica ¢

2t—1 3t 1
A = 3t t 0
1 0 0
a) det(A’) = —t, quindi la conica e **degenere per t = 0**.

b) det(A) = —T7t* — t. Quindi:

e Set<—10t>0,det(A) <0, si tratta di un"**iperbole**.
e Se —1 <t <0,det(A) >0, si tratta di un"**ellisse**.

e Set= —%, det(A) = 0, si tratta di una **parabola**.

e Se t =0, si hanno due rette parallele:  =0e z = 2.

c) Pert = %, la forma canonica dell'iperbole ¢ C' /3 : 10\9/E$2 — 10‘9/53/2 —




Esercizio 6 La matrice A’ associata alla conica e

t 1 0
A=11t+2 -1
0 -1 0
a) det(A’) = —t, quindi la conica e **degenere per t = 0**.

b) det(A) = t* + 2¢t — 1. Quindi:
e Set<—1—+v20t>—-1++2, det(A) > 0, si tratta di un’**ellisse**.

eSe —1—v2<t< —14++v2cont #0, det(A) < 0, si tratta di
un’**iperbole**.

e Set=—124+/2, det(A) =0, si tratta di una **parabola**,
e Se t =0, si hanno due rette incidenti: y =0ex+y—1=0.

¢) Per t = —1, la forma canonica dell'iperbole & C_; : 2v/22%—2/2y%>—1 =
0.

Esercizio 7 I punti P;[0,1,0] e P[0, 0, 1] appartengono alla conica 2X2 —
4 Xy X5 = 0 perché nell’equazione non compaiono i termini in X? e X7 rispet-
tivamente.

e Il punto P; € un punto doppio, poiché nell’equazione non compaiono
termini in X;.

e Il punto P, ¢ un punto semplice, poiché nell’equazione compare un
termine in X5 (nello specifico, il termine misto —4XyX5).

25 —10 5
Esercizio 8 a) La matrice della conicae A= | =10 4  —2]. Poiché
5 =2 1

il rango di A ¢ 1, I'’equazione canonica proiettiva e:
Y7 =0
b) La conica ¢ una retta doppia di equazione 5Xy — 2X; + Xy = 0. Un
possibile cambio di coordinate e dato da:
1 2 1
X=105 0]Y
0 0 =5



2 3/2 1
Esercizio 9 a) La matricee A= | 3/2 0 3/2|. Il rango ¢ 2, quindi
1 3/2 0
I’equazione canonica proiettiva e:

Yo +Y7 =0

b) La conica ha un unico punto doppio Q[3, —2, —3]. Un possibile cambio di
coordinate che porta alla forma canonica e:

0 0 3
X=11/2 —i/2 =2]Y
1/2 /2 -3
2 0 —1/2
Esercizio 10 a) La matrice ¢ A = 0 1 1 . Il rango ¢ 3,
-1/2 1 -1

pertanto ’equazione canonica proiettiva e:
Yo+ Y+ =0

b) Un triangolo autopolare ¢ formato dalle rette s : 4Xy — Xy = 0, ¢ :
X;4+Xo=0eu:X;=0. c) Un possibile cambio di coordinate X = MY e&:

1/vV2 0 1/(iv/32)
M= 0 1 —4/(iV/32)
0 0 4/(ivV32)

Esercizio 11 a) L’intersezione con la retta r : Xy = 2X; + 2X5 produce
i punti complessi coniugati:

[—4 44,1, -3+ 2i], [—4—4i,1,—3— 2(]
L’intersezione con s : Xg = —X; — X5 produce i punti:
0,1,1], [2/3,1,—1/3]

b) Le rette tangenti nel fascio generato da r e s si ottengono per t = —2,

corrispondente alla retta:
XO - 0

Esercizio 12 a) La conica ha rango 2 ed & composta da due rette reali
distinte (X; = 0 e Xy + X3 = 0), dunque la forma canonica proiettiva reale

e
YZ - YE=0

9



b) Un cambio di coordinate reale X = MY & dato dalla matrice:

1 1 -1
M={(1 -1 -1
0o 0 -1

Esercizio 13 Per determinare il completamento proiettivo della conica
222 —3y?+5x—2y+3 = 0, si sostituisce v = X;/Xg ey = X5/ X,. L'equazione
omogenea ¢:

2X7 —3X5 +5X1Xp —2X, X +3X; =0

Esercizio 14 Un punto proprio ha coordinate omogenee della forma
[1,2,y], ove (z,y) siano le corrispondenti coordinate affini. T punti propri
di T" sono tutte e sole le soluzioni dell’equazione (nelle variabili (z,y)) ot-
tenuta dall’equazione di I' sostituendo X; con x, X5 con y e valutando X
in 1. L’equazione del luogo cercato ¢ dunque 222 + 1 + 2zy + 22 + 4y = 0: il
luogo dei punti propri di I' € una conica affine e I' € una conica propria.
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