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Esercizio 1 Inanzi tutto vediamo che date due matrici M e M’ di-
mensionalmente uguali abbiamo che tr(M + M') = tr(M) + tr(M’) e che
tr() = Atr(M) VA eR.

Per controllre se sono forme biliniari bisogna controllare le propieta di liniarita
rispetto alla prima e alla seconda componente.

1. p(z,y) = tr((zy")B) con B € M,(R)

Si

(a) p(z+2,y) = tr(((z+2")y")B) = tr((zy B+2'y' B) = tx((zy " B)+
t(z'y" B) = o(z, y)+90(-r,y)

(b)

=6

vy''B) = ¢(z.y) + o(z,y

o
(z,y+y') = tr((z(y+y')")B) = tr((zy'" B+azy' " B) = tr((zy' " B)+
( )
(©) p(\z,y) = tr((Aey")B) = ti{(zAy ") B) = p(x, \y) = Ap(z, y)
2. p(x,y) = Hxll jop dove z,y € R™ e |z|| = VaTx & la norma euclidea.

No infatti sia 61 = (1,0,0,..0) ed e = (0,1,0,...,0) @(e; + eg,e1) =

(e14e2)Te e el e;el 1

Ttallal = va 7 eleve) + olez, e1) = ey + e iiey =

3. p(x,y) = det([z,y,2]), z€eR’
Si poiché il determinante ¢ multilineare rispetto alle colonne, risulta
immediatamente che per ogni , z1, 72,9, y1,%2 € R3 e A € R vale:

p(r1 + 29,y) = det([z1 + 72,y, 2]) = det([x1,y, 2]) + det([z2, 9, 2]) = p(21,y) + @(72,9),
p(Ar,y) = det([Az,y, 2]) = Adet([z,y, 2]) = Ap(z, ),

e analogamente la linearita vale nel secondo argomento
n
4. p(x,y) = ij ly;| No infatti in R™, poniamo
j=1

r=(1,1,1,..1), wy =(1,0,0,..0), v =(—1,0,0,..,0).



Si ha
gp(‘rayl) - ]-7 @(%Z/Q) - 17

quindi
e(@,y1) + @2, y2) = 2.
Ma
y1+1vy2=(0,0,0,..,0) = (z,y1 +y2)=0.
Pertanto

90<$7y1 + ?Jz) 7& 90(1‘7?41) + 90(1‘7?/2)7

cioe  non e lineare in y.

n
ijyj
j=1
No non e una forma bilineare perché il valore assoluto distrugge la
linearita. Infatti, per x = ey, y; = e1, y» = —eq si ha

cp(z,y) =

Sp(xagh) = 17 (,0(55,:(/2) = 17 Qp(xayl + y2) = 07
quindi @(z,y1 + y2) # ©(x,y1) + o2, Y2).

s (50) (5

Si e bilineare perché ogni somma e lineare. Infatti, per ogni x1, z2, Y1, y2 €
R™"e A € Rsi ha

elartaa,y) = (S0 (00 + (02);) (S ) = (S (01);) (S )+
(351 (@2)s) (S o) = el ) + (w2, )

e
O, y) = (S5 Ay ) (S ) = A (S 2 ) (Sic o) Al ),
e analogamente nel secondo argomento. Quindi ¢ e bilineare.

Cplwy) =) () =Y w =Yy
j=1 j=1

j=1
Si in quanto

pla,y) = 25z + Yy = 2w = Dy = 2 (2ryy) =
2> 51 Ty

Quindi, ¢(z,y) € una forma bilineare, essendo un multiplo della forma
scalare standard:

oz, y) =2z"y.



Esercizio 2 Ognuna di queste matrici rappresenta una forma bilineare in
una data base B, scrivere la forma bilineare nella base canonica

0\ /0\ /1 130
L.B= (1], (1], (o]} Meps=[1 2 2
o/ \1/ \o 031

Le colonne di B rappresentano i vettori nella base canonica E = {eq, s, e3}.
La matrice di cambiamento di base P da B a E ¢

0 01
P=1110
010
attraverso il processo di gauss jordan o del metodo dei cofattori vediamo
che

La matrice della forma bilineare nella base canonica si ottiene con

Mg = (P~HTMp(P™)

Esplicitamente:
-
01 -1 1 30 01 -1 1 0 3
Mg=10 0 1 1 2 2 00 1 =10 1 2
1 0 0 0 3 1 1 0 0 0 0 -1

Il risultato finale Mg rappresenta la forma bilineare ¢ nella base canon-
ica.

2. Sia data la base

2 1 0
={(o], o], [1
1 1 1

e la matrice della forma bilineare ¢ nella base B:

17 11 18
Mgple)=[9 6 11
7 6 9



Le colonne di B rappresentano i vettori nella base canonica F = {eq, s, e3}.
La matrice di cambiamento di base P da B a F ¢

Pl=|-1 -2 2
0 1 0
La matrice della forma bilineare nella base canonica si ottiene con

Mg = (P MpP™".

Esplicitamente:

1 =10 17 11 18 1 1 -1 3 5 2
Mp=11 =21 9 6 11 -1 -2 2 |=(114
-1 2 0 7 6 9 0O 1 O 0 3 1

Il risultato finale Mg rappresenta la forma bilineare ¢ nella base canon-
ica.

. Sia data la base

1 0 1
B=< (1], (1], [-1
1 2 0

e la matrice della forma bilineare ¢ nella base B:

45 51 -3
Mp(p)=[63 69 —3
—9 =9 0

Le colonne di B rappresentano i vettori nella base canonica £ = {eq, e, e3}.
La matrice di cambiamento di base da B a E ¢

10 1
P=(11 -1
12 0
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Attraverso il processo di Gauss-Jordan o dei cofattori si trova

] 2 2 -1
Pl = 3 -1 -1 2
1 -2 1

La matrice della forma bilineare nella base canonica si ottiene con

Mg = (P HTMgP™".

Esplicitamente:
1 2 -1 1 45 51 =3 2 2 -1 12 3
Mp=—-|2 -1 =2 63 69 -3 -1 -1 2| =14 56
S\e1 2 1/ \9 =9 0/ \1 —2 1 7809

Questa matrice Mg rappresenta la forma bilineare ¢ nella base canonica

Esercizio 3
(i) Sia data la forma quadratica
q(z,y, 2) = 122% + 5y + 4y* + 722

La forma bilineare polare ¢ : R® x R3 — R ¢ definita da

ol 0) = 5 (alu+ ) — gfu) — (v)).

Sia u = (x1,y1,21) € v = (X3, Yo, 22). Calcoliamo:

q(u+v) = 12(21 +2)* +5(21 + 22) (41 +y2) + 4(y1 +y2)* + (21 + 22)°
= 12(2? + 2z129 + 23) + 5(z1y1 + T1Y2 + Toyy + Toys)
+ 4(yf + 2y1y2 + yg) + 7(2% + 22129 + zg)
= 12:5% + 121:% + 24x179 4 5211 + DT1Y2 + T2y + DT2Yo
+ 4yt + dys + Sy + 727 4 725 + 14212

Quindi
q(u+v) — q(u) — q(v) = 24z 29 + 5(x1Y2 + T2y1) + 81y + 1421 25.

Dividendo per 2, otteniamo la forma bilineare polare:

5
o(u,v) = 122129 + §(x1y2 + xoy1) + dyrys + 721 22.



(ii) Sia data la forma quadratica

q(z,y, 2) = 42* + Swy + 2>

q(u+v) =4(z1 + 22)” + 8(z1 + 22) (11 + y2) + 2(y1 + 12)°
= 4(x] + 2m125 + 23) + 8(z1y1 + T1y2 + Loy + Tayp)
+2(y; + 2y12 + 43)
= 42% + 425 + 87179 + 811 + 8T1Y2 + 8Toy1 + SToys + 27 + 2y5 + dy1s.

Quindi

q(u+v) = q(u) = q(v) = 8123 + 8(x1ya + Tay1) + 4102-

Dividendo per 2, otteniamo la forma bilineare polare:

p(u,v) = dx12s + 4z1y2 + T2y1) + 20172
iii) Sia data la forma quadratica
(iii)
q(z,y, 2) = 2% — 4oz + 2y* + 322

q(u~+v) = (21 + 22)° — 4(x1 + 22) (21 + 22) + 2(1 + 12)° + 3(21 + 2)°
= (23 + 23129 + 25) — 4(7121 + T129 + To21 + T22p)
+2(y3 + 2100 +y3) + 3(27 + 22120 + 23)
= 23 + 25 + 2111y — 4712y — 4Ty 29 — W02 — 4Tz + 2yF + 205 + dyrye + 327 + 3

Quindi

q(u+v) —q(u) — q(v) = 2x1m9 — 4(2122 + T221) + 4y1y2 + 62120,

Dividendo per 2, otteniamo la forma bilineare polare:

o(u,v) = x129 — 2(x120 + T221) + 2Y1Y2 + 321 22.



(iv) Sia data la forma quadratica
q(z,y, 2) = 627 + 4y° + 2z22.

q(u—+v) = 6(x1 + 29)* + 4(y1 + y2)® + 2(z1 + 22) (21 + 22)
= 6(2] + 2019 + 23) + 4(y7 + 2y1y2 + y3) + 2(2121 + D120 + Tozy + T220)
= 61‘% + 63:% + 122129 + 4yf + 4y§ 4+ 8y1ys + 2121 + 2129 + 2921 + 2T929 + 221 2

Quindi

q(u+v) —q(u) — qv) = 122129 + S8y1y2 + 2(x122 + 2221).

Dividendo per 2, otteniamo la forma bilineare polare:

o(u,v) = 6122 + 4y1y2 + 1122 + 221
Esercizio 4 Sia data la forma bilineare simmetrica
d(u,v) = x5 — T1Y2 — Tay1 + T2y,

dove u = (w1, 22),v = (y1,92) € R%
Un vettore v = (1, 79) € R?\ {0} & isotropo se

¢(v,v) = 0.
Calcoliamo:
¢(v,v) = T1T] — T 1Ty — ToT| + ToTy = X5 — 22129 + 73 = (1] — T)*.
Quindi
P(v,0) =0 <= (1;—1)°=0 <= 1z, =1,
Pertanto I'insieme dei vettori isotropi

{v=(z1,72) € R*\ {0} | 2, = x»}.

Geometricamente, I'insieme dei vettori isotropi ¢ la retta passante per
I'origine di equazione
To = T,



escludendo il punto 0. E quindi la diagonale del primo e terzo quad-
rante, privata dell’origine.
Esercizio 5 Sia lo spazio vettoriale R? con la forma bilineare simmet-
rica definita da

B(Z’, y) = mTAya

dove

A:

S =N

1
2
0

—_ o O

(a) Applicare il procedimento di Gram—Schmidt rispetto a B alla base
canonica

v =(1,0,0), v =(0,1,0),  wz=(0,0,1).
(b) Trovare una base ortonormale {ej, ey, e3} rispetto a B.

Sia R3 con la forma bilineare simmetrica

B(ma y) = xTAy: A=

O =N
O N =
—_— o O

Consideriamo la base canonica

v = (1,0,0), v =(0,1,0), ws=(0,0,1).

Procediamo come nel procedimento standard, ma usando il prodotto
scalare definito da B:

Uy = v = (1,0,0)

R C UV
2 2 B(ul,ul) 1
Calcoliamo 1 coefficienti:
210 1
B(uy,up) =v] Av; = (1,0,0) ({1 2 0] 0] =2
0 01 0



B(vs, u1) = vy Auy = (0,1,0)

O =N
[en N (RN
_ o O

1
0] =1
0
Quindi
1 1 1
Ug = Uy — §U1 = (0, 1,0) - 5(1,0,0) = (—5, 1,0)

B(Ug, u1> B(Ug,UQ)
Uy — (%)
B(Ul, ul) B(Ug, UQ)

Uz — U3 —

Calcoliamo i coefficienti:

2 1 0\ /1
B(vs,uy) =v3 Auy = (0,0,1) (1 2 0] 0] =0
00 1/ \o

2 10\ [—3
1
B(u2,u2):u§Au2:(——,1,o) 1 20 1 :§+1+2
0 01 0
2 1 0\ [—3
B(vs,u) = vg Aug = (0,0,1) [ 1 2 0 1 |=0
0 01 0
Quindi
U3:U3—O—O:U3:(0,0,1)
Normalizziamo i vettori u; rispetto a B:
1,0,0 1
e = Uy :(7 ) ):(_7070)
B(Ul,U1) \/§ \/§
Us (—3,1,0) ( 1 2 0>
€2 = = =\ T />
? B(Uz,Ug) g v10 /10
0,0,1
€3 = U3 (’ . )_(070,1)
B(U3,U,3> \/_



Pertanto, una base ortonormale rispetto a B ¢

1 1 2
=|—,0,0]), =|-——=,—=,0], =(0,0,1)|
€1 (\/5 > €2 ( 0’ V10 ) €3 ( )

Esercizio 6 Date le seguenti matrici in R? indicare quali di queste sono
congruenti

017 -1
0|.B=
5

A=1|1 3
70
E facile notare che A e B hanno rango massimo, mentre C' no, quindi

né A né B possono essere congruenti a C'. Per capire se A e B sono
congruenti dobbiamo trovare la loro segnatura.

(N.B. con la terna (a,b,c) si intende a: # autovalori positivi, b: #
autovalori negativi, ¢: # autovalori nulli).

Le possibili segnature che A e B possono avere sono:

o1 =(3,0,0), o092=1(2,1,0), o03=1(1,2,0), o4=1(0,3,0).

Procediamo con la matrice A: per il criterio di Sylvester (o dei mi-
nori) sappiamo che A non ¢ né definita positiva né definita nega-
tiva, infatti det(A;) = 0, quindi possiamo escludere oy e o4. Inoltre,
det(A) = =5 — 7(21) < 0, quindi sappiamo che il segno del deter-
minante e negativo. Possiamo quindi escludere o3: infatti, se avessimo
due autovalori negativi e uno positivo, il segno del determinante sarebbe
positivo. Quindi abbiamo scoperto che o(A) = (2, 1,0)

Passiamo a B, det(B) = 14 — 18 = —4 < 0 quindi ¢(B) sicuramente
non ¢ oy o 03 (sempre per il fatto che se il numero di autovalori negativi
¢ pari, allora il determinante sarebbe positivo).

Poi, applicando il criterio di Sylvester o dei minori, abbiamo che det(B;) =
—1 < 0edet(By) =—1-9=—10 < 0 = la matrice non e definita neg-
ativa, quindi o(B) # {(0,3,0)}, quindi o(B) = (2,1,0) per esclusione.

Quindi possiamo concludere che A e B hanno la stessa segnatura, =
A=B.

10



Esercizio 7 Sia data ’applicazione bilineare
T :Rylx] x Ro[z] = R

definita da
T(p(x),q(x)) = p'(0)q(1) 4 p'(1)q(0).

Consideriamo come base canonica di Ry[z]:

B={1,z,1%}.

Sia M(T) la matrice di T" in questa base, con elementi

M(T)U = T(bi,bj), bi,bj e B.

Calcoliamo gli elementi:

T(1,1)=0-1+0-1=0,
T(1l,z)=0-14+0-1=0,
T(1,2*)=0-14+0-1=0,
T(z,1)=1-1+1-1=2,
T(x,z)=1-14+1-0=1,
T(r,z*)=1-1+1-0=1,
T(2*1)=0-1+2-1=2,
T(x*,x)=0-1+2-0=0,
T(x*,2*)=0-14+2-0=0.

Una forma bilineare T' ¢ degenere se esiste un vettore non nullo v tale
che
T(v,w) =0 VYw € Ry[z].

Osserviamo la matrice M (7T'): la prima riga e tutta zero. Questo sig-
nifica che il vettore corrispondente a b; = 1 e annullato da 7' su ogni
secondo argomento:

T(1,q(x)) =0 Vg(x).

11



Quindi T ¢ degenere.
Esercizio 8

Siano dati

B = G (1)> , F:R*xR?* - R, F(z,y)=2"Ay, A=B"B-BB’.

(a) Calcolo della matrice A, autovalori e diagonalizzabilita

Calcoliamo separatamente BT B e BBT:

r (11 ro (1 1 10y (21
B _(0 1/’ BB = 01 1 1) \1 1)
r (10 I 1y (11
BB _<1 1 01/ \1 2/
Pertanto

Crm ppr (2 1) (1 1\ (1 0
A=B'B BB_(11 12) " \o —1)

Gli autovalori di A sono immediatamente letti dalla matrice diag-
onale:

Essendo A gia diagonale, risulta immediatamente diagonalizz-
abile.

(b) Descrizione degli insiemi V; e V;

Sia x = (x1> € R?. Allora

X2

F(z,z) =2" Az = (21 ) ((1) _01) (2) =27 — 22
Quindi
Vi={z eR*| F(z,2) =1} = {(21,22) € R? | 22 — 23 = 1},

che rappresenta un’iperbole con rami lungo ’asse ;.

Analogamente,

Vo ={x € R? | F(z,2) = —1} = {(z1,20) € R? | 22 — 22 =
—1} = {(x1,72) | 23 — 22 = 1}, che rappresenta un’iperbole con
rami lungo 'asse x».

12



Esercizio 9 Data una matrice M, ricordare che la traccia di M, deno-
tata con tr(M), ¢ la somma delle entrate lungo la diagonale di M. Sia
V = M5(R) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate 2 x 2 a entrate
in R. Fissiamo una matrice X € My(R). Si consideri I'applicazione
fx :V xV = R definita come fx(A, B) = tr(A'XB).

(a) Si dimostri che fx & una forma bilineare

(b) Si determiniM,(fx), la matrice di fx rispetto alla base canonica
di V', che ricordiamo e data da

=6 0) (0 o) (3 0) (1)

(c) Si stabilisca per quali X si ha che M,.(fx) ¢ non degenere, per
quali e simmetrica, e per quali antisimmetrica

Sia V' = M5(R) lo spazio delle matrici 2 x 2 e sia fissata una matrice
X € M(R). Definiamo

fx:VxV =R, fx(A B) =tr(ATXB).

(a) Dimostrazione che fx & bilineare

Sia Al,AQ, B17 B2 eVe Oé,ﬁ e R. Allora
fx(OéAl—f—ﬂAg, B) = tI‘((()éAl—f—ﬂAQ)TXB) = tI‘(OéA{XB‘l—BAgXB) =
atr(Af X B) + ftr(A; XB) = afx(Ai, B) + Bfx(Asz, B), quindi

fx € lineare nel primo argomento. Analogamente,
fX(A7 aBl + 632) = an(Aa Bl) + BfX(Aa B2)7

quindi fx e lineare anche nel secondo argomento. Pertanto fx e
una forma bilineare.

(b) Matrice della forma bilineare rispetto alla base canonica
La base canonica di V' e

(D) mo (0 ) w25 )

La matrice di fx rispetto a e, denotata M.(fx), ha come elementi

(M(fx))is = fx(Ei, E;) = tr(Ef X E).

T11 T12
X = .
T21 T22

Sia



Calcolando i prodotti:

z11 0O
ETXE, = E\XFE, = ( 51 0) = fx(E, Ey) = 211,
E'XE, = F\XE, = (8 xél) = fx(E1, Es) =0,
12 0
ETXFEy = E XFs = ( 52 0) = fx(E1, E3) = 219,
E'XE,=F\XE, = (8 ”352) = fx(F1, Ey) =0,
T 0 0
EI'XFE, = = fx(Fa, E1) =0,
T11 0
T 0 0
EyXEy= |, = fx(Ey, E2) = 11,
L11
T 0 0
Ey XE3 = — fx(Ey, E3) =0,
T12 0
T 0 0
EyXE;= |, = fx(Ey, Ey) = 210.
L12
T [ T21 0 _
EsXE = (" ) = fx(EBs Ey) = aa,
T (0 zy _
E3 XE2 - (O 0 ) fX(E37 E2) - 07
T _ (222 O _
EsXEs= " ) = [x(Es Es) = 22,
T (0 o _
EsXEi={, o) = fx(E3, Eq) = 0.
T 0 0
E, XE, = = fx(Ey, Er) =0,
21 0
T 0 0
E, XEy, = 0 — fx(FE4, Ey) = 91,
L21
T 0 0
E; XE; = = fx(Ey, E3) =0,
T292 0
T 0 0
Ey XEy= 0 = fx(E4, Ey) = 2.
L22
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e cosi via. In generale, usando la disposizione standard, si ottiene:

T11 0 T12 0
0 T11 0 T12

T921 0 T2 0
0 21 0 92

Me(fX) =

(c) Condizioni di non degenerazione, simmetria e antisimme-

tria
e Notiamo che la matrice ha una struttura a blocchi 2x2:
o A B [T 0 [ %12 0
Me(fX) o (C D) ’ A B ( O T11 ’ B o O T12 ’
_ (72 O _(x22 O
C_(O IE21)’D_ 0 x99

Per matrici a blocchi diagonale di questa forma, il determi-
nante si puo calcolare come il **quadrato del determinante
del blocco 2x2 principale®*:

det(M.(fx)) = det ("”"’“ ""512)2.

T21 T22

Quindi la matrice ¢ non degenere se e solo se:

Ta1 T22

Tl Ti2 N
det ( 7é 07 Clo€ T11T29 — X12X21 7é 0.

o M.(fx) ¢ simmetrica ¢ simmetrica se solo se x15 = xo;.

e M.(fx) e antisimmetrica ¢ antisimmetrica se solo se x15 =
—Tg1 € T1p = T =0
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