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Esercizio 1. Siano Ty : z — 22 Ty : 2z —

=2, scrivere Th o Ty, Ty o T7,
771_1 oTy.

_Z_
z+1’

Esercizio 2. Mostrare che la coniugazione complessa z — Z non si puo scrivere
come una trasformazione lineare fratta.

Esercizio 3. Mostrare che ogni trasformazione lineare fratta che mappi ’asse
reale in se stesso si puo scrivere con coefficienti reali.

Osservazione 1. Se 29,235,24 € CU {00} sono punti distinti, la trasforma-
zione lineare fratta che mappa la terna (zq,z3,z24) nella terna (1,0,00) (in
quest’ordine) ¢ data da

Z—2Z3
__ R4
Sz=_—-, z2,23,24 € C. (1)
Z2—Z4
Se z9 = 00, allora S = j:jz Se z3 = 00, allora S = Z;__ZZ;. Se z4 = 00, allora
. R—Zz3
S=Z=

Definizione 1. Se 22, 23, 24 € CU{o0} sono punti distinti, il birapporto (z1, 22, 23, 24)
e l'immagine di z, tramite la trasformazione lineare fratta S che mappa la terna
(22,23, z4) nella terna (1,0,00) (in quest’ordine).

Lemma 1. Valgono le sequenti proprieta:

(i) Se z2, 23,24 € CU{oc0} sono punti distinti e T & una trasformazione lineare
fratta, allora

(Tz1,T29,T23,Tz4) = (21, 22, 23, 24).

(ii) Date le due triplette di punti distinti (z1, 22, 23) e (w1, wa,ws), la trasfor-
mazione lineare fratta z — S(z) =: w che mappa z; in w;(i = 1,2,3) &
data da

(wawlanaw37w4) = (Z,Zl,ZQ,Z?,)- (2)

(#i) 1l birapporto (z1, z2, 23, 24) € R se e solo se z1, 29, 23,24 appartengono ad
un cerchio oppure ad una retta.

(i) Una trasformazione lineare fratta mappa cerchi in cerchi.

Esercizio 4. Trovare la trasformazione lineare fratta che mappa la terna (0,4, —i)
in (1,-1,0).



Esercizio 5. Esprimere i birapporti corrispondenti a tutte le permutazion: dei
4 punti z1,22,23,24 € CU {00} (dove za, 23,24 sono punti distinti) in termini
del birapporto A = (21, 22, 23, 24).-

Esercizio 6. Determinare la trasformazione lineare fratta che mappa
(i) (0,1,00) in (0,00,1);

(i1) (0,1,2) in (0,1,00);

(i) (2,1,0) in (0,1,2);

(iv) (1,w,w?) in (2,2 +1i,00), dove w® =1, w # 1;

(v) (1,2,1) in (3,1, 27).

Esercizio 7. Determinare una trasformazione lineare fratta che mappa
(i) R in iR;
(ii) R in S;

(iii) {x+iy v,y eR, (x—1)2+(y—2)2 =1} in {z+iy: 2,y e R,z +y = 0};
(iv) {x+iy: 2,y eR,(x—1)2+9?2 =4} in {x +iy: v,y e R,x +y = 2};

Esercizio 8. Mostrare che il gruppo delle trasformazioni lineari fratte é iso-
morfo al gruppo PGLy(C) := GLy(C)/C*.



