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Esercizio 1. ( 10 punti) Stabilire, giustificando, se ciascuna delle seguenti affermazioni è vera o
falsa.

(i) La funzione f(z) = 1
z è olomorfa in C∗ = C \ {0}.

R:

(ii) Sia
√
i = x+ iy, con x, y ∈ R. Allora x = y.

R:

(iii) Esiste un numero complesso z tale che limn→∞ z
n = −1.

R:

(iv)

∫
C2

1

z2 + 1
= 0, dove C2 è la circonferenza di centro nell’origine e raggio 2 percorsa in senso

anti-orario.

R:

(v) Sia f(z) una funzione olomorfa in un’aperto U tale che |f(z)−1| < 1, per ogni z in U . Allora,

data una curva chiusa γ ⊂ U ,

∫
γ

f ′(z)

f(z)
= 0.

R:



Esercizio 2. (4 punti) Sia f(z) =
∑

n≥1 anz
n una funzione analitica non costante in U = Dr(0),

con r > 0. Si dimostri che

1. Esiste un’isomorfismo analitico ϕ(z) e n ∈ N tale che f(z) = (ϕ(z))n.

2. Se f è iniettiva in U , allora f è un’isomorfismo analitico.

Esercizio 3. (6 punti)

Sia f(z) = u(x, y) + iv(x, y) una funzione olomorfa in un aperto U ⊂ C.

(i) Si dimostri che valgono le equazioni di Cauchy-Riemann.

(ii) Se f non è mai nulla in U , mostrare che g(z) = 1
f(z) è olomorfa in U e determinare una

formula per la sua derivata.

(iii) Si dimostri che in coordinate polari x = r cos θ e y = r sin θ, valgono le equazioni di Cauchy-
Riemann polari:

∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂θ
,
∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ
.

Esercizio 4. (6 punti) Sia m ∈ N e si definisca la consideri la serie di potenze formale

B 1
m
(T ) = (1 + T )

1
m =

∑
n≥0

( 1
m

n

)
Tn = 1 +

∑
n≥1

1
m( 1

m − 1) . . . ( 1
m − n+ 1)

n(n− 1) . . . 1
Tn ∈ C[[T ]]

(i) Dimostrare che vale la seguente identità tra serie di potenze formali(
B 1

m
(T )
)m

= 1 + T.

(ii) Discutere se B 1
m
(T ) è invertibile in C[[T ]].

(iii) Dimostrare che il raggio di convergenza R di B 1
m
(T ) è uguale a 1.

(iv) Sviluppare in serie di potenze in torno a 0 la funzione (1− z2)
1
m , determinandone il dominio

di convergenza.

Esercizio 5. (5 punti) Sia f(z) =
∑

n≥1(−1)n−1
(z−1)n
n .

(i) Determinare il dominio di continuità di f .

(ii) Mostrare che f ′(z) = 1
z .

(iii) Sia exp(z) =
∑

n≥0
zn

n! la funzione esponenziale. Mostrare che non esiste nessuna funzione
olomorfa h su C∗ tale che exp(h(z)) = z, per ogni z ∈ C∗.

Esercizio 6. (5 punti) Sia CR la circonferenza di raggio R > 0 centrata nell’origine e percorsa in
senso antiorario.

(i) Calcolare

∫
CR

g(z), dove g(z) =
|z|
z

.

(ii) Mostrare che, se f è una funzione continua,

lim
R→0

∫
CR

f(z)

z
= 2iπf(0).


