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Esercizio 1. Sia X uno spazio topologico completamente regolare e Y una sua
compattificazione. Sia β(X) la compattificazione di Ston-C̆ech di X. Dimostrare
che esiste una mappa continua chiusa suriettiva g : β(X) → Y che si restringe
all’identità su X.

Esercizio 2. Sia X uno spazio topologico completamente regolare. Dimostrare
che X è connesso se e solo se la sua compattificazione di Ston-C̆ech è connessa.

Esercizio 3. Dimostrare che I = [0, 1] e S1 non sono omeomorfi.

Esercizio 4. Dimostrare che per ogni t ∈ R il sottospazio di R2 definito come

Xt = {(x, y) : xy = t}

non è omeomorfo ad R.

Esercizio 5. Sia X ⊂ R2 l’unione di due circonferenze di raggio 1 e centri
(1, 0) e (−1, 0) rispettivamente. Dimostrare che X non è omeomorfo né a S1

né a I = [0, 1].

Esercizio 6. Dimostrare che se X è uno spazio topologico localmente connesso
in un punto p ∈ X, allora p è interno alla sua componente connessa C(p).

Dimostrare che le componenti connesse di uno spazio topologico localmente
connesso X sono sottoinsiemi aperti di X.

Esercizio 7 (Il pettine e la pulce). Per ogni intero n ≥ 1, consideriamo

An = {( 1
n
, y) : 0 ≤ y ≤ 1} ⊂ R2

e definiamo
A = ∪n≥1An ∪ {(x, 0) : 0 < x ≤ 1} ⊂ R2

(tale spazio è detto pettine topologico). Sia p = (0, 1) ∈ R2 (la pulce).

1. Dimostrare che A è uno spazio topologico connesso per archi, ma non
localmente connesso.

2. Poniamo B = A ∪ {p}. Dimostrare che B è connesso, ma non connesso
per archi.
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