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Esercizio 1. Mostrare che, data una matroide M, le sequenti condizioni sono
equivalenti:

(i) M é uniforme;

(i) M non ha circuiti di cardinalita minore di r(M) + 1.
(#i) ogni circuito di M interseca ogni cocircuito.
Esercizio 2. Un sottoinsieme A C E in un matroide M in E.

(i) Sidimostri che A é un flat se tk(AUz) > rk(A),Vz € A° e che un’iperpiano
e un flat proprio massimale di M.

(ii) Si dimostri che Uinsieme dei flat ordinati per inclusione forma un retico-
lo, i.e., un insieme parzialmente ordinato per inclusione in cui qualsiasi
sottoinsieme ha un supremo e un infimo.

(#ii) Si dimostri che se C C E ¢ un circuito di M allora, Vx € C, rk(C \ z) =
|C|—1=r1k(C), quindi C'\ = non puod essere un flat di M.

(iv) Si dimostri che se A é un iperpiano allora tk(A) = rk(M) —1 e che A ¢
un iperpiano se e soltanto il suo complemento é un cocircuito di M.

(v) Si concluda che dati un circuito e un cocircuito di un matroide, la loro
intersezione non puo avere cardinalita 1.

Esercizio 3. Sia M wuna matroide in un’insieme E. Si dimostri che, per qua-
lunque sosttoinsieme X de E,

c(X) =X U{x: M esiste un circuito C di M : x € C C {X Ux}}.

Esercizio 4. Sia M una matroide in E.

(i) Siano X eY flats di M con Y C X er(Y) = r(X) — 1. Mostrare che
esiste un’iperpiano H di M tale che Y = HN X.

(i) Dato X C E, mostrare che X ¢é un’iperpiano se e solo se E\ X é minimale
tra tutti © sottoinsiems di E che interseccano tutte le basi di M.

Esercizio 5. Sia M una matroide e w : E(M) — R una funzione iniettiva,
che attribuisce un peso agli elementi di M. Mostrare che M ha un’unica base
di peso massimale.



Esercizio 6. Sia M una matroide in E e si definisca una funzione r1(X) :=
| X|—r(M)+r(E - X).

(i) Mostrare direttamente che r1 soddisfa gli assiomi (R1), (R2) e (R3), e
quindi che r1 definisce una funzione rango in una matroide in E.

(i) Mostrare direttamente che B ¢ una base di My se e solo se E — B ¢ una
base di M.

Esercizio 7. Sia G un grafo planare. Usare dualita per matroidi per mostrare
che vale la formula di Euler, i.e., che

V(G = [E(G)] + [F(G)] = 2.



